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COMPTES    UlîNDUS    \VV   ANALYSES. 


DUHEM  (P.).  —  Le  Système  du  Monde.  Histoire  des  Doctrines  cos- 
mologiques  de  Platon  à  Copernic.  T.  II.  i  vol.  gr.  in-8,  iv-522  pages. 
Paris,  A.  Hermann  et  fils,  1914  (')• 

Juger  un  Ouvrage  après  la  leclure  de  ses  différenls  volumes, 
faite  au  fur  et  à  mesure  qu'ils  paraissent,  est  une  tàclie  très  diffi- 
cile et  exlrêmement  dangereuse;  le  critique  qui  doit  la  remplir,  en 
en  mesurant  toutes  les  diflicultés,  songe  avec  regret  aux  époques, 
moins  empressées  que  la  nôtre,  où  chaque  Ouvrage,  quelle  que  fût 
son  étendue,  se  présentait  complet  aux  yeux  des  lecteurs  (-).  Je 
remarcjue  cela  dès  le  début  de  ce  compte  rendu,  car,  après  Texamen 
du  Tome  II  de  la  grande  publication  de  M.  Duhcm,  le  plan  des 
recherches  de  ce  savant  apparaît  un  peu  plus  clair  que  lorsqu'on 

(')  Pour  ne  pas  nous  répéter,  nous  nous  permettons  de  renvoyer  le  lecteur, 
pour  tout  ce  qui  se  rapporte  aux  cdractères  généraux  de  la  méthode  d'exposition 
de  M.  Dutiem,  à  notre  compte  rendu  du  'l'onie  I,  et  plus  précisément  an  dernier 
alinéa  de  la  page  194  du  Tome  XWVIII  de  ce  Bulletin. 

(^)  Nous  nous  bornons  à  citer  comme  exemples  de  ce  sjstéme  à  présent 
démodé  Vlntroductio  in  analysin  injtnitoruni  d'Euler,  dont  les  deux  Tomes 
parurent  tous  les  deux  en  174!^,  et  le  Développement  nouveau  sur  la  partie  élé- 
mentaire des  Mathématiques,  par  L.  Bertrand,  formé  de  deux  gros  Volumes 
portant  la  date  de  i~~&- 


6  PREMIÈRE   PARTIE. 

n'avait  sous  les  yeux  que  le  premier;  en  efTel,  celui-ci  se  compose 
de  huit  Chapitres,  qui  sont  des  éléments  d'une  grande  section 
ayant  pour  titre  :  Première  Partie,  Z-or  Cosmologie  hel/énique. lues 
sujets  de  ces  Chapitres  (il  est  hon  de  le  rappeler)  sont  :  L'astro- 
nomie pythagoricienne;  La  cosmologie  de  Platon;  Les  sphères 
homocentriques;  La  physique  d'Arislole;  Les  théories  du  lemps, 
du  lieu  et  du  vide  après  Aristole;  La  dynamique  des  Hellènes 
après  Aristote;  Les  astronomes  héliocentriques;  L'astronomie  des 
excentriques  et  des  épicycles.  Or,  rien  n'autorisait  à  assurer  que 
ces  Chapitres  épuisaient  celte  première  Partie;  car  si,  d'un  côté, 
on  devait  reconnaître  que  les  plus  grands  penseurs  de  la  Grèce 
avaient  été  considérés  par  l'illustre  historien  de  Bordeaux,  on 
savait  d'ailleurs  que  la  largeur  de  ses  vues  et  la  profondeur  de  ses 
connaissances  pouvaient  bien  ménageries  plus  agréables  surprises. 
Et,  en  efifet,  les  quatre  cinquièmes  de  son  Tome  II  sont  occupés  par 
cinq  longs  Chapitres  destinés  à  compléter  l'exposé  de  ce  qui  se 
rapporte  à  la  cosmologie  hellénique.  Remarquons  tout  de  suite 
que,  pour  fournir  uti  tableau  tout  à  fait  complet  des  recherches 
sur  ce  sujet,  M.  Duhem  a  invoqué  les  témoignages,  non  seulement 
des  écrivains  grecs,  mais  aussi  de  lerirs  élèves  directs,  quelle  que 
fût  la  langue  qu'ils  employèrent.  Ce  point  fixé,  voici  les  titres  des 
Chapitres  qui  épuisent  la  première  Partie  de  l'Ouvrage  que  nous 
avons  sous  les  yeux  :  IX.  Les  dimensions  du  monde;  X.  Physi- 
ciens et  astronomes  (I.  Les  Hellènes);  XL  Physiciens  et  astro- 
nomes (IL  Les  Sémites);  XII.  La  précession  des  écpiinoxes;  XIII. 
La   théorie  des  marées  et  l'Astrologie. 

Nous  allons  parcourir  ces  Chapitres  en  signalant  quelques-unes 
des  choses  qui  nous  ont  le  plus  frappé,  quitte  à  rédiger  après  un 
bilan  des  résultats  dont  l'Astronomie  est  redevable  aux  éj)igones 
des  grands  savants  de  la  Grèce. 

Toute  évaluation  des  dimensions  du  monde  où  nous  vivons  a 
nécessairement  comme  point  de  départ  la  mesure  de  la  Terre; 
c'est  un  fait  qui  a  été  constaté  dès  l'aube  de  la  recherche  aslrono- 
micpie;  en  elTet,  j)lusieurs  savants  grecs  essayèrent  de  mesurer  la 
planète  (pie  nous  habitons;  l'^i-atosthène  de  Cvrène  a  été  singuliè- 
rement heureux  dans  les  elTorts  (pi'il  lit  dans  ce  but,  peu  après  la 
mort  d' Xrchimède,    car  il  évalua   le   méridien   teirestrc  à  .'^y.ijj'"", 


COMPTAS    MIÎNDUS    lîT    ANALYSKS.  7 

tandis  que  (tout  le  monde  le  sait)  il  est  de  40000""".  Un  contraste 
frappant  avec  ce  résultat  si  positif  est  offert  par  les  élucubrations 
de  Pjthagore  et  de  ses  disciples  sur  la  musique  céleste  dans  ses 
relations  avec  les  distances  des  astres  à  la  Terre;  M.  Duheni  est 
trop  bon  physicien  pour  attribuer  à  ces  rêves  une  valeur  scienti- 
fique réelle;  toutefois  il  remarque  avec  finesse  que  le  désir  de 
soumettre  les  intervalles  des  corps  célestes  à  des  règles  mathéma- 
tiques harmonieuses  n'a  pas  provoqué  des  tentatives  seulement  de 
la  part  des  savants  de  l'Antiquité,  car  Kepler  reprit  plus  tard  des 
essais  analogues  et,  par  cette  voie  si  peu  silre,  fut  amené  à  l'une 
des  trois  lois  qui  régissent  notre  système  planétaire.  Il  ajoute 
que  les  célèbres  lois  qui  portent  les  noms  de  Bode  et  de  Mendélejef 
et  qui  jouèrent  un  rôle  si  suggestif  au  cours  du  xix*'  siècle  mon- 
trent que  l'esjtrit  pythagoricien  persiste  en  pleine  \ie  jusqu'à  nos 
jours. 

Les  recherches  d'Aristarque  de  Samos  sur  la  distance  et  la 
grandeur  du  Soleil  et  de  la  Lune  et  celles  d'Hipparque  et  de 
Ptolémée  sur  la  parallaxe  lunaire  eurent  une  base  plus  solide  et 
une  direction  plus  scientifique,  quoique  les  conclusions  qu'elles 
donnèrent  s'écartent  tellement  de  celles  auxquelles  on  arrive  par 
les  méthodes  modernes  que  leur  valeur  est  désormais  purement 
historique.  La  même  chose  doit  se  répéter  relativement  aux  re- 
cherches sur  des  sujets  analogues  accomplies  par  d'autres  astro- 
nomes grecs  ou  arabes,  recherches  que  M.  Duhem  analyse  avec 
son  ordinaire  soin  dans  le  premier  Chapitre  de  son  nouveau 
Volume.  Toutefois,  l'historien  doit  remarquer  que,  en  dépit  des 
nombreuses  erreurs  dans  lesquelles  ils  sont  tombés,  les  astro- 
nomes de  l'Islam  étaient  parvenus  à  reconnaître  une  importante 
vérité  :  c'est  qu'il  y  a  des  planètes  plus  petites  et  des  planètes  plus 
grandes  que  la  Terre,  mais  qu'il  n'y  en  a  aucune  qui  soit  immen- 
sément plus  petite  ou  plus  grande  que  le  globe  habité  p;ir  les 
hommes. 

«  Le  système  d'Hipparque  et  de  Ptolémée  contredisait  expres- 
sément aux  princij)es  essentiels  de  la  Physique  péripatéticienne. 
Selon  cette  Physique,  la  nature  même  de  la  cinquième  essence,  de 
l'essence  céleste,  ex(Mnpte  de  génération  et  de  corruption^  exigeait 
que  tout  corps  formé  de  cette  essence  se  mut  d'un  mouvement 
circulaire  et  uniforme.  D'ailleurs  toute  rotation  circulaire  et  uni- 


8  PREMIÈRE  PARTIE. 

forme  devait  forcément,  en  son  centre,  trouver  un  corps  immol)ile 
et  grave.  Une  telle  Physique  imposait  donc,  de  toute  nécessité,  à 
la  théorie  astronomique,  une  force  bien  définie;  il  fallait  que  tous 
les  mouvements  célestes  se  pussent  décomposer  en  rotations  uni- 
formes de  sphères  et  que  ces  sphères  fussent  liomocentriques  à  la 
Terre  immobile.  »  Un  grand  nombre  d'efforls  ont  été  tentés  par 
les  Hellènes  et  les  Sémites  pour  faire  tomber  cette  contradiction 
et  établir  un  accord  entre  deux  directions  scientifiques  opposées, 
et  le  but  que  s'est  proposé  M.  Duliem  dans  les  Chapitres  X  et  XI 
de  son  Ouvrage  est  précisément  d'exposer  les  recherches  qu'on  fît 
dans  cette  direction  à  une  époque  où  toute  idée  n'étant  pas  en  accord 
complet  avec  l'esprit  de  la  philosophie  d'Aristote  était  au  moins 
suspecte. 

Au  début  de  son  exposé,  l'Auteur  s'arrête  assez  longtemps 
à  étudier  les  opinions  qu'avaient  les  anciens  sur  la  valeur  des 
hypothèses  astronomiques;  il  insiste  avec  raison  sur  ce  fait  remar- 
quable que,  pour  les  anciens  Grecs,  Ptolémée  non  exclu,  l'objet 
propre  de  l'Astrononne  consiste  exclusivement  à  établir  des  hypo- 
thèses au  moyen  desquelles  on  parvienne  à  sauver  les  appa- 
rences (otoÇs'.v-a  (pa'.vo[x$va);  c'est  un  principe  de  philosophi*^ 
scientifique  bien  libéral  et  dont  on  reconnaît  sans  peine  la  ressem- 
blance profonde  avec  les  données  fondamentales  du  système  de 
Poincaré  (').  M.  Duhem  fait  connaître  dabord  les  opinions  qu'on 
avait  avant  Ptolémée  sur  la  valeur  des  hypothèses  astronomiques 
et  qui  résultent  des  témoignages  de  Platon  et  d'Aristote;  ensuite 
celles  qu'on  trouve  dans  deux  des  Ouvrages  de  l'auteur  de  V Aima- 
geste  (jui  nous  ont  été  conservés;  enfin  celles  des  JNéo-Platoniciens 
(Sjrianus  et  Proclus),  de  Jean  Pliilipon  et  de  Simplicius. 

Tandis  que  le  Chapitre  X  fournil  des  détails  on  ne  peut  plus 
intéressants  sur  l'évolution  de  l'Astronomie  chez  les  Grecs,  le 
suivant  nous  permet  de  mesurer  l'accueil  que  reçurent  les  idées 
de  Ptolémée  de  la  part  des  peuples  qui  sont  considérés  comme 
les  petits-neveux  de  Sem.  M.  Didiem  remarque  qu'en  général  les 
Arabes  n'ont  pas   reçu  en  partage  la  prodigieuse  ingéniosité  des 


(')  Qu'il  nous  suffise  de  ciler  ;t  l'appui  île  ce  iap|)r()clieuiciil  la  plirase  suivaiilc 
<|u*on  lil  (tans  !.a  Science  et  l'Ifypolhèse  (p.  6G-G7):  «  Une  gconiélrie  ne  peut 
pas  être  plus  vraie  qu'une  autre;  elle  peut  seulement  ùlre  plus  commode  ». 
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Grecs;  ils  n'ont  apporté  que  de  bien  niinces  [)ei  fectionnenienls 
aux  hypothèses  par  lesquelles  rAstronomie  hellène  était  j)aiveniie 
à  résoudre  en  mouvements  simples  la  marche  compliquée  des  pla- 
nètes. Et  d'autre  part,  lorsqu'ils  ont  examiné  ces  hypothèses, 
lorsqu'ils  ont  tenté  d'en  découvrir  la  véritable  nature,  leur  vue 
n'a  pu  égaler  en  pénétration  celle  d'un  Posidonius,  d'un  Pto- 
lémée,  d'un  Proclus  ou  d'un  Siniplicius;  esclaves  de  l'imagi- 
nation, ils  ont  cherché  à  voir  et  à  loucher  ce  que  les  penseurs 
grecs  avaient  déclaré  purement  fictif  et  abstrait;  ils  ont  voulu 
réaliser,  en  des  sj)hères  solides  roulant  au  sein  des  cieux,  les 
excentriques  et  les  épicycles  que  Plolémée  et  ses  successeurs 
donnaient  comme  des  artifices  de  calcul;  mais,  dans  cette  œuvre 
même,  ils  n'ont  fait  que  copier  Plolémée.  Pour  découvrir  un 
auteur  qui  ait  discuté  la  naiure  des  mécanismes  conçus  par  Plo- 
lémée, il  nous  faut  franchir  un  long  intervalle  de  temps  et  arriver 
jusqu'à  la  fin  du  ix*^  siècle.  »  A  celte  époque,  le  célèbre  Thàbit 
ben  K.ourrah  composa  un  Traité  dans  lequel  il  s'efforçait  d'attri- 
buer aux  Cieux  une  constitution  ph^'sique  qui  pût  s'accorder 
avec  le  système  astronomique  de  Plolémée.  Quoique  ce  Traité 
nous  soil  connu  seulemenl  par  les  renseignements  fournis  par 
Moïse  Maimonide  et  Albert  le  Grand,  on  |ieul  dire  qu'il  était 
caractérisé  par  la  tendance  de  dépouiller  les  hypothèses  de  Plo- 
lémée de  leur  forme  abstraite  pour  les  réaliser  à  l'aide  de  corps 
solides  ou  fluides.  Or,  cette  tendance  s'est  conservée  chez  les 
astronomes  arabes  postérieurs;  c'est  ce  qu'on  voit  dans  le  Résumé 
d' Astronomie  de  Al  Hassan  ben  al  Hassan  ben  al  Hailam  Abou 
Ali  (c'est  le  savant  que  tout  le  monde  connaîl  sous  le  nom  abrégé 
de  Alhalazen\ 

Ce  réalisme  outré  devait  nécessairement  provoquerles  Péripaté- 
ticiens  de  l'Islam  à  une  lutte  ardente  contre  les  doctrines  qui 
servent  de  base  à  VAlmageste.  «  Au  xii*  siècle,  nous  voyons  celte 
lutte,  vivement  menée  par  les  plus  illustres  des  penseurs  arabes, 
par  Ibn  Bàdja  (Avempace),  par  Ibn  Tefaïl  (Aboubekr),  par  ibn 
Kochd  (Averroès),  par  Moïse  ben  Maimoun  (Maimonide),  pro- 
duire un  système  astronomique,  le  svslème  d'AI  Bitrogi  (Alpe- 
tragius),  qui,  jusqu'au  xvi'"  siècle,  tentera  sans  cesse  de  se  sub- 
stituer au  système  de  Ptolémée.  »  L'analyse  de  ces  Ouvrages,  qui, 
ayant  été  Iraduits  en  latin,    inspirèrent   les  adversaires  latins  de 
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Plolémée  et  fravèrent  la  voie  à  Copernic,  remplit  la  meilleure 
partie  du  Chapitre  XI  de  l'Ouvrage  de  M.  Duliem.  Dans  ce  Cha- 
pitre on  trouve  encore  l'exposé  de  la  matière  composant  les 
Neuf  Livres  d'Aslionomie;  cesl  un  Ouvrage  qui  porte  le  nom 
d'un  Arabe  (Djeber  ben  Aflah),  mais  qui  n'est,  en  réalité,  que 
la  traduction  d'un  Traité  grec;  voilà  un  résultat  important  auquel 
]M.  Duheni  arrive  en  appliquant  un  critère  j^hilologique  dû  à 
Hiiltsch  et  duquel  il  tire  cette  conséquence  que  le  génie  giec  ne 
crut  point  avoir  achevé  son  œuvre  astronomique  lorqu'il  eut  pro- 
duit la  Syntaxe^  car  il  continua  de  s'exercer  soit  à  corriger  le 
système  de  Ptolémée,  soit  à  lui  substituer  un  autre  système  plus 
conforme  aux  doctrines  péripatéticiennes  et  néo-platoniciennes; 
il  en  tire  aussi  une  nouvelle  preuve  de  ce  fait  que  la  Science  isla- 
mique résulte  en  grande  partie  du  butin  pris  sur  la  Science 
hellène  de  la  décadence. 

Bien  que  les  principaux  Ouvrages  d'Hipparque  soient  perdus, 
bien  que  toute  l'histoire  de  ses  prédécesseurs  soit  composée  de 
feuilles  blanches,  il  y  a  une  de  ses  découvertes  qui  traverse  les 
siècles  avec  sa  marque  de  fabrique  :  c'est  celle  de  la  k  précession 
des  équinoxes  »  qu'il  fit  en  l'an  129  avant  J.-C.  ;  elle  souleva  tout 
de  suite  la  fondamentale  question  de  la  durée  de  l'année  et  dès 
lors  ce  phénomène  fut  lié  aux  observations  et  aux  calculs  qui 
servent  de  base  au  (Calendrier.  Les  conclusions  auxquelles  parvint 
Hipparque  ne  furent  pas  tout  de  suite  comprises  et  acceptées. 
A  ce  que  nous  savons,  le  premier  (jui  en  mesura  la  grande  valeur 
est  Ptolémée,  qui,  après  les  avoir  exposées  dans  son  immortel 
Traité,  les  discuta  et  crut  nécessaire  d'y  apporter  quelques  modi- 
fications; ces  développements  ont  été  le  point  de  départ  de  toutes 
les  recherches  postérieures  sur  le  même  sujet.  Ces  recherches 
commencèrent  avec  Siniplicius  et  furent  poursuivies  par  bon 
nombre  de  penseurs  arabes  et  indiens,  dont  M.  Duhem  |i;irle  tout 
au  long  dans  son  Chapitre  XI!  ;  les  plus  éminents  d'entre  eux  sont 
Al  Battaui  (Albategnius),  Thabit  ben  Rourrah  et  Al  Zarkali. 
IM.  Duhem  relie  à  l'analyse  de  leurs  Ouvrages  l'exposé  d'autres 
iinporiintes  fpiestious  astronomiques  traitées  à  la  même  épo(|ue; 
il  donne  enfin  des  renseignements  complets  sur  l'origine,  le  plan 
et    le   but  des  célèbres    Tables  it/i}/ionsines,  composées   par    un 
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groupe  de  Juifs  fort  experts  en  Astronomie  et  qui  furent  l'origine 
de  tous  les  meilleurs  d'Alphonse  X,  roi  de  Caslille;  ce  roi  philo- 
sophe est,  en  conséquence,  considéré  comme  le  type  de  ces 
princes  auxquels  un  goût  excessif  des  choses  de  Tesprit  a  fait 
oublier  l'art  de  régner. 

Avant  de  revenir  de  sa  longue  pérégrination  à  travers  le  sol 
sacré  de  la  Grèce  et  de  ses  courses  à  travers  les  autres  pays  où  Aris- 
toteetPtolémée  comptent  les  plus  ardents  disciples,  M.  Duhem  con- 
sacre un  long  Chapitre  à  un  sujet  qui  se  trouve  à  la  frontière  qui 
sépare  l'Astronomie  de  la  Physique,  c'est-à-dire  à  la  Théorie  des 
Marées,  phénomène  mvstéineux  qui  fut  révélé  aux  Grecs  pendant 
le  cours  de  leurs  longs  voyages  et  dont  ils  ne  tardèrent  pas  à  aperce- 
voir la  liaison  avec  les  mouvemenls  des  astres.  Ce  phénomène 
a  été  le  point  de  départ  des  rêves  entre  les  positions  de  la  Lune 
et  des  étoiles  et  la  destinée  de  l'homme,  d'où  naquit  l'Astrologie, 
cette  malheureuse  «  fille  de  l'Astronomie  »  (c'est  Kepler  qui 
parle  !). 

Par  conséquent,  le  Chapitre  XIII  s'adresse  non  seulement  aux 
savants  proprement  dits,  mais  à  tous  ceux  qui  s'intéressent  à 
suivre  le  mouvement  de  la  pensée  humaine,  même  dans  ses  aber- 
rations. Les  questions  qui  y  sont  traitées  (')  sont  trop  éloignées 
du  cours  habituel  de  nos  occupations  pour  que  nous  nous  hasar- 
dions de  discuter  ou  juger  les  points  de  vue  choisis  par  Tiliuslre 
Auteur,  mais,  pour  donner  aux  lecteurs  une  idée  de  l'esprit  dans 
lequel  est  conçu  le  Chapitre  dont  il  s'agit,  nous  croyons  utile  de 
transcrire  les  phrases  sur  lesquelles  il  finit  : 


(')  Voici  l'énoncé  de  ces  questions  :  Les  premières  connaissances  des  Hellènes 
sur  le  phénomène  des  marées.  L'influence  de  la  Lune  sur  les  marées  :  Eraloslhène 
et  Séleucius.  L'école  stoïcienne  et  les  marées  :  Posidonius  et  ses  disciplines.  Les 
principes  de  l'Astrologie  après  Posidonius  :  Claude  Plolomée:  les  partisans  de 
la  Contingence  (Plularque,  Alexandre  d'Aplirodisias)  ;  le  fatalisme  immanent 
(Marcus  Manilius).  Les  astres  ne  sont  pas  des  causes,  mais  des  signes  (Plotin)  ; 
la  matière  première  et  le  principe  du  mal  (les  Gnostiques);  les  astres  sont 
causes  secondes  des  événements  sublunaires  (Julius  Firmicus,  Proclus,  la  Théo- 
logie d'Aristote);  comment  l'àme  humaine  échappe  au  destin  marqué  par  les 
astres;  l'Astrologie  et  lAlchimie;  la  nature  de  la  Lune  selon  Plutarque;  les 
actions  physiologiques  de  la  Lune;  l'Astrologie  et  la  Médecine.  La  théorie  des 
marées  selon  les  Arabes  (  Abou  Ma>ar)  ;  le  Liber  de  IClcmentis;  Averroès;  Moïse 
Maimonide. 


12  PREMIERE   PARTIE. 

«  Au  système  que  Maimonide  vient  d'exposer  aboutissenl,  pour 
ainsi  dire,  toutes  les  idées  dont  le  présent  Chapitre  nous  a  retracé 
le  développement.  Nous  j  trouvons,  tout  d'abord,  l'affirmation  du 
principe  qu'Aristote  avait  formulé  avec  tant  de  netteté  :  les  di\  erses 
parties  de  l'Univers  sont  liées  entre  elles  par  un  déterminisme 
rigoureux;  ce  déterminisme  soumet  entièrement  le  monde  de  la 
génération  et  de  la  corruption  au  gouvernement  des  circulations 
célestes.  Nous  y  trouvons  le  corollaire  qu'enlraine  ce  principe,  la 
définition  d'une  Science  astrologique  (|ui  rattache  chaque  change- 
ment accompli  ici-bas  au  mouvement  d'un  astre  déterminé.  Nous 
y  voyons  le  rôle  prépondérant  que  cette  Astrologie  attribue  à  la 
Lune;  dominatrice  de  l'eau  et  des  choses  humides,  la  Lune  les 
contraint  de  croître  et  de  décroître  avec  elle.  Les  lois  des  marées 
prouvent  avec  évidence  la  réalité  de  cette  action  lunaire  et,  par 
là,  de  toutes  les  influences  émanées  des  corps  célestes.  Nous  enten- 
dons dire,  enfin,  que  les  changements  très  lents  de  la  Terre  sont 
liés  aux  mouvements  presque  imperceptibles  des  étoiles  fixes, 
dont  la  révolution  doit  mesurer  la  Grande  Année.  A  construire 
ce  système  tous  les  disciples  de  la  Philosophie  hellène,  Péripa- 
liciens,  Stoïciens,  Néo-Platoniciens,  ont,  tour  à  toui-,  contribué  ; 
à  ce  système  Abou  Masar  a  olVert  Jliommage  des  Arabes;  ce 
système,  de  Pliilon  d'Alexandrie  à  Maimonide,  les  plus  illustres 
rabbins  l'ont  adopté.  Pour  le  condamner,  comme  une  supeislition 
monstrueuse  et  pour  le  jeter  bas,  il  fallait  le  Christianisme.  » 

Quatorze  siècles  ou  peu  s'en  faut  se  sont  écoulés  entre  la  publi- 
cation de  V  Aima  geste  et  la  mort  de  Copernic,  date  qui,  pour 
l'Astronomie,  sépare  le  Moyen  Age  de  lEpoque  moderne;  dans 
cette  période,  pres(|ue  double  de  celle  qui  sépare  Thaïes  de  Pto- 
lémée,  presque  quadruple  de  celle  qui  s'est  écoulée  depuis  la  mort 
de  Copernic  jusqu'à  nous,  aucune  grande  découverte  astronomique 
na  été  faite  :  c'est  ce  cpii  résulte  de  ce  (|ui  précède.  L'importance 
des  recherches  et  des  discussions  qui  eurent  lieu  pendant  cette; 
[jériode  consiste  principalement  en  ce  (|u'elles  maintinrent,  |)our 
ainsi  dire,  les  yeux  <le  1  llnnianilé  tournés  vers  le  Ciel  et,  en  signa- 
lant les  défauts  du  système  de  IHolémée,  elles  préparèrent  un 
accueil  favorable  à  celui  du  grand  astronome  de  'J  horn.  Par  con- 
séquent,   le   lecteur   <^ui    se   sera  hâté    de  parcourir   les    derniers 
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Chapitres  de  la  première  Partie  de  l'Ouvrage  de  M.  Duhem, 
avec  l'espoir  secret  d'assister  ensuite  à  quelque  événement  de 
premier  ordre,  aura  une  désillusion  amère  en  étudiant  la  deuxième 
Partie  consacrée  à  V Astronomie  latine  au  Moyen  Age.  De  cette 
Partie  nous  avons  sous  les  jeux  seulement  le  premier  Chapitre, 
qui  trailede  la  «  Cosmologie  des  Pères  de  l'Eglise  »  ;  nous  allons 
en  donner  un  résumé  fidèle  après  avoir  remarqué  que,  en  général, 
l'œil  aigu  du  savant  professeur  de  Bordeaux  n'a  su  découvrir  dans 
toute  la  littérature  patrologique,  qu'il  connaît  comme  un  théolo- 
gien de  profession,  aucune  donnée  expérimentale,  aucun  dévelo[)- 
pement  mathématique  représentant  un  progrès  réel  dans  nos 
connaissances  sur  l'architecture  ou  la  mécanique  céleste. 

L'œuvre  apologétique  des  Pères  de  l'Eglise  les  conduisaient  forcé- 
ment à  s'occuper  de  Physique  et  d'Astronomie  |)Our  trancher  les 
contlits,  réels  ou  apparents,  qui  surgissaient  entre  les  enseignements 
des  Livres  sacrés  et  les  enseignements  de  la  Science  profane  ;  préci- 
sément, le  désir  de  concilier  des  doctrines  purement  humaines 
avec  la  révélation  divine  fit  naître  bon  nombre  de  commentaires 
sur  la  Genèse  contenant  des  considérations  de  nature  scienti- 
fique. Le  premier  remonte  à  Origène,  né  à  Alexandrie,  alors  que 
Ptolémée  vivait  encore;  les  suivants  portent  les  signatures  de 
bon  nombre  de  saints  bien  connus  (Basile,  Grégoire  de  Nysse, 
Ambroise,  Jean  Chrysostome,  Augustin);  ils  ont  tous  un  caractère 
plus  élémentaire  et  moins  précis  que  celui  d'Origène.  Si  la  concor- 
dance complète  entre  les  prévisions  des  calculs  et  les  phéno- 
mènes célestes  recommandait  l'Astronomie  aux  Pères  de  l'Eglise, 
cette  science  était,  à  leurs  yeux,  très  compromise  par  sa  mésal- 
liance avec  l'Astrologie,  par  laquelle  elle  était  même  dominée; 
suivant  M.  Duhem,  en  ruinant  les  cosmologies  du  Péripalétisme, 
du  Stoïcisme  et  du  Néo-Platonisme  ces  sainls  hommes  firent  place 
à  la  Science  moderne. 

Ajoutons  quelques  détails  qui  permettront  à  nos  lecteurs  de 
se  lormer  une  idée  des  questions  que  Ihistorien  a  trouvées,  tout 
au  moins  effleurées,  dans  la  littérature  patrologique.  Il  déleiniine 
d'abord  ce  qu'il  y  a  de  Platonisme  dans  les  écrits  des  Pères  de 
l'Eglise  (particulièrement  dans  ceux  de  Saint  Augustin),  après 
avoir  remarqué  que  le  JNéo-Platonisme  se  montrait  aux  yeux  des 
Chrétiens  comme  la  seule  secte  paycnne  avec  laquelle  une  alliance 
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fût  possible;  de  ses  recherches  il  tire  la  conclusion  que  la  dési- 
gnalion  d'Augustisme  donnée  au  système  que  le  haut  Moyen  Age 
vit  naître  de  l'union  du  Néo-Platonisme  avec  le  Chritianisme  ne 
saurait  être  choisi  avec  plus  de  justesse.  Après  un  exposé  de  la 
Physique  de  Chalcidius  (personnage  si  peu  connu  qu'on  ignore 
même  quelle  était  sa  religion)  il  détermine  l'attitude  des  Pères 
de  l'Eglise  par  rapjiort  à  la  doctrine  de  la  matière  première^  puis 
leur  attitude  par  rapport  à  la  Grande  Année,  aux  principes  de 
l'Astrologie  et  aux  théories  du  temps.  Ce  que  M.  Duhem  nous 
apprend  des  études  qu'ils  firent  sur  la  nature  et  la  mesure  du 
Temps  présente  un  intérêt  philosophique  tout  à  fait  hors  ligne  ;  et 
nous  pensons  que  tout  le  monde  conviendra  avec  nous  que  rien 
de  plus  vrai  n'a  été  écrit  sur  ce  sujet  que  cette  phrase  de  Saint 
Augustin  :  u  Quid  est  crgo  tenipus?  Si  nenio  ex  me  quaerat^  scio; 
si  quaerenti  explicare  velim,  nescio  ».  Enfin  M.  Duhem  expose 
les  traits  caractéristiques  de  la  Physique  des  Pères  de  l'Eglise,  ce 
qui  lui  fournil  l'occasion  de  faire  connaître  la  tentative  entreprise 
par  Jean  Philipon  (un  siècle  après  Saint  Augustin)  pour  établir 
l'accord  entre  les  récits  de  la  Genèse  et  la  Physique  tradition- 
nelle. 

Nous  ne  savons  pas  si,  à  ce  point,  se  termine  l'exposé  de  ce 
que  l'Auteur  a  trouvé  dans  les  Livres  des  Saints,  qui  puisse  et 
doive  intéresser  l'histoire  de  la  Science  ;  nous  Fignorons,  car  il 
ne  fait  aucune  déclaration  à  ce  sujet.  Ce  qu'il  nous  a  appris,  par 
des  recherches  patientes  et  minutieuses  qui  ressemblent  plutôt 
à  l'œuvre  d'un  savant  bénédictin  qu'à  celles  d'un  physicien  sur 
les  rangs,  n'ajoute  aucune  nouvelle  donnée  à  la  totalité  des  faits 
qui  composent  l'histoire  de  la  Science;  de  sorte  que  nous  pensons 
que  les  historiens  futurs  croiront  sur  parole  tout  ce  qu'il  affirme 
et  documente,  sans  recommencer  un  travail  ingrat  et  du  tout 
rémunératif.  Toutefois,  par  son  intrépidité  dans  l'étude  de  ces 
terribles  volumes  in-folio,  il  a  fourni  bon  nombre  de  connais- 
sances sur  le  développement  général  de  la  pensée  pendant  l'obscur 
Moyen  Age;  et  même  ceux  qui,  préférant  d'autres  points  de  vue, 
n'accueilleront  pas  toutes  les  conclusions  auxquelles  il  s'est 
arrêté  et  feront  des  réserves  sur  beaucoup  de  ses  appréciations, 
reconnaîtront  qu  il  a  fouillé  en  maître  dans  une  mine  riche  de 
noble  métal.   \  oilà  pourquoi  les  Volumes  suivants  de  son  monu- 
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mental  Ouvrage  sont  attendus  avec  impatience   et  seront  salués 
avec  joie  à  leur  apparition. 

GlJVO  LORIA. 


JORDAN  (C).  —  Cours  d'Axalvse  de  l'École  Polytechnique.  3"  édition, 
revue  et  corrigée.  Tome  II  :  Calcul  intégral  (').  i  vol.  in-8,  v-705  pages. 
Paris,  Gauthier-Villars,  1910. 

M.  de  la  Vallée-Poussm,  le  savant  professeur  de  l'Université 
de  Louvain,  dont  il  m'est  agréable  d'avoir  à  citer  le  nom  en  ce 
moment,  avait  appelé  l'attention  de  M.  Jordan  sur  une  assertion 

inexacte  concernant  la  dérivation  sous  le  signe    /  ,  émise  dans  la 

première  édition  du  Cours  d^ Analyse.  Ceci  amena  M.  .Jordan  à 
discuter  avec  détail,  dans  la  seconde  édition,  les  propositions 
essentielles  relatives  aux  intégrales  définies.  Cette  seconde  édition 
du  Tome  II,  qui  contenait  aussi  une  exposition  entièrement  rema- 
niée de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  était  en  réalité  un 
Ouvrage  nouveau  dont  le  Bulletin  a  rendu  compte  sous  la  plume 
autorisée  de  J.  Tannery.  La  troisième  édition  diffère  au  contraire 
peu  de  la  seconde;  nous  tenons  cependant  à  profiter  de  l'occasion 
pour  signaler  à  nouveau  un  Ouvrage  qui  peut  rendre  tant  de 
services  à  la  Science. 

Le  Cours  d^  Analyse  est  très  ap|)récié  à  l'Etrangei;  j'en  ai  eu 
plusieurs  témoignages.  Il  j  a  peu  de  mois  encore,  un  jeune  savant 
danois,  déjà  justement  apprécié,  me  disait  avoir  appris  TAnalyse 
dans  l'Ouvrage  de  M.  Jordan.  Il  ne  tarissait  pas  d'éloges  à  son  égard  : 
«  C'est  un  livre  difficile  à  lire,  disait-il,  mais  qui  vous  récompense 
largement  de  la  peine  qu'il  vous  donne.  » 

F^e  Cours  d^ Analyse  est  peut-être  moins  appiécié  en  France 
par  les  étudiants.  Ce  ne  doit  pas  être  seulement  parce  que 
nous  avons  plusieurs  Traités  d'Analyse  excellents,  dont  aucun 
d'ailleurs  ne  saurait  dispenser  de  l'étude  du  livre  de  M.  Jordan; 
ce  doit  être  surtout  parce  que  ce  livre  est  difficile  à  lire. 

Au  temps  où  j'étais  un  élève  assez  irrespectueux,  nous  disions 

(')  l,a  deuxiéine  édition  a  été  unalysée  dans  ce  Bulletin  en  189.},  p.  i8j. 
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à  l'Ecole  Normale  :  «  Lorsque  M.  Jordan  rencontre  dans  un 
raisonnement  quatre  quantités  jouant  exactement  le  même  rôle, 
il  les  désigne  par  m,  A",  ).,  e^.  »  Notre  critique  était  bien  un  peu 
excessive,  mais  nous  avions  du  moins  senli  nettement  combien 
M.  Jordan  se  soucie  peu  de  certaines  précautions  pédagogiques 
vulgaires,  dont  l'observation  nous  était  devenue  indispensable 
tant  nous  avions  été  gâtés  |)ar  l'enseignement  secondaire. 

Les  professeurs  de  cet  enseignement,  comme  aussi  quelques 
membres  de  l'enseignement  supérieur,  dépensent  beaucoup  d'in- 
géniosité et  souvent  de  talent  pour  épargner  toute  peine  à  leurs 
élèves.  Ils  veulent  les  mener  sans  effort  jusqu'aux  vérités  mathé- 
matiques qui  furent  conquises  le  plus  diflicilement.  Il  est  admi- 
rable qu'ils  semblent  y  réussir  si  souvent;  mon  opinion  est 
cependant  qu'on  n'y  réussit  jamais. 

Pour  être  lues  avec  fruit,  ces  démonstrations  si  ingénieuses,  si 
claires,  si  rapides,  doivent  être  scrutées  mot  à  mot.  Tel  mot 
indique,  ou  plutôt  cache,  une  précaution  ou  une  circonstance 
particulière  sans  laquelle  la  jireuve  tomberait,  et  il  importe  de 
s'en  rendre  compte.  Tel  autre  mot  rappelle,  ou  plutôt  dissimule, 
un  long  raisonnement  intermédiaire  qu'il  conviendrait  de  lui  sub- 
stituer mentalement.  De  sorte  que,  plus  le  raisonnement  paraît 
facile  à  lire,  plus  il  convient  de  se  faire  violence  pour  l'exami- 
ner attentivement,  .l'aime  bien  mieux  lire  les  raisonnements  de 
M.  Jordan  qui  s'attaquent  à  la  difficulté  princi[)ale,  sans  jamais 
essayer  de  la  masquer  ou  de  la  tourner  et  vous  la  font  ainsi  bien 
connaître;  quand  la  dilTicullé  est  vaincue,  on  sait  pourcpioi  et 
comment  on  l'a  vaincue. 

Ce  genre  de  démonstration  a  de  plus  l'avantage  de  faire  con- 
naître à  la  fois  les  vérités  inalliématicpies  qu'on  a  trouvé  bon 
d'énoncer  en  forme  de  théorèmes  et  leurs  relations  avec  les  faits 
mathématiques  voisins.  Quoi  (pi'en  cioient  certaines  personnes, 
les  mathématiques  ne  sont  pas  une  réunion  de  théorèmes.  Ne 
connaître  que  quelques  théorèmes,  fussent-ils  très  importants,  ce 
serait  avoir  des  mathématiques  une  vue  aussi  fausse  (|ue  celle  des 
enfants  qui  se  représentent  les  Alpes  comme  quatre  ou  cin(|  pains 
de  sucre,  parce  (pi'ils  connaissent  les  noms  de  fpiatre  ou  cin(| 
sommets. 

Pour  avoir  une  dcmoiistratiou  r;q)i(l(;  et  simple  d  un  lliéorème 
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capital,  on  élague  louL  ce  qui  n'est  pas  strictement  indispensable, 
tout  ce  qui  ne  ferait  que  faire  comprendre.  On  ressemble  à  celui 
qui  essayerait  d'atteindre  le  point  culminant  d'une  région  incon- 
nue en  s'interdisar)t  de  regarder  autour  de  lui  avant  d'être  arrivé 
au  but.  Si  on  l'y  conduit,  de  là-haut  il  verra  peut-être  qu'il  domine 
beaucoup  de  choses,  il  ne  saura  pas  très  bien  quoi.  Encore  con- 
vient-il de  se  rappeler  que  des  cimes  très  élevées  on  ne  voit  en 
général  rien;  les  alpinistes  n'y  grimpent  que  pour  le  plaisir  de 
l'effort  à  faire. 

M.  Jordan  paraît  avoir  pour  unique  souci  de  bien  faire  connaître 
les  faits  mathématiques  et  leur  enchaînement.  S'il  peut  le  faire  en 
simplifiant  les  démonstrations  classiques,  il  n'en  manque  pas  l'oc- 
casion ;  mais  il  n'hésite  pas  non  plus  s'il  croit  préférable  de  recourir 
à  un  raisonnement  compliqué.  11  multiplie  les  exemples  et  les 
applications  et,  dune  manière  générale,  il  ne  néglige  rien  de  ce 
qui  peut  faire  comprendre.  Mais  jamais  il  ne  s'ingénie  pour  dimi- 
nuer la  peine  de  ses  lecteurs  ou  suppléer  à  leur  inattention. 

Les  quelques  modifications  apportées  à  la  troisième  édition  me 
paraissent  relever  des  mêmes  soucis  pédagogiques  élevés.  Je  noie 
quelques  compléments  au  calcul  des  intégiales  abéliennes  des 
coniques,  cubiques,  quartiques  unicursales;  quelques  exemples 
de  plus  de  l'emploi  du  calcul  des  lésidus. 

On  sait  combien  étaient  pénibles  les  calculs  approchés  dinté- 
grales  par  lesquels  on  établissait  la  continuité  ou  la  nature  de  la 
discontinuité  du  potentiel,  de  l'attraction  et  de  leurs  dérivées  au 
passage  par  les  masses  attirantes.  Comme  ces  calculs  n'ont  aucun 
intérêt  par  eux-mêmes,  M.  Jordan,  utilisant  un  Mémoire  récent, 
substitue  à  ces  démonstrations  un  mode  de  raisonnement  plus 
simple  basé  sur  un  théorème  d'existence  des  solutions  des  é{|ua- 
tions  aux  dérivées  partielles  de  second  ordre.  A  cette  occasion, 
M.  Jordan  a  écrit  un  Chapitre  nouveau  en  complétant  les  indica- 
tions sur  le  potentiel  qui,  dans  l'édition  précédente,  ne  formaient 
qu'un  paragraphe  du  Chapitre  sur  les  fonctions  représentées  par 
dos  intégrales  définies.  Ce  Chapitre  contient,  outre  ce  que  j'ai  dit 
plus  haut,  des  applications  à  l'attraction,  à  l'électricité  statique  et 
au  magnétisme. 

Comme  préparation  à  l'étude  du  potentiel,  un  paragraphe  nou- 
veau sur  les  champs  de  vecteurs  a  été  ajouté  au   Chapitre  sur  les 

Bull,  des  Sciences  mathém-,  1'  série,  t.  XXXIX.  (Janvier  igiJ.)  a 
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inlégrales  définies.  Il  contient  une  exposition,  plus  couiplète  que 
celle  qu'on  trouve  dans  la  deuxième  édition,  de  la  théorie  des 
intégrales  de  ligne  et  de  surface  et  des  formules  de  transformations 
de  ces  iutégrales,  avec  une  application  nu  problème  de  Diriclilet. 
J'ai  dit,  au  début,  que  ce  Tome  contenait  des  études  sur  l'in- 
tégrale définie.  M.  .lordan  y  utilise  beaucoup  la  théorie  des 
ensembles  et  emploie  la  terminologie  qu'il  avait  proposée  dès  la 
première  édition  et  qui  a  été  généralement  adoptée.  Cependant  la 
dénomination  à'ensemble  parfait^  dans  le  sens  où  remj)loyait 
M.  Jordan,  na  pas  prévalu;  on  dit  maintenant  ensemble  fermé, 
les  mots  ensemble  parfait  a^ant  un  autre  sens.  Il  est  peut-être 
regrettable  que  M.  Jordan  n'ait  pas  adopté,  dans  sa  tioisième 
édition,  la  terminologie  aujourd'hui  universelle. 

Henri  Lebesoïe. 


TRIGNART  (A.)  —  Table  auxiliaire  d'intérêts  cOiMPOSKS.  Avec  une 
Préface  de  A.  Barriol.  i  vol.  gr.  in-8  (28'='"- 19"")  de  viii-24  pages. 
Paris,  Gauthier-Villars  et  G'",  1914- 

Extrait  de  la  Préface  de  M.  A.  Barriol. 

M.  Trignarl  m'a  soumis  l'idée  de  remplacer  un  nombre  quel- 
conque par  la  puissance  d'un  binôme  (i  +  /).  La  coïncidence  m'a 
paru  curieuse  et  mon  intérêt  a  été  éveillé  immédiatement  par  l'idée 
qui  me  semblait  féconde.  Le  choix  judicieux  que  M.  Trignart  avait 
fait  de  la  valeur  i  et  les  quelques  exemples  qu'il  apportait  à  l'appui 
de  son  idée  m'ont  incité  à  l'encourager  à  continuer  ses  travaux,  et 
le  résultat  des  calculs  laborieux  qu'il  a  entrepris  est  le  petit  l^ivre 
qu'il  présente. 

Les  Tables,  disposées  d'une  manière  fort  ingénieuse  et  très 
claire,  rendront  de  réels  services  aux  actuaires  en  leur  |)ermetlant 
d'écourler,  dans  les  calculs  de  précision  par  approximations  succes- 
sives, la  série  souvent  pénible  des  essais.  La  double  inégalité 
(  1 ,000)"  «c^iN  <(  1 ,0001  )"+'  [)ermcttra,  grâce  à  la  très  lente  crois- 
sance de  l'exponentielle  (  i  ,0001  )■'",  de  calculer  les  puissances  et  hs 
racines  avec  une  a|)proxiMi;iLion  |)lus  grande  <pi  avec  les  logarithmes. 

Cette  Table  aura  évidemment  sa  place  toute  mar(|U(''C  parmi  les 
Livres  des  actuaires,  mais  le>  ingénieurs  trouveront  ('galcmcnl  des 
avantages  sérieux  à  son  cmj)loi. 
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SUR  UNE  TRANSFORMATION  DE  CONTACT; 
Par   m.    Gaston    DAKfîODX. 


La  iransforinalion  de  conlacl  donl  je  veux  dire  ici  quelques 
mois  esl  celle  (jui  dérive  de  l'équalion 

X-        Y^       2' 

où  X,  y^  z^  X,  Y,  Z  désignent  les  coordonnées  des  deux  poinls 
correspondanLs. 

Si,  comme  d'Iiabilude, /?  el  q  désignent  les  dérivées  de  :;  consi- 
dérée comme  fonction  de  x  et  de  jk  ^t  f^,  Q  'es  dérivées  de  Z, 
considérée  de  même  comme  fonction  de  X,  Y,  il  faudra  joindre  à 
l'équation  (i)  les  suivantes  : 

ix  z  Y  z 

xi^'zi="'       T^-^Qzï 


Les  équations  (1)  et  (2)  jiermettent  d'exprimer  X,  \,  Z,  P,  Q 
en  fonction  de  x^  y.  s,  p,  q  et  vice  versa.  On  en  déduit  les  deux 
systèmes  suivants  : 

:  = (z—px  —  fjy),        P  =  —/>'-, 

[Z=  z{z-px~qy),  Z--P\-Q\  ^^iz-px-qjYY- 


^\^--P  /— p 


s/'L  -  F\  -  l^Y 


(4)  ■y^-^l^^,  q=sf=^, 


Z 


y/Z  _  FX  -  C^Y 
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les  Irois  i^adicaux  qui  figurent  dans  ces  dernières  formules  devant 
être  pris  partout  avec  le  même  signe. 

On  peut  interpréter  géométriquement  Jes  formules  (3)  de  la 
manière  suivante  : 

ç.  Y),  ^  désignant  les  coordonnées  courantes,  l'équation  du  plan 
tangent  à  la  surface  lieu  du  point  (x,y.  z)  sera 

et  les  équalions  de  la  nortnale  au  point  de  contact  seront  de  même 

^  —  x_rj  —  y  _  ^  —  -_         N 

N  désignant  la  longueur  de  la  normale  comptée  à  partir  du  point 

de  contact.  Le  signe  donné  au  radical  \J \ -\- p- -\- q-  fixe  le  signe 
delà  normale.  Si  nous  désignons  par  N^,  N^,  N^  les  longueurs  de 
cette  normale,  terminées  respectivement  aux  trois  plans  coor- 
donnés, nous  aurons  donc,  en  grandeur  et  en  signe, 

p    y  r  1 

(5)  '.    ^    _„Z 


-fATT^ 


N;  =         z   \J \  ^ p'- -\- q- . 

A  ces  expressions  des  trois  normales  adjoignons  la  distance  û  de 
l'origine  au  plan  langent  en  la  déterminant,  en  grandeur  et  en 
signe,  par  la  formule 


(6) 


/i 


9' 


où  le  radical  est  pris  avec  le  même  signe  que  dans  les  équations  (5). 
En  rapprochant  les  équations  ainsi  obtenues,  on  voit  immédia- 
tement que  les  formules  (3)  j)euvent  être  écrites 

(7)  X  =  iN.rO,         Y  =  N^.o,         Z  =  N,Ô, 

et  (pi'on  a  de  plus 

y/l-P-Q 

iJ'apiès  cela,  supposons  ijn'on  demande  de  dt'trrmincr  luulcs  les 
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surfaces  pour  les(|nelles  il  existe  une  relation  déterminée 

(9)  (p(N.„  N,.,  N„  o;  =  o 

enire  les  trois  normales  et  o.  L'em|)loi  des  formules  (5)  et  (6) 
condiiiryit  immétliatemeiil  à  une  équation  aux  dérivées  partielles 
à  lacpielle  devrait  satisfaire  r-  considérée  comme  fouclion  de  x^  y. 
Nous  allons  voir  que,  pour  la  discussion  de  celle  équation,  il  y  a 
grand  avantage  à  employer  la  transformation  de  contact  que  nous 
venons  de  définir,  c'est-à-dire  à  substituer  les  variables  X,  Y,  Z 
aux  variables  x^  j',  z. 

La  relation  (g)  peut,  en  elTet,  être  écrite 

(10)  Ç)      -,   -,    y,    0      =o, 


et  si,  comme  il  ariive  en  général,  o  ne  disparaît  pas  de  l'équation 
précédente,  elle  nous  permet  de  considérer  5  comme  une  fonction 
de  X,  Y,  Z.  Soit 


(II)  o  =  /F(X,  V,  Z) 

l'expression  de  o  à  laquelle  on  est  ainsi  conduit. 

Si  Tony  remplace  ô  par  son  expression  déduite  de  la  formule  (8), 
on  obtiendra  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(i2j  Z  — PX  — QY==(i-P  — Q)F(X,  Y,  Z), 

à  laquelle  devra  satisfaire  Z  considérée  comme  fonction  de  X,  \. 
Or,  celle  équation  esl  linéaire,   et  son  intégration  dépend  de 
celle  du  système  d'équations  différentielles 

d\     _     d\     _     dZ 
^'^  XTTk  -  Y^ZTp  "  Z^^  ■ 

Quand  on  aura  trouvé  les  deux  intégrales  6  et  a  de  ce  système,  la 
solution  générale  du  problème  proposé  sera  donnée  par  l'équation 

â  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Mais  le  système  (i3)  a  une  intégrale  qu'on  aperçoit  presque 
immédiatement,  car  on  déduit  des  équations  (pii  le  composent  la 
combinaison  suivante  : 

rf(Z  — X)  _  rf(Y-X) 
Z  -  X     "      Y  -  X 
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qui  donne,  C  désignant  une  constante, 

Z  -  X       ^ 

(.4)  r3x=c- 

Ainsi,  tout  se  réduira  à  obtenir  une   nouvelle  intégrale   de   ce 
système  ou  encore  à  intégrer  Téquation 

^X     _     dX 
X  — F  ~  Y—  F' 

où  Ton  aura  remplacé  Z  |)ar  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (  i4)- 
L'équation  précédente  peut  s'écrire 

(i5)  X^Y  — Yc/X  =^(Y  — X)F[X,  Y,  X-4-  C(Y  -X)] 

el  la  solution  complète  du  problème  se  ramène  à  l'intégration  de 
cette  unique  équation. 

Supposons,   par  exemple,   que   F(X,  Y,   Z)   soit   une  fonction 
homogène  de  degré  a;  alors  l'équation  (i5)  pourra  s'écrire 

^"^^'       ^'^^  =(Y-X)!x-2,/(Y-X) 


(Y  — X)2-(^F[X,  Y.  X-C(Y  — X)] 
et  elle  donnera,  par  une  quadrature, 

la  quadrature  qui  figure  d;ins  le  second  membie  donnant  une 
fonction  de  -ç-  et  de  C. 

Si  ji.  était  égal  à  i,  le  premier  membi-e  devait  être  rem|)la(é 
parLog(Y  — X). 

Il  est  facile  d'interpréter  géométriquement  l'hjpothèse  que  nous 
avons  faite  sur  F.  Si,  dans  l'équation  (i  i),  on  remplace  X.  Y,  Z 
par  leurs  valeurs,  il  vient 

ce  qui  donne,  en  tenant  compte  de  I  hypothèse  faite  sur  F, 

r>-H-=:F(N,,  N,,  N,); 

0  sera  donc   une  fonction   homogène  de   IVj-,    N-^.,   N^  de  Tordre 
V- 

1  IJL 

En   d'autres  termes,   on  jjourra   résoudre  le  problème  par  une 


MÉLANGES.  23 

quadialure  loules  les  fois  que  o  sera  une  (biiclion  liomoj^ène  des 
trois  normales  J\^,  N^,  N^. 

Dans  la  discussion  qui  précède,  nous  avons  exclu  le  cas  où  o 
disparaîtrait  de  l'équation  (lo),  ce  qui  arrivera  toutes  les  fois  que 
la  relalion  entre  o  et  les  trois  normales  sera  de  la  forme 

cp(o[Vx,  oNv,  5N;)=  o. 

Mais  celte  hypothèse  est  très  aisée  à  traiter  directemenl.  On  sait, 
en  effet,  d'après  la  théorie  générale  des  transformations  de  con- 
tacl,  que,  si  l'on  a  une  relalion 

o(X,  Y,  Z)=  o, 

enlre  X,  Y,  Z,  il  faut  lui  adjoindre  une  autre  relation  arbi- 
traire entre  X,  \ ,  Z, 

cp,(X,  Y,Z;=o, 

qui  permettra  de  considérer  X,  Y,  Z  comme  fonctions  d'une  seule 
variable  a..  Si  l'on  prend  alors,  en  faisant  varier  a,  l'enveloppe  de 
la  quadriqiie 

x+T+z='' 

on  aura,  sans  quadrature,  la  solution  générale  du  problème  pro- 
posé. Une  solution  plus  particulière  s'obtiendrait  en  attribuant 
à  X,  Y,  Z  des  valeurs  constantes. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  que  les  trois  normales 
soient  liées  par  la  relation 

(17)  aN;r+6N^4-cN,=:o, 

OÙ  a,  6,  c  désignent  des  constantes  quelconques.  On  aura  alors 

(18)  aX-4-6Y-4-cZ  =  o, 

et  l'on  pourra  poser 

cZ  =  cf.(a),         aX  =  —  a'^('a),         6Y=(a  —  i)'j)(a). 

co(a)  désignant  une  fonction  arbitraire  de  a.  En  portant  ces 
valeurs  de  X,  Y,  Z  dans  l'équalion  (  i  ),  on  reconnaiira  que  les 
surlaces  cherchées  sont  les  enveloppes  des  quadriques 


a 


?(«), 


lorsqu'on  fera  varier  a. 
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On  aurait  encore  une  aulre  .solution  i-u  prenant  pour  X,  Y,  Z 
des  valeurs  constantes,  liées  par  la  relation  (i8). 

Nous  terminerons  en  disant  quelcpies  mots  du  cas  particulier  où 
la  relation  donnée  entre  o  et  les  normales  ne  contiendrait  (|ue  ers 
nonnales.  Soit 

(19)  '^(N.r,  Nj-,  N,)=o 

une  telle  relation.  Si  l'on  jiemplace  N^-,  N,,  N^  par  leurs  valeurs, 

elle  devient 

X     Y     Z 


et  donne,  par  conséquent,  pour  0  une  fonction  homogène  du  pre- 
mier degré  de  X,  \,  Z,  à  moins  que  la  fonction  'j  ne  soit  homo- 
gène, auquel  cas  on  aurait 

ç(X,  Y,  Z)  =  o 

et  nous  rentrerions  dans  une  hypothèse  déjà  étudiée. 

Supposons  donc  que  ô  soit  une  fonction  homogène  du  premier 
degré;  alors  la  fonction  F  qui  figure  dans  l'équation  (12)  sera 
homogène  et  du  second  degré  et  l'on  pourra  appliquer  la  for- 
mule (16)  en  y  faisant  [jl=2,  ce  qui  donnera 

V       V         r  \dY-\d\ 

'''^  ^-^=,1    F[X,Y,X  +  G(Y-X)]^^- 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  déterminer  toutes  les  surfaces 
pour  les(|uelles  il  existe  une  relation  linéaire 

(  ■?. I  )  a N.r -h  bNy+  c?i.=  i 

entre  les  trois  normales.  On  sera  conduit  à  l'intégrale  généiale 
.  I  ,  I  /Z-X\ 

(  -^i  )  —t; TTv ^    --   a  —  h  —  C   —    :r; ^   CD . 

aXH-oY-i-cZ  \  —  \  '  \\  —  \  / 

Si  la  somme  a  +  b -{- c  est  nulle,  cette  intégrale  de\iciil  Illu- 
soire et  doit  être  remplacée  |)ar  la  suivante  : 

rtX-t-6Y-hcZH ^ — =  (p  (  .^  ~  ■ .  )  • 

a  X  -h  6  \  ^-  c  /       ^  \  ^  —  \  / 

Dans  ce  cas  spécial,  liMpialion  {'m)  ('cpiivaul  à  mie  relation 
linéaire  entre  les  deux  segments  que  les  Irois  jilaiis  coordonnés 
interceptent  sur  la  normale  à  la  surface  lieu  du  poinl  (.r,  v,  z). 
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SMITH  (David-Eugène)  and  MIKAAll  (Yoshio).  —  A  Historv  of  Japanese 
Mathematics.  I  vol.  gr.  in-8,  vii-288  pages.  Cliicago;  llie  open  Court 
publishing  Company,  1914. 

Cet  Ouvrage  traite  de  l'histoire  du  wasan  (')  ou  mathématique 
du  vieux  .Tapon.  La  révolution  de  1868  a  porté  un  coup  mortel  au 
ivasan  et  les  Auteurs  donnent  l'impression  d'avoir  voulu  déposer 
une  fleur  sur  une  tombe.  Le  wasan  n'a  plus  qu'un  intérêt  histo- 
rique et  sociologique.  Il  permet  d'imaginer  ce  qu'aurait  pu  être  la 
Mathématique  chez  un  peuple  aussi  différent  des  peuples  occiden- 
taux que  l'est  le  peuple  japonais.  Le  wason  a  donc  la  valeur  dune 
expérience  précieuse  et  son  étude  peut  sans  doute  conduire  à  des 
conclusions  philosophiques  intéressantes.  Comme  idées  générales 
sur  les  mathématiques  japonaises,  on  peut  retenir,  pour  l'Arith- 
métique, l'usage  d'un  boulier,  l'élude  des  fractions  continues,  des 
figures  magiques  (carrés  et  cercles)  et  de  quelques  problèmes 
d'analyse  indéterminée.  En  Algèbre,  les  Japonais  ont  su  résoudre, 
par  des  méthodes  d'approximation,  des  équations  algél)riques  de 
degrés  assez  élevés  et  même  des  équations  transcendantes.  Ils  in- 
ventèrent les  déterminants,  sans  les  appliquer,  d'ailleurs,  aux 
équations  linéaires.  En  Géométrie,  ils  cherchèrent  hors  des  voies 
d'Euclide.  Leur  géométrie  fut  essentiellement  métrique,  algé- 
brique. Leurs  problèmes  portaient  principalement  sur  des  figures 
composées  de  droites  et  de  cercles  tangents,  du  type  de  INIalfatti, 
ou  bien  sur  des  évaluations  d'aires  ou  de  volumes  à  l'aide  de  déve- 
loppements en  séries  ou  d'intégrations  déguisées.  C'est  donc  sous 
la  forme  du  calcul  de  7:  que  le  problème  de  la  quadrature  du  cercle 
se  posa  à  eux.  Ils  s'y  attachèrent  avec  assiduité  et  réussiront  à  ob- 
tenir un  nombre  de  décimales  tout  à  fait  imposant.  La  Géométrie 
et  les  théories  d'Analyse  forment  chez  eux  un  tout  indissoluble. 
«  Il  n'y  a  de  science  que  du  général  »,  a-t-on    dit.   Les  Japonais 

(')   Wa  =  Japon  el  son  =  mathématique. 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2"  série,  t.  \XXI\.  (  Février  igiô.)  3 
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réussirent  cepeiulanl  à  créer  une  science  toute  de  considérations 
particulières,  d'ailleurs  souvent  fort  ingénieuses.  Ils  n'eurent  pas, 
semble-t-il^  un  souci  excessif  de  la  rigueur,  et  leur  imagination 
malliéniatique  ne  s'éleva  jamais  jusqu'à  créer  de  grandes  théories 
ou  jusqu'à  se  préoccuper  des  principes  métaphysiques  de  leur 
science.  Ce  furent  des  artistes  délicats,  patients  et  raffinés  dont 
l'activité  ne  s'étendit  guère  hors  du  domaine  formel  des  calculs 
analytiques. 

L'Ouvrage  de  MM.  Smith  et  Mikami  est  très  attachant,  aisé  à 
lire  et  illustré  de  nombreuses  et  curieuses  figures. 

Le  développement  du  wasan  comprend  six  périodes  auxquelles 
correspondent  à  peu  près  les  divisions  de  l'Ouvrage  : 

i"  Période  antérieure  à  ooa  :  influence  mal  précisée  des  mathé- 
matiques chinoises; 

2"  De  552  à  i6oo  :  inlluence  des  mathématiques  chinoises  ou 
coréennes,  originalité  japonaise  à  peu  près  nulle; 

3°  De  i6oo  à  i6;y5  :  péi'iode  de  renaissance,  développement  du 
wasan  dans  sa  pureté  ; 

4"  De  1675  à  1775  :  inlluence  de  Seki,  développement  no- 
table du  wasan  avec  de  vagues  infiltrations  de  malhémaliques 
occidentales; 

5"  De  1775  à  18G8  :  suite  de  l'évolution  du  wasan  (\n\  com- 
mence à  décliner  sous  l'influence  de  plus  en  plus  profonde  des 
idées  étrangères; 

6"  De  1868  à  nos  jours  :  déclin  du  wasan.  avènement  du  j)'05r7/2 
(mathématique  occidentale). 

Le  Chapitre  I  expose  ce  qu'on  sait  de  la  j^ériode  archaïque, 
c'est-à-dire  à  peu  près  rien  :  on  a  tout  au  plus  quelques  indica- 
tions sur  le  calendrier  et  le  système  de  numération. 

Le  Chapitre  II  correspond  à  la  deuxième  période,  f^a  date  de  552 
est  la  date  traditionnelle  de  l'introduclion  du  Ijouddhisme  au  Japon, 
route  activité  intellectuelle  avait  sa  source  en  Chine.  A  <;e  propos, 
les  Auteurs  donnent  la  liste  des  ouvrages  chinois  admis  à  une  uni- 
versité japonaise  fondée  en  701.  J'y  relève  les  principales  parties 
d'un  Traité  (')  antérieur  de  |)eul-êlre  20  à   '.\o  siècles  à  l'ère  chré- 

(')   Le  Ckiu-cliurig  Suan-sliu. 


COiMPTES   RENDUS   ET  ANALYSES.  27 

tienne  et  qui  l'ésiime  à  peu  près  le  programme  de  l'enseignement  : 
les  opérations  de  l'arillimétique  élémentaire  avec  l'exlraclion  des 
racines  carrés  et  cubiques,  la  règle  de  trois,  la  règle  des  alliages, 
la  règle  dite  de  fausse  position,  les  fractions,  les  nombres  négatifs, 
la  résolution  des  équations  linéaires,  la  résolution  d'équations  du 
second  degré  par  une  règle  équivalente  à  la  formule  classique,  le 
théorème  de  Pjthagore,  l'évaluation  de  l'étendue  de  diverses 
figures,  triangle,  quadrilatère,  cercle,  segment,  secteur,  anneau, 
puis  pyramide,  prisme,  cône  circulaire,  tronc  de  cône,  tétraèdre 
et  divers  problèmes  d'arpentage.  L'auteur  prend  r:  =  3.  On  voit  la 
haute  antiquité  de  tous  ces  sujets.  Mais  après  une  grande  prospé- 
rité intellectuelle  au  début  du  viu''  siècle,  le  Japon  retomba  dans 
une  profonde  barbarie.  La  Science  dégénéra  en  Astrologie,  en 
recherches  d'énigmes.  Toute  science  fut  dédaignée  à  tel  |)oint 
qu'ignorer  la  valeur  des  monnaies  était  un  signe  de  distinction. 
Seuls  les  gens  de  basse  extraction  savaient  compter. 

Dans  les  Chapitres  111  et  IV,  les  Auteurs  interrompent  leur  expo- 
sition historique  pour  décrire  deux  appareils  destinés  à  exécuter 
les  calculs  numériques.  A  défaut  de  moyens  graphiques,  pratiques 
et  économiques,  des  appareils  mécaniques  permettant  de  calculer 
se  sont  imposés  aux  peuples  anciens  :  dans  les  premiers  siècles  de 
de  la  civilisation  chinoise,  le  métal  et  la  pierre  étaient  les  seuls 
movens  de  transmission  du  savoir  écrit.  Le  5oroèrt'/i  japonais  est 
un  perfectionnement  du  sivan  p'an  ou  boulier  chinois.  Le  sangi 
provient  également  de  la  Chine  :  il  est  constitué  par  un  jeu  de 
bâtonnets  aplatis  de  o*""'  de  long.  En  disposant  tous  ces  bâtonnets 
dans  des  casiers  formant  une  sorte  de  damier,  on  peut  écrire  les 
nombres  dans  le  système  décimal.  Les  signes  -|-  et  —  n'existent 
pas  :  on  écrit  les  nombres  positifs  avec  des  bâtonnets  rouges  et  les 
nombres  négatifs  avec  des  bâtonnets  noirs.  Le  sangi  et  le  soroban 
semblent  avoir  été  introduits  au  Japon  vers  le  xv*'  siècle,  par  l'in- 
termédiaire de  la  Corée.  Le  soroban  était  surtout  employé  })ar  le 
peuple,  dans  les  calculs  commerciaux,  et  le  sangi  j)ar  les  Samu- 
raïs,  pour  les  spéculations  mathématiques.  Mais  il  est  à  remarquer 
que  Tinvasion  des  idées  occidentales  au  Japon  n'a  pas  atteint 
l'usace  du  soroban  ni  celui  du  sangi.  Les  chiftres  écrits  dérivent 
du  sangi  avec  suppression  des  casiers.  Les  nombres  négatifs,  dans 
ce  svstème,  sont  barrés  obliquement. 
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Le  Chapitre  V  aborde  la  troisième  période  (1600  à  i6^5).  La 
pratique  du  50/'o6<7/i  se  perfectionna  (extraction  des  racines  carrées 
et  cubiques).  Le  premier  Traité  de  mathématiques  japonaises  fut 
imprimé  en  1G27.  On  y  donne  tt  =  3, 16.  On  calcula  l'aire  du 
cercle,  les  aires  et  les  volumes  de  la  sphère  et  du  cône.  Les  poly- 
gones réguliers  Curent  étudiés  jusqu'au  décagone.  Des  recherches 
furent  faites  sur  les  figures  magiques  (inventées  par  les  Chinois). 
On  trouve  dans  un  Traité  du  temps  la  valeur  -'-}•-  pour  aire  de  la 
sphère.  Cette  expression  était  obtenue  en  assimilant  la  surface  de 
la  sphère  à  la  peau  d'une  orange  qu'on  décomposait  ensuite  en 
triangles.  L'auteur  rectifia  son  erreur  en  évaluant  le  volume  d'une 
couche  sphérique  de  diamètres  10  et  10,0002  et  en  divisant  le  ■ 
volume  par  o^oooi.  Il  trouve  pour  la  surface  sphérique 

3i4, 160000041888 

et  il  en  déduit 

s  =  4Tr/-2. 

C'est,  comme  on  voit,  un  calcul  un  peu  empirique.  -  fut  obtenu 
avec  huit  chiffres  exacts  en  calculant  le  périmètre  du  polygone 
de  2'''  côtés  (i683),  mais  l'auteur  ne  s'en  aperçut  pas  et  conserva 
la  valeur  admise  à  l'époque,  3,i4-  Le  volume  de  la  sphère  fut  cal- 
culé en  le  décomposant  en  100  segments  assimilés  à  des  cylindres: 
ainsi  les  Japonais  étaient  sur  la  voie  des  méthodes  occidentales,  ce 
qui  est  tout  à  fait  intéressant. 

i^e  Chapitre  VI  étudie  le  j)rcmier  grand  mathématicien  japonars  : 
Seki  Shinsuke  Kôwa  (1642-1708).  Seki  donna  un  vigoureux  élan 
aux  mathématiciens  japonais,  surtout  par  son  enseignement  et  par 
sa  méthode,  le  yendan  j'utsu,  c'est-à-dire  «  la  manière  d'ex- 
poser». Avant  lui,  en  effet,  on  se  contentait  souvent  de  donner 
des  résultats,  sans  trop  dire  comment  on  les  obtenait.  Seki  se  fit 
au  contraire  une  grande  renommée  comme  éducateur.  Ce  n'est 
pas  que  son  école  fût  ouverte  à  tout  \enaiit  ;  ses  méthodes  étaient 
tellement  secrètes  que  ceux  qui  n'appartenaient  pas  à  son  école  ne 
les  connurent  définitivement  qu'en  lyOy.  L'école  de  Seki  était 
divisée  en  cinq  classes  et  les  deux  dernières  étaient  la  (dasse  de 
"  rinsliiiction  spéciale  »  et  la  classe  do  la  m  révélation  après  ser- 
ment »,  qui  ne  pouvait  être  ouverte  f|u'à  trois  personnes,  après  un 
sermenl  solcnnpl  df  discrétion.  On  peut  donc  croire  qu'actuelle- 
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ment  encore  la  nature  exacte  des  travaux  de  Seki  reste  assez  mys- 
térieuse. 

La  méthode  de  Seki  est  le  teiizan.  Ten  signifie  en  chinois 
restaurer^  et  zan,  réduire.  Les  Auteurs  coin|)arent  ces  mots  à  ceux 
de  Mohammed-ben-Miisa,  al-jehr  wal-muqabald.,  qui  ont  le 
même  sens.  Il  est  assez  curieux  que  l'Algèi^re  ait  été  dénommée  de 
même  en  Occident  et  eu  Orient.  Seki  traite  ainsi  de  la  décomposi- 
tion en  facteurs,  de  la  recherche  du  plus  petit  multiple  commun,  de 
la  sommation  des  séries  infinies,  du  calcul  de  la  somme  des  puis- 
sances des  n  premiers  nombres,  de  la  théorie  des  diflerences,  du 
développement  en  série  des  racines  d'une  équation  du  second 
degré,  du  calcul  des  côtés  des  polygones  réguliers,  de  l'étude  des 
maxima  et  des  minima,  des  carrés  magiques  et  d£s  cercles  ma- 
giques, etc.  Il  évalue  des  volumes  et  des  aires.  Il  est  bien  digne  de 
remarque  que  Seki  ait  imaginé  la  théorie  des  déterminants  dès  i683 
et  lui  ait  donné  un  développement  assez  important.  Rappelons 
que  ridée  de  déterminant  remonte,  en  Europe,  à  Leibniz  (1698). 
La  priorité  appartient  donc  incontestablement  à  Seki.  La  manière 
dont  les  déterminants  se  sont  introduits  est  assez  curieuse  pour 
être  exposée.  Il  faut  d'abord  savoir  comment  les  Japonais  dispo- 
saient une  équation  algébrique  : 

x'^  —  l)X--\-  ^x  —  2  =  0 

s'écrivait 

I    —  3         4    —  2, 

les  nombres  étant  disposés  en  colonne  verticale.  A  chaque  ligne 
correspondait  donc  une  puissance  de  x.  Le  signe  =0  était  sup- 
primé, le  second  mendjre  de  toute  équation  japonaise  étant  zéro. 
La  question  s'était  posée  d'éliminer  les  diverses  puissances  de  x 
entre  n  é(|ualions  du  /i'*™*  degré.  Le  problème  se  ramène  aisément 
à  éliminer  les  puissances  de  x  entre  n  équations  de  degré  n  —  i. 
On  obtenait  alors  un  tableau  qui  n'est  autre  qu'un  déterminant, 
et  sur  ce  tableau,  Seki  faisait  des  opérations  revenant  à  l'interver- 
sion des  lignes  et  des  colonnes.  Il  savait  également  développer  le 
déterminant,  donnait  des  règles  pour  trouver  les  termes  précédés 
du  signe  +,  termes  dits  pris  vivants,  et  les  termes  précédés  du 
sioue  — .  dits  mis  à  mort.  Il  connaissait  le  nombre  de  termes  du 
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développement.  Un  autre  Traité  sur  les  déterminants  fut  publié 
en  1690,  puis,  rien  moins  qu'une  vingtaine  d'Ouvrages,  mais, 
chose  étrange,  les  Japonais  n'appliquèrent  jamais  cette  théorie 
aux  équations  linéaires  et,  plus  tard,  ils  l'oublièrent  même  com- 
plètement. 

Cette  découverte  des  déterminants,  à  coup  sur  antérieurement 
à  Leibniz,  conduit  à  la  question  de  savoir  quelles  furent  les  in- 
fluences possibles  de  l'Occident  sur  Seki  et  ses  contemporains  :  le 
Chapitre  Vil  approfondit  ce  sujet  délicat  et  difficile.  La  conclusion 
est  qu'il  est  vraisemblable  que  Seki  a  eu  quelque  connaissance 
des  tendances  mathématiques  de  l'Occident  et  de  la  nature  des 
résultats  obtenus. 

Le  Chapitre  VIII  discute  la  question  du  y  envi  ou  principe  du 
cercle.  Le  principe  du  cercle  est  assez  mystérieux.  Ce  serait  une 
analyse  que  MM.  Smith  et  Mikami  ne  reproduisent  pas  et  qui 
conduirait  au  développement  de  [arccos(i — x)Y  ^"  série  de 
puissances.  Sur  la  valeur  de  ce  principe,  les  Auteurs  disent  que 
«  c'est  seulement  une  méthode  intéressante,  ingénieuse,  un  peu 
obscure  d'obtenir  une  formule  capable  d'être  appliquée  de  diverses 
manières,  mais  qui  ne  peut  en  aucune  façon  être  comparée  à  l'ana- 
lyse infinitésimale...  ».  C'est  qu'en  effet,  quand  Takebe  Hikojiro 
Kenkô,  samuraï  (1664-1739)  communiqua  le  yenri  à  ses  élèves, 
en  1722,  «  ceux-ci,  dit  un  de  ses  disciples,  s'écrièrent  avec  en- 
thousiasme :  «  Est-ce  bumain,  ou  divin?  ^  oilà  (pii  chasse  au  loin 
»  les  nuages  et  les  ténèbres  et  qui  ne  laisse  que  le  ciel  bleu  «  et,  en 
vérité,  on  peut  dire  qu'il  (Takebe)  fut  riiomme  unitpie  en  un 
millier  d'années,  la  lumière  éclatante  du  pays  du  Soled  levant!  » 
«Le  yenri,  dit  un  autre,  est  une  méthode  parfaite...  éternelle  et 
invariable...,  c'est  une  découverte  qu'il  n'est  que  juste  de  regarder 

comme  divine )>he  yenri,  attribué   parfois  à   Seki,  paraît  dû  à 

Takebe.  Mais  le  dévelop[)ement  esl-il  même  de  Takebe?  11  semble 
ipie  non.  ('e  d('velop|jemenl  serait  parvenu  à  Takebe  par  Tinter- 
jnédiairc  de  Pierre  Jarloux,  missionnaire  jésuite  résidaut  à  Péking 
de  1700  a  1720.  Jartoux  élait  en  correspondance  avec  Leibniz,  et 
l'on  sait  par  tradition  qu'il  communi(pia  aux  Chinois  six  ou  neuf 
séries  dont  trois  parvinrent  au  Japon.  I*armi  ces  séries  aurait  été 
celle  de  Takebe,  et  le ycnri  ne  st'iait  (pie  la  méthode  ingénieuse 
de   Takebe   pour  vérifier  après    coup   l'exaclilude    i\iy   développe- 
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menten  série.  En  tous  cas,  à  partir  de  cette  époque,  les  .Japonais 
excellèrent  à  manipuler  les  séries. 

Le  Chapitre  IX  étudie  le  xviii^  siècle.  On  y  traita  de  problèmes 
d'analyse  indéterminée.  On  vit  apparaître  en  i  -36  le  développement 
d'un  radical  en  fraction  continue.  On  poursuivit  It-tude  des 
carrés  magiques.  Les  reclierches  géométriques  furent  continuées 
avec  patience.  On  s'intéressa  à  une  multitude  de  problèmes  de 
cercles  tangents,  le  problème  de  Malfatti  et  d'autres  analogues, 
mais  toujours  par  des  méthodes  algébriques.  Les  problèmes  de 
rectifications  d'arcs  et  de  quadratures  ne  sont  pas  abandonnés.  A 
ce  sujet,  on  doit  remarquer  que  le  problème  de  la  quadrature  du 
cercle,  au  sens  occidental  du  mot,  ne  s'est  pas  présenté.  Que  les 
Japonais  aient  évité  cet  abime  où  se  perdit  tant  d'ingéniosité  et  de 
subtilité,  ils  le  doivent  certainement  à  leur  géométrie  ;  leurs  pro- 
blèmes se  résolvaient  en  nombres  et  non  en  constructions.  Dès 
lors,  pour  eux,  le  problème  de  la  quadrature  du  cercle  n'était  pas 
difîérent,  en  nature,  de  celui  de  la  recherche  des  racines  d'une 
équation  du  second  degré  et  ils  résolurent  ces  deux  problèmes  par 
des  méthodes  d'approximation.  Tls  réussirent  d'ailleurs,  dans  cet 
ordre  d'idées,  à  calculer  tz  avec  5o  décimales  et  les  puissances 
de  77,  de  --  à  ---  avec  les  Sa  premiers  chiffres. 

Le  Chapitre  X  est  consacré  à  l'étude  de  l'œuvre  d'un  grand  ma- 
thématicien :  Ajima  Manzô  Chokuyen,  samuraï  (i-Sg-i'jgS).  Je 
note  en  passant  quelques-uns  de  ses  sujets  d'étude  :  la  résolution 
en  nombres  entiers  de  l'équation 

x\  -h  xl  —  xl  -r-  .2:|  -I-  arl  =  y-, 

des  problèmes  du  type  de  Malfatti,  des  recherches  sur  les  fractions 
continues,  la  spirale  d'Archimède,  sa  quadrature  et  sa  rectification 
au  moven  de  séries.  Il  améliore  le  re/?/"/qui  tend  à  se  rapprocher 
du  calcul  intégral.  Un  autre  mathématicien,  Aida,  représente  la 
liberté  de  pensée,  le  travail  indépendant.  Il  entre  en  lutte  avec 
l'école  de  Seki,  dont  l'enseignement  ésotéiique  prétendait  mono- 
poliser étroitement  la  Science  à  son  profit.  Aïda  étudia  les  équa- 
tions indéterminées  telles  que 
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1 
les  développements  en  série  de  (a  +  byel  de  sin(marc  sin:r),  etc. 

Le  Cliapitre  XI  traite  du  début  du  xix^  siècle.  Sakabe 
(1759-1824),  samuraï,  élève  d'Ajima,  publia  un  Traité  en 
i5  Livres  (181 5).  Il  donne  des  théories  sur  la  nature  des  racines 
des  équations  algébriques,  mais  sans  parler  des  racines  imaginaires 
que  le  (vasan  a  toujours  ignorées.  Il  donne  la  solution  de  divers 
problèmes  du  type  de  Malfatti.  Il  est  remarquable  que  les  premiers 
essais  de  géométrie  non  algébrique  ne  soient  pas  antérieurs  à  1840. 
On  étudia  encore  à  cette  époque  diverses  méthodes  d'approxima- 
tion des  racines  des  équations  algébriques  et  des  procédés  de 
calcul  graphique.  Je  note  enfin  que  les  derniers  secrets  de  lécole 
de  Seki  furent  révélés  en  i83o. 

Le  Chapitre  XII  étudie  l'œuvre  de  Wada  lenzo  Nei,  samuraï 
(i '787-1 840).  Il  améliore  les  méthodes  de  Seki,  fait  des  intégrations 
et  établit  même  une  Table  d'intégrales.  II  donne  plus  de  cent  déve- 
loppements en  série  pour  7:.  Il  trouve,  également  par  un  dévelop- 
pement en  série,  le  périmètre  de  l'ellipse  et  évalue  divers  volumes. 
Wada  donnait  un  enseignement  secret  :  les  meilleurs  mathémati- 
ciens de  l'époque  allaient  le  consulter  mystérieusement,  recon- 
naissant son  talent  de  maître  et  d'inventeur.  Tous  ses  manuscrits 
furent  détruits  dans  un  incendie,  ce  lléau  si  fréquent  au  Japon. 
On  peut  dire  que  ce  fut  le  dernier  grand  mathématicien  du  iV((S((n. 

Le  Chapitre  XIll  étudie  la  décadence  du  wasan.  Un  problème 
très  à  la  mode  chez  les  contemporains  de  Wada  est  l'étude  des 
figures  formées  d'ellipses  ou  de  cercles  qu'on  peut  inscrire  dans 
un  éventail  circulaire  ou  dans  un  éventail  ayant  la  forme  d'un 
secteur  annulaire  de  cercle.  On  résout  aussi  à  celle  époque  en 
nombres  entiers  l'équation 

On  calcule  l'aire  des  fenêtres  de  Viviani  et  d'autres  du  mêtne 
genre,  l'aire  de  la  section  plane  d'un  tore,  etc. 

L'ère  du  wason  semble  terminée  avec  Hajiwara  Teisuke 
(i828-i(j09). 

Le  Chapitre  \l\'  et  tlerniL-r  étudie  comment  se  ht  rinlillraliou 
des  mathéniati<pies  occidentales.  Elles  s'introduisirent  intlirecle- 
ment,  d  abord  pai-  des  ouvrages  chinois,  œuvres  des  missionnaires 
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jésuites,  on  dircctemenl,  parles  commerçants  liollandais  de  Naga- 
saki. C'est  en  i;j42  que  le  .Ja|Joa  prit  eu  premier  lieu  contact  avec 
l'Occident,  mais,  en  lait,  ce  n'est  guère  <pi  à  partir  du  xviii''  siècle 
que  l'influence  occidentale  devint  edective.  Les  matliéniatiques 
occidentales  s'introduisirent  très  difficilement  et  n'ont  guère  influé 
sur  l'évolution  générale  du  ivosan.  C'est  ainsi  qu'Euclide,  traduit 
en  chinois  en  i6o-,  ne  fut  bien  connu  au  Japon  qu'au  milieu  du 
xviii®  siècle,  mais  n'eut,  semble-t-il,  que  peu  d'influence.  Une 
trigonométrie  et  une  astronomie,  inspirées  des  idées  européennes, 
apparaissent  en  1696.  L'arithmétique  européenne  fut  introduite 
au  xviii"  siècle,  sans  d'ailleurs  faire  disparaître  le  soroban. 
En  i8o3  parait  un  Ouvrage  inspiré  des  «  Princi|jes  »  de  Newton, 
avec  l'exposé  d'une  hypothèse  cosmogonique  assez  analogue  à 
celle  de  Laplace.  Des  traductions  de  Lalande  furent  en  grand 
honneur  vers  iS'îo.  On  voit  apparaître,  en  Chine,  une  Table  de 
logarithmes  en  ijiS,  mais  les  logarithmes  ne  furent  pas  connus 
au  Japon  avant  les  deux  dernières  années  du  xvni*^  siècle,  et  la 
première  Table  fut  un  Ouvrage  de  Sakabe  (18 10- 181 5)  qui  ne 
donnait  que  les  logarithmes  des  noinhres  de  i  à  loo.  La  théorie 
des  logarithmes  ne  fut  comprise  que  ti'ès  lard  au  Japon,  et  ne  fut 
pas  exposée  avant  i854-  La  cycloïde  fut  l'objet  de  quelques  tra- 
vaux, mais  à  la  suite  d'infiltrations  européennes.  En  tout  cas,  si 
les  sujets  d'études  étaient  européens,  les  méthodes  étaient  japo- 
naises. 

Le  calcul  différentiel  et  intégral  fut  introduit  en  1809  par  une 
traduction  chinoise  d'un  Ouvrage  américain  de  I^iomis.  L'ellipse 
fut  étudiée  avec  zèle  dès  le  xviii*^  siècle,  mais  lliyperbole 
et  la  parabole  semblent  être  restées  inaperçues  de  la  vieille  école. 
En  définitive,  jusqu'aux  environs  de  la  révolution  de  1868,  les 
mathématiciens  japonais  ne  furent  qu'effleurés  par  les  idées  qui 
préoccupaient  leurs  confrères  occidentaux.  Les  méthodes  euro- 
péennes, mal  connues  ou  inconnues,  étaient  d'ailleurs  tenues  en 
singulier  mépris  :  «  Quoique  les  Européens  excellent  en  tous 
sujets  relatifs  à  l'Astronomie  et  au  Calendrier,  dit  un  anonyme, 
néanmoins,  leurs  théories  mathématiques  sont  inférieures  à  celles 
que  nous  avons  développées  avec  tant  d'exactitude...  »,  et  un 
autre  :  a  Le  immbre  est  dans  les  cicnx  et  sur  la  terre,  mais  l'art  de 
s'en  servir  est  humain,  (piehpietois    |>récis,  (pitMquefois   imprécis. 
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La  minutieuse  perfection  de  noire  œuvre  rualhémalique  surpasse 
de  beaucoup  ce  qu'on  trouve  en  Occident,  parce  que  notre  pou- 
voir est  un  héritage  divin,  exalté  par  le  génie  audacieux  et  noble 
qui  s'érige  au-dessus  des  autres  nations  de  l'Univers.  » 

Cependant,  concluent  les  Auteurs,  a  les  mathématiques  du  Japon 
étaient  analogues  à  leur  arl,  exquises  plutôt  que  grandes.  Ils  ne 
développèrent  jamais  de  grandes  théories  comme  ]Ne^Yton,  Leibniz, 
Euler,  Lagrange  ou  Gauss.  On  ne  trouve  pas  de  travail  de  ce  genre 
au  Japon  et  l'on  n'a  pas  la  moindre  raison  de  croire  qu'on  en 
puisse  trouver.  Mais  l'Europe  avait  quelques  milliers  d'années  de 
culture  mathématique  derrière  elle,  quand  Newton  et  Leibniz 
élaborèrent  le  Calcul  infinitésimal,  et,  pendant  ces  années,  les 
travailleurs  de  chaque  pays  inspiraient  ceux  des  autres.  Le  Japon, 
au  contraire,  n'avait  eu  l'occasion  de  cultiver  les  mathématiques 
que  depuis  un  siècle  à  peine  quand  Seki  entra  dans  la  lice.  De  ce 
point  de  vue,  le  Japon  créa  une  œuvre  remarquable;  mais  du 
point  de  vue  de  la  découverte  mathématique,  cette  œuvre  est,  en 
tous  points,  inférieure  à  celle  de  l'Occident.  Mais  si,  néanmoins, 
nous  en  apprécions  l'exécution,  elle  est  comme  une  boîte  de  vraie 
laque  ancienne,  non  de  celle  qu'on  fabrique  aujourd'hui  pour  le 
commerce.  L'exécution  fut  exquise  et  d'un  genre  tout  à  fait  in- 
connu en  Occident...  Que  sera  le  résultat  de  l'introduction  des 
nouvelles  mathématiques  au  Japon?...  Si  elles  doivent  conduire  à 
1  a|)|»licalion  du  génie  spécial  de  Tancienne  école,  le  génie  des 
soins  infinis,  à  de  vastes  théories,  alors  le  Alonde  verra  peut-être 
des  résultats  qui  feront  époque.  Mais  si,  au  contraire,  elles  doivent 
conduire  au  mépris  du  passé,  à  l'abandon  de  ce  qui  fait  le  wasari 
digne  d'éludé,  alors  nous  ne  voyons  pas  ce  ([ne  réserve  l'avenir. 
C'est  dans  l'espoir  <|ue  l'Occident  appréciera  le  génie  spécial 
d'hommes  tels  que  Seki,  Takebe,  Ajima  et  Wada,  et  sera  sympa- 
lhi(pic  à  l'application  de  ce  génie  aux  nouvelles  mathématiques 
que  cet  Ouvrage  est  écrit  ». 

Jacques  Cuapelon. 
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CH.\UMO.\T  (1)  (J.Loiiis). —  Rechekcues  SUR    le  phénomène   klectro- 

OPTIQUE     DE    KeRR     ET      SUR    LES    MÉTHODES     SERVANT      A     l'ÉTUDE      DE     LA 

LUMIÈRE  POLARISÉE  ELLIPTIQUEMENT.  Thèse  présentée  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris  pour  obtenir  le  grade  de  Docteur  es  Sciences 
physiques,  soutenue  le  i8  juin  191  i,  sous  la  présidence  de  M.  Boutv. 
I  vol.  gr.  in-8,  v-2i3  pages.  Paris,  Gautliier-Villars  et  C'*,  nji  i- 

La  valeur  absolue  de  la  constante  de  Kerr  pour  le  sulfure  de 
carbone  est  particulièrement  imporlanle,  ce  liquide  ayant  été 
pris  souvent  comme  corps  de  comparaison  dans  des  mesures,  en 
valeur  relative,  des  biréfringences  électriques  des  divers  liquides. 
Or,  cette  constante  était  très  mal  connue  :  les  valeurs  indiquées  ne 
s'accordaient  même  pas  à  10  pour  100  près.  A  quoi  étaient  dus  ces 
désaccords?  Falhiit-il  incriminer  le  manque  de  précision  des  diverses 
mesures  nécessaires,  notamment  de  la  déterminalion  du  cbamp 
électrique  qui  n'intervient  pas  dans  les  mesures  relatives?Ou  bien 
les  impuretés  présentes  dans  le  liquide  jouaient-elles,  comme 
certains  plivsiciens  l'ont  pensé,  un  rôle  important?  Telles  sont  les 
questions  que  s'est  posées  M.  Chaumont  et  qui  l'ont  conduit  à 
étudier  méthodiquement  les  diverses  mesures  indépendantes 
nécessaires  pour  obtenir  une  valeur  précise  de  la  constante  de  Kerr, 

La  mesure  optique  de  la  biréfringence  semblait  a  priori  devoir 
être  facile:  on  a  aujourd'hui  des  appareils  à  pénombre  très  sen- 
sibles; M.  Chaumont  comptait  les  employer.  Mais  comme  il  avait 
cherché  naturellement  à  accroître  la  grandeur  de  la  biréfringence 
à  mesurer,  il  a  rencontré  dans  l'application  de  ces  méthodes  des 
difficultés  qui  ne  s'étaient  pas  présentées  aux  phvsiciens  qui 
n'avaient  eu  à  mesurer  que  des  ellipses  très  aplaties.  M.  Chaumont 
ne  s'est  pas  conlenlé  de  les  lever:  il  a  été  conduit  à  faire  une  étude 
d'ensemble  très  approfondie  de  la  mesure  des  vibrations  ellip- 
tiques (\iù  constitue  une  jiremière  Partie,  très  importante  à  elle 
seule,  de  son  travail. 

M.  Chaumont  considère  le  cas  général  où  Ton  ne  sait  rien 
a  priori  sur  la  vibration  elliptique  à  étudier  et  où  il  y  a  deux  incon- 
nues à  déterminer  ((>hi'  exemple,  le  rapport  des  axes  de  1  ellipse  et 
l'orientation  du  grand  axe).  Il  classe  méthodicjuemeut  les  divers 
appareils  permettant  de  déterminer  soit  Tune  seulement  de  ces 
deux  inconnues,    soit  toutes  deux,  et  en  fait  une  étude    critique. 

(')  Blesse  inortellemenl  au   Cliainp  d'Honneur,  à  Meaux.  le  8  septembre  1914- 
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Celte  étude  est  beaucoup  plus  complète  que  celle  publiée  par 
Tukerman;  elle  est  cependaut  plus  facile  à  suivre,  parce  que,  au  lieu 
de  faire  de  longs  calculs,  M.  Ghaumont  lait  un  usage  constant  de 
la  re|)résentation  géométrique  des  vibrations  elliptiques  donnée 
par  H.  Poincaré.  Il  a  été  ainsi  conduit  à  réaliser  un  appareil  nou- 
veau pour  l'étude  de  ces  vibrations  dans  le  cas  général.  Cet  appa- 
reil (comprenant  un  analyseur  à  quatre  plages  et  un  compensa- 
teur quart  d'onde)  détermine  la  vibration  à  étudier  avec  la  même 
précision  quelle  que  soit  cette  vibration;  il  réalise  en  outre  dans 
les  cas  les  plus  simples  (lorsque  le  quart  d'onde  est  exact)  la 
condiiion  de  l'indépendance  des  observations:  c'est-à-dire  que 
deux  opérations  successives  et  deux  lectures  sur  des  cercles 
gradués  donnent  immédiatement,  sans  tâtonnements,  le  rapport 
des  axes  de  l'ellipse  et  l'orientation  de  son  grand  axe. 

Dans  la  construction  de  son  appareil,  M.  Chaumont  a  mis  à 
profit  deux  études  originales  faites  au  cours  de  son  travail  : 
1°  l'examen  des  conditions  géométriques  à  inq^oser  au  faisceau 
lumineux  pour  utiliseï-  le  mieux  possible  la  sensibilité  de  l'œil; 
•2"  l'étude  des  efl'els  pertubatenrs  des  réflexions  multiples  sur  les 
faces  des  lames  cristallines  employées.  M.  Chaumont  indique  le 
moyen  d'éviter  complètement  la  cause  d'erreur  provenant  de  ces 
réflexions  et  de  rendre  en  même  temps  les  pointés  plus  précis 
(emploi  d'un  mica  immergé  dans  un  liquide  contenu  dans  une 
petite  cuve  prismatique  à  vision  directe),  puis  il  décrit  un  pro- 
cédé commode  et  sur  pour  déterminer  avec  précision  la  radiation 
pour  laquelle  une  lame  de  mica  est  exactement  quart  d'onde.  Il 
est  certain  que  les  procédés  d'étude  et  de  construction  des  lames 
quart  d'onde  trouvés  par  M.  Ghaumont  réalisent  un  grand 
progrès  dans  l'emploi  de  ces  appareils  dont  les  physiciens  se 
servent  si  fréquemmenl. 

M.  Ghaumont  ('liinl  ainsi  en  possession  (riiiie  mi'lhode  opli(pie 
satisfaisant  complètement  aux  conditions  exigées  a  passé  ensuite 
aux  recherches  électro-optiques  pro[)rement  dites  décrites  dans  la 
deuxième  Partie  de  sa  Thèse.  Dans  l'expression  de  la  constante 
de  Kerr  le  clunup  ('Icctricpie  inlervicnl  par  sou  carré:  il  faul  le 
déterminer  avec  grand  soiti.  L'Auteur  mesure  les  volts  à  l'aide 
d'une  méthode  potentioinctri(|ue  de  précision;  il  a  construit  lui- 
même,    dans   ce    but,     une     batterie    de    Tjooo     accumulateurs    et 
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plusieurs  mégohms.  Le  condensaleiir,  de  consiniction  très  soignée, 
a  été  mesuré  aussi  avec  précision.  L'étude  théorique  delà  «  correc- 
tion des  l)Outs  »  a  été  complètement  reprise  :  l'Auteur  a  réussi  à 
calculer  le  champ  en  chaque  point  du  trajet  du  rajon  dans  la  cuve 
de  Kerr  en  tenant  compte  de  l'épaisseur  des  plateaux  et  donnant 
l'expression  correcte  de  la  longueur  corrigée:  ce  calcul  poiiria 
rendre  service  dans  des  recherches  de  nature  différente. 

La  comparaison  des  divers  échantillons  de  sulfure  de  carbone  a 
montré  que  la  constante  de  Kerr  n'est  pas  affectée  d'une  façon 
sensible  par  les  impuretés  qui  résistent  à  une  simple  distillation. 
M.  Chaumont  a  fait  celte  comparaison  par  une  mélliode  de  com- 
pensation (avec  deux  condensateurs  à  angle  droitdont  on  fait  varier, 
non  pas  les  dimensions,  mais  les  différences  de  potentiel)  :  cette 
méthode,  qui  pourrait  convenir  très  bien  à  des  mesures  relatives 
sur  des  liquides  variés,  permet  d'obtenir,  du  même  coup,  une 
vérification  très  précise  de  la  loi  de  Kerr  pour  le  sulfure  de 
carbone.  Enfin  la  valeur  même  de  la  constante  de  Kerr  j)our  ce 
liquide  est  déterminée  à  j^  près  environ.  On  mesure  par  là  les 
progrès  idéalisés:  le  phénomène  de  Kerr,  grâce  à  la  Thèse  de 
M.  Chaumont,  peut  se  prêter  à  des  recherches  vraiment  précises. 
Mais,  on  l'a  vu,  ce  travail  important  a  un  intérêt  qui  dé|)asse  celui 
de  la  question  particulière  que  l'Auteur  s'était  posée:  il  apporte, 
sur  nombre  de  sujets  d'intérêt  général,  des  méthodes  d'étude 
originales  ou  des  renseignements  précieux.  Qu'il  s'agisse  de  (|ue,s- 
tions  théoriques  (  polarimélrie  en  général,  champ  d'un  condensa- 
teur, etc.)  ou  d'appareils  (mesure  des  vibrations  elliptiques, 
réalisation  d'un  quart  d'onde  exact,  mesure  des  potentiels  et  des 
champs),  cette  Thèse  sera  consultée  avec  fruit. 

Malheureusement,  ceux  qui  ouvriront  désormais  ce  Livre  ne  le 
feront  pas  sans  émotion  :  la  mort  aveugle  est  venue  faucher  toutes 
les  espérances  que  ce  beau  Travail  faisait  naître.  M.  Chaumont  ne 
pourra  plus,  hélas,  exécuter  lui-même  les  autres  recherches  origi- 
nales très  importantes  qu'il  projetait  et  cpi'il  aurait  certainement, 
avec  son  ardeur  au  travail,  sa  remarquable  variété  d'aptitudes  et 
aussi  toute  l'expérience  qu'il   avait  acquise,   poursuivies  avec  le 

plus  vif  succès. 

LaB. 
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ARRHENIUS  (Svante).  —  Conférences  sur  quelques  thèmes  choisis  i>e 
LA  Chimie  physique  pure  et  appliquée,  faites  à  l'Universilé  de  Paris  du 
6  au  i3  mars  1911.  i  vol.  in-8,  iv-n3  pages.  Paris,  A.  Hermann  et 
fils,  1912. 

Ce  petit  Livre  renferme  cinq  Conférences  dans  lesquelles  le 
célèbre  Directeur  de  l'Institut  Nobel  expose  brièvement  l'état 
actuel  de  quelques  problèmes  de  la  physico-chimie. 

I.  La  théorie  moléculaire.  —  L'Auteur  développe  particulière- 
ment une  phase  de  la  lutte  entre  la  théorie  cinétique  et  la  méthode 
lliermodynamique.  La  vieille  conception  moléculaire  des  philo- 
sophes grecs  esl  devenue  une  réalité  à  la  suite  des  remarquables 
travaux  de  INIM.  Einstein,  Smoliichowski  et  surlout  .1.  Perrin  sur 
les  petites  particules  animées  du  mouvement  brownien.  L'excel- 
lente valeur  du  nombre  d'Avogadro  N  =  65  x  10--  qui  en  est 
résultée  a  confirmé  et  précisé  les  déterminations  faites  par  la 
méthode  électrique  sur  la  limite  de  la  charge  électrique. 

Au  sujet  de  celle  dernière,  S.  Arrhenius  analyse  succinctement 
les  travaux  de  Millikan,  Ehrenhaft  et  Przibram,  d'où  il  paraît 
résulter  que  la  charge  électrique  e  =  4  >  5i  X  10  '"U  5,  représente 
la  charge  moyenne  des  particules  et  des  ions,  la  charge  indivi- 
duelle de  chacun  d'eux  variant  entre  des  limites  assez  étendues. 
La  constance  de  cette  charge  ne  serait  donc  qu'une  de  ces  vérités 
statistiques  dont  on  fait  aujourd'hui  un  assez  fréquent  usage. 

Ces  travaux,  par  la  belle  concordance  de  leurs  résultats,  ont  fait 
triompher  la  théorie  cinétique  des  attaques  de  l'école  énergétique. 

IL  Les  suspensions  et  les  phénomènes  cVadsorption.  —  Celle 
Conférence  esl  l'exposé  de  quelques  recherches  expérimentales  sur 
ces  deux  questions. 

Les  suspensions  ou  émulsions,  en  j)articulier  celles  du  soufre 
soluble,  du  sulfure  d'arsenic  et  de  l'hydrate  fcrrique,  ont  été 
étudiées  par  Svedberg  et  Odi-n,  par  Arrhenius  et  |)ar  Freundiich. 
Ces  savants  m  ont  mesure''  les  >olul)ililt's  et  les  cli;d(Mirs  de 
dissolution;  ils  ont  parliculiricmenl  observé  linllucnce  précipi- 
tante des  sels  et  constaté  fpie,  dans  le  cas  des  suspensions  positives, 
c'est    l'anion    «pii  a   l'action    prépondérante,    tandis   (jue    c'est    le 
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calliion  qui  joue  le  rôle  important  dans  les  solutions  négatives. 
Anhenius  distingue  entre  les  colloïdes  et  les  suspensions,  le 
premier  ternie  étant  réservé  aux  corps  d'origine  organique  et  le 
second  aux  composés  minéraux. 

Le  phénomène  de  l'adsorption  vérifie,  dans  un  grand  nombre  de 
cas,   la  loi  exjjrimée   par   la    formule 

rt  =  K  c« , 

dans  lacpieile  a  désigne  la  quantité  du  corps  adsorbé,  c  la 
concentration  du  même  corps  dans  le  milieu  ambiant,  R  et  n  des 
constantes.  Cependant,  cette  formule  ne  doit  être  employée 
qu'avec  prudence,  M.  Schmidt  ayant  constaté  que  les  quantités 
K.  et  n  ne  sont  pas  toujours  indépendantes  de  la  température 
et  de  la  pression  et  que,  généralement,  la  quantité  adsorbée  tend, 
non  pas  vers  linfîni,  mais  vers  un  maximum  quand  la  concentration 
augmente. 

111.  V énergie  libre.  —  Arrlienius  s'efforce  de  démontrer  la 
généralité  du  concept  d'Energie  libre,  expression  nouvelle  de  la 
notion  d'affinité  chimique,  plus  particulièrement  dans  les  cas 
d'équilibre  où  le  principe  du  travail  maximum  ne  s'applique  pas. 
Les  formules 

A=RTlog,  K        et         U=A-T^, 

qui  représentent  la  variation  d'énergie  libre  d'une  part,  la  chaleur 
absorbée  dans  une  réaction  chimique  d'autre  part,  sont  appliquées 
successivement  aux  phénomènes  de  vaporisation,  de  dissociation 
hétéi'ogène,  de  dissociation  homogène  et  de  dissociation  électro- 
Ijtique. 

A  propos  de  la  vaporisation,  Arrhenius  étudie  et  critique  la 
règle  de  Diihring  et  celle  de  Trou  ton,  déduites  des  travaux  de 
Ramsay  et  Young.  Il  en  tire  cette  conséquence  que  la  règle  de 
Trouton  n'a  probablement  aucun  rapport  avec  la  température 
critique  des  corps;  AL  de  Forcrand  avait  déjà  émis  celle  opinion 
en  it)o3. 

Par  extension  de  la  théorie  de  \  au'l  Holl,  l'expression  de 
l'énergie  libre  doit  être   modifiée  par  lintroduclion  du  facteur  i, 
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dans  le  cas  des  dissolutions  d'élecU'olytes  ;  elle  devient  alors 

A  =  î  RT  (  I  -f-  loge  te). 

Entre  autres  conséquences  intéressantes,  la  discussion-des  résnllats 
montre  que  la  dissociation  électroljtique  serait  nulle  au  zéro 
absolu,  s'il  existait  des  solutions  aqueuses  à  cette  température. 

IV.  Les  atmosphères  des  planètes.  —  Dans  cette  Conférence, 
Arrlienius  étudie  l'évolulion  de  la  vie  d'une  planète  d'après 
l'observation  des  phénomènes  physico-chimiques  qui  se  produisent 
à  sa  surface. 

il  examine  d'abord  la  probabilité  de  l'existence  d'une  almo- 
sphère  à  la  surface  des  différentes  planètes,  déduite  du  pouvoir 
réfléchissant  de  celles-ci  ;  trois  planètes  seulement,  Vénus,  la  Terre 
et  Mars,  en  posséderaient  une.  Jupiter,  Saturne,  Uranus  et  Neptune 
seraient  formées  de  masses  gazeuses;  cette  conclusion  est  tirée 
de  la  faible  densité  de  ces  planètes  éloignées,  ainsi  que  de  leur 
aspect;  l'étude  des  spectres  d'absorption  indique  qjie  riiydrogène 
abonde  dans  Uranus  et  Neptune. 

L'Auteur  expose  enfin  une  théorie  intéressante  de  la  genèse  des 
gaz  qui  constituent  l'atmosphère  terrestre  actuelle,  de  la  formation 
de  la  croûte  terrestre  et  de  l'ajjparilion  de  la  vie  végétale  ;  l'anh}- 
dride  cailioriique  aurait  une  influence  prépondérante  dans  cette 
évolution.  11  développe  des  considérations  analogues  |)Our  Vérins  et 
j)our  Mars. 

V.  Les  conditions  physiques  sur  la  planète  Mars.  —  Les 
canaux  de  Mars  y  sont  assimilés  aux  lignes  géotectoniques  que 
l'on  trouve  sur  certains  points  du  globe  terrestre.  F^es  conditions 
climatériques  probables  sont  ensuite  soigneusement  discutées, 
en  particulier  la  température  et  l'état  hygrométrique  ;  la  temjié- 
rature  moyenne  sur  cette  planète  parait  être  très  sensiblement 
inférieure  à  o". 

JL    (llUAN. 
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LEBON  (Ernest).  —  Savants  du  jour  :  Emile  F'U^ARD  :  Bio^^raphie, 
Bibliographie  analytique  des  Ecrits.  Seconde  éflilion  enlièreiiiciil 
refondue,  avec  un  Portrait  en  héliogravure,  i  vol.  in-8  Jésus,  papier  de 
Hollande,  iv-96  pages.  Paris,  Gauthier-Villars  et  G'^,  i"""  mai  igi4- 

En  présenlanl  ce  Livre  à  l'Académie  des  Sciences,  dans  la  séance 
du  I  5  juin  '914?  ^^-  Gaston  Darboiix,  Secrétaire  perpétuel,  s'est 
exprimé  en  ces  termes  : 

«  Il  y  a  ])ien  près  de  (piatrc  ans,  le  20  juin  i()io,  en  présentant 
à  l'Académie  le  troisième  Volume  de  la  Collection  des  Sa^anis  du 
Jour  entreprise  par  M.  Ernest  Lebon,  je  faisais  ressortir  toutes 
les  qualités  qui  recommandaient  à  l'attention  du  monde  savant  ce 
volume  consacré  à  notre  confrère  M.  Emile  Picard.  Je  faisais 
remarquer  que,  comme  tous  ceux  de  cette  belle  Collection,  il  se  re- 
commandait par  une  abondance  dans  les  informations,  une  siireté 
dans  les  renseignements  (pii  devaient  faire  de  la  Collection  de 
M.  E.  Lebon  le  guide  le  jdus  précieux  [)Our  les  futurs  liistoriens 
de  la  Science. 

»  L'accueil  qui  a  été  fait  aux  différentes  Notices  de  jM.  Lebon  a 
confirmé  toutes  mes  prévisions  :  plusieurs  d'entre  elles  ont  été 
rapidement  épuisées.  Il  était  devenu  nécessaire  de  réimprimer  en 
particulier  celle  qui  était  consacrée  à  M.  Emile  Picard. 

))  Cette  nouvelle  édition  se  recommande  par  les  mêmes  mérites 
que  l'ancienne,  et  l'Auleur  l'a  scrupuleusement  tenue  au  courant 
en  rappelant  tous  les  travaux  d'Analyse  mathématique,  de  Physique 
mathématique,  de  Philosophie  que  M.  Emile  Picard  a  publiés 
depuis  ipio.  M.  Lebon  n'a  eu  garde  d'oublier  les  Articles  sur  les 
recherches  relatives  au  Problème  des  trois  corps  et  la  Notice  sur 
Henri  Poincaré,  où  les  travaux  de  notre  regretté  confrère  sont 
appréciés  avec  tant  d'autorité.  )> 

En  faisant  précéder  les  prinri|)ales  sections  de  son  travail 
d'appréciations  dues  à  des  savants,  TAuteur  v  a  introduit  dt^s 
éléments  qui  font  oublier  la  sécheresse  inévitable  de  suites 
d'énuméralions  de  titres  d'écrits,  bien  (|ue  ces  titres  soient  le  plus 
souvent  accompagnés  de  sobres  explications.  C'est  pourquoi  il 
pense  que  l'Ouvrage  est  à  la  fois  intéressant  pour  les  personnes 

Bull,  des  Sciences  nialhém.,  2"  série,  t.  XXXIX.  (  l'cvrier  191 J.)  4 
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qui  désirent  coniiaîlre,  seuleinenl  dans  son  ensemble,  l'œuvre  de 
M.  Emile  Picard,  très  utile  à  celles  qui  se  livreut  à  des  reclierches 
dans  le  domaine  si  étendu  île  rVnalvse  pure  et  de  la  1  liéorie 
des  Fonctions  algébriques  de  deux  variables  indépendantes. 
Il  espère  avoir  signalé  tons  les  Ecrits  originaux  de  JNJ.  Emile 
Picard  etles  principales  anaivses  dont  ils  ont  été  le  sujet.  Ce  n'est 
qu'après  les  avoir  lus  ou  parcourus  qu'il  a  donné  les  références 
et  les  renseignements  qui  s'y  rapportent.  On  rendrait  service  à  la 
Science  en  signalant  les  omissions  à  l'Auteur. 

TABLE    DES    MATIÈRES. 
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tions.  Titres  honorifiques.  I*rix.  Décoralions.  —  Seclion  II.  Analyse 
inailiéinaLique.  Analyse  pure.  Ouvrages.  Mémoires.  Notes  ".Groupes 
et  Fonctions.  Equations  dillérentielles;  Analyse  applifjuée  à  rArilli- 
niétique  et  à  l'Algèbre.  Mémoires.  Notes.  Analyse  appliquée  à  la 
Géométrie.  Mémoires.  Notes.  —  Section  IIF  Fondions  et  Surfaces 
algébriques.  Rapport  de  M.  Henri  Poincaré  sur  le  Grand  Prix  des 
Sciences  mathématiques  en  1888.  Analyse  par  AF  l'\  l'^nriqnes  du 
Traité  des  fonctions  algébriques.  Fonctions  algébriques.  Ouvrages. 
Mémoires.  Notes.  Courbes  et  surfaces  algébriques.  Mémoires.  Notes. 
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des  Sciences.  Lettre  de  "SX.  Alfied  Picard  à  M.  Emile  Picard.  Vnalyse 
par  M.  Lucien  Poincaré  du  Rapport  sur  les  Sciences.  Ouvrages.  Phi- 
losophie scientifique.  Conférence.  Articles.  Histoire  des  Sciences. 
Discours  nécrologiques.  Discours.  Notices  nécrologiques.  Articles. 
Rapports.  Comptes  rendus.  Préfaces.  Présentations.  Analyse.  —  Sec- 
tion ^  F  Publications  diverses.  Questions  proposées.  Traductions. 
Discours.  Enseignement. 
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SUR  LES  COURBES  ALGÉBRIQUES 
DÉFINIES  PAR  UNE  REPRÉSENTATION  PARAMÉTRIQUE; 

Par  m.   Paul  APPELL. 


I.  Quand  une  courbe  algébrique  d'ordre  n  est  définie  par  une 
représentation  paramétrique  propre 

X=/(0,        Y-cp(0, 

y  et  C5  étant  des  fonctions  rationnelles,  elliptiques  ou  automorphes 
de  t,  l'équation  de  la  coiirlje  soblient  évidemment  par  l'élimina- 
tion de  t.  Je  me  propose  d'indiquer  le  résultat  de  cette  éliini- 
nalion,  sons  une  forme  conduisant  à  quelques  déterminants  qui 
me  paraissent  dignes  d'attention. 

II.  Prenons  d'abord  une  conique  en  coordonnées   liomogènes  : 

x=oV{t),        j  =  oQ(0.        ^  =  pR(0, 

où  p  est  un  facteur  de  proportionnalité,  et  où  P,  Q,  R  désignent 
des  polynômes  du  second  degré  en  t.  La  courbe  étant  définie  par 
ciriq  points  correspondant  aux  valeurs  /|,  ^o,  ^3,  ^^,  /^  du  para- 
mètre, son  équation  est 

X'     y''-      i:-        yz  zx         xy 

P?  Qt  Rï  QiRi  R.Pi  PiQ. 

Pii  Qii  RH  Q.2R2  R2P2  P2Q2 

Pi  Qî  R3  Q3R:.  R:,P3  P3Q3 

Pf  Qv  Rj  QiRi  RiPi  P.Qi 

P3  Qi  R5  Q5R5  R5P5  P5Q5 

où  l'on  a  écrit  P„  Q/,  H/  pour  P(/,).  Q(//),  R(//). 
Mais  l'équation  de  la  courbe 

F(r,  >%  2)=  o 
étant   ind('peiid;uite   de  /,,   tn.  ^3,  /•,,  t-,  et   le    déterminant    A    se 
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réduisant  à  zéro  quand  ti^=  tki  on  a  identiquement 


A.=  F(.r,j,  z^Y^iti 


(a), 


F(a:,  y,  ::)  étant  un  poljnoiue  homogène  en  x,  y,  z  Indépendant 
de  ;,,  /o,  Z^,  f.,,  tr,  et  n(//— /a)  désignant  le  produit  des  ditle- 
renees  des  quantités  f^  associées  deux  à  deux. 

On  peut  supposer  les  cinq  points  inlinimenl  voisins.  On  a  alors 
une  identité  de  la  forme 


x-          y-            z-  yz  zx  xy 

P2           Q2             R2  QR  RP  PQ 

(P'O'  (Q-^y  (R2)'  (QR)'  (RPy  (PQ/ 

(p-i)"  (Q^y  (R2)"  (QR)"  (RP)"  (PQ)" 

(P2)"'  (Q-2)'"  (R2)'"  (QR)"'  (RP)'"  (PQ)'" 

(P2).v  (Q2).v  (R2yv  (QR)'V  (RP)'V  (PQ)'V 


=  P(r,  jr,  C), 


les  accents  désignant  des  dérivées  prises  par  rapport  à  /.  Le 
second  membre  est  indépendant  de  t\  on  vérifie  d'ailleurs  immé- 
diatement que  la  dérivée  de  ce  dernier  déterminant,  ])ar  rapport 
à  Z,  est  nulle. 

m.  Prenons  maintenant  une  courbe  unicursale  d'ordre  /?,  en 
supposant  P(z),  Q(0'  ^KO  *'"  /''"'"degré;  la  courbe  est  définie 
par 

/?  (  /î  -H  3  ) 


|)oints,  correspondant  aux  valeurs/,,  /o,  ...,  //,  du  paramètre. 
Son  équation  sera  encore  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  déter- 
minant 

x^  y?  cT      . . 

I'^'QPR;      . 

I'^QÎ^Ra     •• 


(') 


A  ^ 


•550!^  R" 


où   Ton   a  ('ci'il   une   colonne,  les  diverses   colonnes  s'obtenant  en 

doMiianl  aux   entiers  |i()Silils  on   nuls  y.  '•>.  --  loiiles  les  détermiiia- 

I  mus  |>()ur  Icsii  ntdics 

a  -t-  jî  -+-  Y  =  rt  ; 
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ce  «léternii liant  est  du  degré  n-  |tar  rapport  à  cliarpie  //.  Hn  appe- 
lant encore  F(j?,  Y.  z)  le  premier  membre  de  l'équation  de  la 
courbe,  F  étant  un  polynôme  de  degré  «,  A  contiendra  aussi  F  en 
facteur.  11  contiendra  évidemment  en  facteur  le  produit 

/,  /. 

de  toutes  les  différences  des  quantités  t.,  deux  à  deux.  Mais  ce 
produit  est  seulement  de  degré /j—i  en  ti.  Le  déterminant  con- 
tient donc  d'autres  facteurs  qu'on  obtient,  comme  il  suit,  p;ir  la 
considération  des  points  multiples.  Je  suppose,  pour  simplifier,  les 
points  doubles  à  tangentes  distinctes.  Il  y  a 

{n  —  i)(  n  —  1) 

^=" :: 


points  doubles.  Appelons  («, ,  6,),  (r/o,  b-i)i  •••,  («y,  bq)  les 
couple-;  de  valeurs  de  t  qui  donnent  ces  points.  Le  premier 
point  double  sera  obtenu,  par  exemple,  pour  l=^ai  et  pour 
t^=bi,  etc.  Il  est  évident  que  le  déterminant  s'annule  si  Ton 
fait  ti=za,,  t/^=b,,  car  les  éléments  de  deux  lignes  deviennent 
proportionnels. 

Considérons  une  courbe  variable  C  d'ordre  n.  Elle  coupe  la 
courbe  donnée  en  n-  points  variables  sur  lesquels  on  peut  en 
prendre,  comme  il  est  connu, 

n^  —  (7  =  —  i  =  n  —  1 

2 

arbitrairement.  Appelons  t,,  t^,  •  .  -,  tp_\y  tp^  •  •  •  ,  t„t  les  para- 
mètres de  ces  n-  points.  Ces  paramètres  sont  liés  par  q  relations 
classiques  fournies  par  le  théorème  d'Al>el  (^voir^  par  exemple, 
Briot  et  Bouquet,  Géométrit^  ana/ylique  :  Nouons  sur  les  courbes 
uniciirsales').  Ces  relations  sont 

(  2  )  (ti  —  a,  )(/2—  «:•)...(  tn^—  a,)—li{  ti  —  bi)((.î  —  6,)  .  .  .  (tn^—  ù,)  =  o, 

où 

'  =  1,  •-'- ^. 

les  )./ étant  certaines  constantes  dctermin<''es.  Entre  ces  ^y  relations, 
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éliminons  les  paramètres 

an  noml)re  de 

n-  —  p  ^  q  —  1  ; 

nous  obtiendrons  entre  t,,t2,.--^fp  une  relation  symétri(|ue 

(3)  *^/,,  /,,  ...,  t^)  =  o 

de  degré  q  par  rapport  à  chacune  des  \ariables.  (^uand  ^,,  /o,  .  .  .  , 
tp_,  sont  donnés,  cette  relation  donne,  pour  le  paramètre  du  point 
associé  ^yo,  ^  valeurs.  Mais,  si  les  valeurs  des  paramètres  f, ,  ^2?  •••)  ip 
vérifient  cette  relation  (3),  il  passe  une  infinité  de  courbes  d'ordre  n 
par  les  points  correspondants;  l'équalion  obtenue,  en  égalant  à 
zéro  le  déterminant  D  défini  par  l'expression  (i),  est  alors  iden- 
tiquement vérifiée.  Le  déterminant  D  contient  donc  $  en  facteur 
et  l'on  a 

(4)  AsF(.r,j>',  5)*JJ(/,-^,)  = 

1,  k  prenant  les  valeurs  associées  deux  à  deux  i ,  2,  3,  .  .  .  ,  />. 
Dans  cette  expression,  le  second  membre  est  bien  du  degré  voulu 
en  f,,  ^21  •  •  •  ,  tp^  car  il  est  de  degré 


il  seia  facile,  comme  plus  haut,  décrire  celte  identité  tpiaud  les 
p  valeurs  ^,,  t-^i  •••,  tp  sont  infiniment  voisines  d'une  même 
valeur  t. 

PO 

I^  .   Une  uK-lbodc  analogue  s'applique  au  cas  où  tt  fit  ^  sont  des 

fonctions  elliptiques  ou  des  l'onclions  automorplies.  Je  considère 
d'abord  une  cubi(jue  de  genre  1. 

Supposons  donc  (jiic  P.  (),  Il  soient  des  fonctions  (-)  clllitl  i(|ues 

1  ,  PO. 

d  ordre    3,    de    telle    iiatiir<'    (jue   —,    -ry   soient    doublement    j)ério- 

diques  aux  périodes  2K  et  2/ K'.  I^e  déterminant  {  \  ),  où 

égalé  à  zéro,  donne  r('(pi;ili(iii  de  |;i  ((niibc;    actiiflb-menl   /<  =  {). 
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l^e  (létenninant  sera  fli\isil)le  par 

qui  esl  une  fonction  0  d'ordre  8  ;  mais  comme  A  esl  en  /,  d'ordre  g, 
il  contient  en  facteur  une  autre  fonction  du  premier  ordre.  Si  les 
neuf  points  /,,  t.j,  .  .  .  ,  ^y  sont  à  l  intersection  de  la  courbe  dont 
nous  cherchons  1  équation  avec  une  autre  courbe  du  troisième 
ordre,  la  courbe  représentée  par  A  =  o  esl  indéterminée;  donc  A 
est  nul  identiquement.  Or,  la  condition  que  remplissent  les  neuf 
points  est  alors 

à  des  multiples  des  périodes  près,  A  étant  une  certaine  constante. 
r^e  déterminant  s'annule  donc  en  même  teni|)s  que 

H(^,^/2  +  -.-  +  ^..  -  A) 
et  l'on  a 

A  =  F(x,y,  z)U{(i-^(2-^.  .--h  /g—  A)  FI  H(  /,  —  t/,), 


V(x^  y,  z)  étant  le  premier  membre  de  1  équation  de  la  courbe. 
r>es  déterminants  qui  se  |)résentent  ici  doivent  être  rapprochés 
de  ceux  qu'Hermile  a  considérés  [Journal  de  Ciclte,  t.  8*2, 
p.  346)  et  de  ceux  que  j'ai  donnés  [Annales  de  l'Ecole  Xormale, 
3®  série,  t.  I,  p.  1  55,  et  t.  \\  p.  21'j). 

^  .    l'renons  enlin  une  courbe  de  genre  i    et  de  degré   n   avec 
q —  1  points  doubles,  correspondant  aux  valeurs 

du  paramètre  elliptique  /,  les  quantités  r/,,  A,  ('-tant  définies  à  îles 
multiples  près  des  périodes.  Comme  P,  (^.  U  sont  alors  des  fonc- 
tions B  d'ordre  n,  le  déterminant  (  1  )  est  une  fonction  (-)  d'ordre  //'-. 

Il   esl    d'abord    divisible    |iar    nH(/,  — /a).    Pour  a\uir    l'autre 

facteur,  coupons  la  courbe  donnée  par  une  courbe  variable  G 
d'ordre  n.  Les  {)aramèlres  ^,,  ^2;  •  •  ••  ^u'-  des  n-  points  communs 
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vérifienl  les  q  relations 

I  ^-f-^-^...+  ^,.=  A, 

SI  nous  tiions  l,i-  de  la  première  pouc  la  porter  dans  les  suivantes, 
nous  obtenons  (q  —  i)  équations 

(6)        ]   H  (  ^  —  ^/ )  H  ( ^  —  6,  ) .  .  .  H  ( Cl  +  ^o  ^  .  .  .  H-  ^,._,  +  6i  —  A  )  ~  ^' 

(  (l   =   I,    2,    .  .  .  ,    ^  —  l), 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  doublement  pénodiipie 
de  ciiacun  des  paramètres  restants  ;,,  t.,,  .  ■•,  /«=_).  Eliminons 
alors  tp+\,  fp+2'  •••,  ^/r-M  qui  sont  an  nondjre  de  n- —  i  — P  =  Ç  —  2 
entre  ces  {q —  i)  équations,  nous  aurons  une  relation  symétrique 
en  t,,  i-2,  ■  ■  •  1  ^p  dont  le  premier  mend^re  est  une  fonction  ellip- 
licpie  de  cliacun  de  ces  paramètres.  En  muili[)liant  |iar  un  produit 
de  fonctions  H  convenablement  choisies,  on  transformera  cette 
relation  en  une  relation  de  la  forme 

•iM/i,  ^.    ..  .,  f,,)=  o, 

où  <î>  est  une  fonction  0  d'ordre  q.  On  a  alors  pour  le  déter- 
minant (i) 

A  =  F (>,  j,  s  )  *  £1^  H  (  /,  —  C/,), 

/.A 

où  le  second  membre  est  par  rapport  à  chaque  paramètre  //  une 

fonction  B  d'ordre 

q  -\-  p  —  \  =  n-. 

Je  me  borne  à  signaler,  sans  l'écrire,  la  lonimlc  obtenue  en 
supposant  les  valeurs  /,,...,  (p  inliiiinicnl  voisines  iriinc  même 
valeur  t. 

\^e.  cas  des  fonctions  aiitomorphcs  pourra  être  traité  de  même, 
à  1  aide  des  méthodes  indiquées  par  ^J.  Humberldans  son  Mémoire 
sur  rap|)lication  des  fonctions  fuchsiennes  à  la  Géoméirie  (Jour- 
nal de  Malhématiqttrs  de   M.  Jordan,  /j'  série,  t.  Il,   i  S8()). 
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SOMMERN'ILI.K  (  D.  M.  Y.  ).  —  Thr  P^lk.ments  of  nox-kuclidkax  Geomethv. 
(Se//'s  Malheinatical  Séries  for  Schools  and  Collèges.)  i  vol.  in-8 
couronne,  \v1-274  pages.  London,  G.  Bell  and  Sons,  1914- 

Ce  Livre  relatif  à  la  Géométrie  i)on  euclidienne  fait  partie  de  la 
«  BelFs  Mathematical  Séries  for  Schools  and  Collèges  »,  collection 
de  livres  d'enseignement.  Mais,  tandis  que  les  livres  déjà  parus 
dans  celle  collection  semblaient,  par  leurs  litres,  s'adresser  à  des 
élèves,  celui-ci  paraît  piuU'it  destiné  aux  maîtres  ou  aux  futurs 
maîlres  désireux  délargir  leur  horizon  et  de  dominer  leur  ensei- 
gnement. Les  méthodes  modernes  d'enseignement  delà  Géométrie 
font  avec  raison  un  appel  fréquent  à  l'intuition  et  le  maître  évite 
ainsi  au  sujet  du  postulat  d'Euclide  les  questions  indiscrètes  de  ses 
jeunes  disciples;  mais  il  n'en  sera  pas  moins  amené  à  étudier  dans 
le  détail  la  nature  et  le  rôle  des  axiomes,  pour  la  satisfaction  per- 
sonnelle de  son  esprit  et  aussi  pour  pouvoir  concilier  en  connais- 
sance de  cause  l'intuition  et  la  logique  dans  son  enseignement  : 
il  pourra  ainsi  donner  à  cet  enseignement  toute  la  rigueur  compa- 
tible avec  le  degré  de  compréhension  de  ses  élèves.  Tous  les  pro- 
fesseurs ont  d'aillenrs  entendu  parler  de  la  Géométrie  non 
euclidienne;  ils  ont  tous  In  dans  les  livres  de  IMiilosophie  mathé- 
matique de  Poincaré  que  plusieurs  géomélries  sont  logi(juement 
possibles,  qu'aucune  nesl  plus  vraie  qu'une  autre,  ()ue  la  forme 
euclidienne  est  simplement  une  forme  plus  commode  que  les 
autres;  mais  combien,  parmi  ces  [)rolèsseurs,  ont  pu  satisfaire 
un  peu  plus  leur  curiosité  et  connaître  avec  quelque  détail  ces 
diverses  géométries,  en  faire  l'élude  comparative  et  se  convaincre 
ainsi  que  le  moule  euclidien  nous  a  été  imposé  surtout  par  une 
habitude  séculaire?  Les  notes  très  intéressantes  el  très  suaae^lives 
contenues  dans  certains  Traités  de  Géométrie,  par  exemple  celle 
de  Poincaré  ([iii  lignre  dans  les  dernières  éditions  du  Traité  de 
Géométrie  de  llouché,  ou  celle  de  M.  Hadamard  dans  ses  Leçons  de 
Géométrie.,  si  elles  satisfont  cette  curiosité,    sont  bien  faites  pour 
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inspirer  au  lecteur  un  vif  désir  d'aller  encore  |>lns  loin  et  de 
trouver,  sans  avoir  recours  aux  Mémoires  originaux,  un  Ouvrage 
où  la  Géométrie  non  euclidienne  soit  présentée  sous  ses  divers 
aspects. 

Le  Livre  de  M.  Souimerville  me  paraît  remplir  entièrement  ce 
but.  L'auteur  n'a  négligé  aucun  des  aspects  de  la  question.  On  sait 
que  la  Géométrie  non  euclidienne  se  rattache  aux  plus  belles 
théories  mathématiques,  théorie  des  groupes,  formes  ditféren- 
tielles,  transformations  projectives,  représentation  conforme, 
surfaces  à  courbure  constante.  Sans  même  avoir  une  culture 
mathématique  très  étendue,  le  lecteur  trouvera  dans  la  lecture  du 
Livre  de  M.  Somraerville  une  occasion  de  s'initier  à  ces  diverses 
théories:  la  connaissance  des  Mathématiques  élémentaires,  des 
éléments  de  la  Géométrie  analytique  et  des  éléments  de  l'Analyse 
lui  suffiront  pour  lire  l'Ouvrage  avec  fruit.  En  dehors  de  toute 
préoccupation  pédagogique,  cette  lecture  mettra  le  lecteur  en 
contact  avec  des  théories  dont  la  portée  dépasse  le  sujet  même  du 
Livre.  S'il  désire  aller  plus  loin  et  pénétrer  au  co'urmême  de  ces 
diverses  théories,  il  trouvera  dans  le  Livre  toutes  les  indications 
nécessaires. 

Bien  que  M.  Sommerville  ne  se  soit  pas  proposé  (récrire 
l'histoire  de  la  Géométrie  non  euclidienne,  mais  d'étudier  en 
elles-mêmes  les  théories  non  euclidiennes,  il  lui  a  paru  à  juste  titre 
InqDossibie  de  développer  ces  théories  sans  nous  donner  au  moins 
un  aperçu  historique  sur  leur  naissance  et  leur  évolution.  Dans 
l'histoire  de  la  Géométrie  non  euclidienne,  M.  Sommerville 
envisage  quatre  périodes.  La  première  période  esl  càriic\.cv\>.ce 
par  l'enq^loi  des  méthodes  de  la  Géométrie  élémentaire  :  elle 
comprend  les  travaux  des  quelques  précurseurs  cpii  avaient 
entrevu  le  rôle  exact  du  postulat  d'Euclide,  Sacchcii,  Lambert, 
Legendre,  puis  la  découverte  de  la  Géométrie  non  euclidienne 
avec  Lobachewski,  Bolyai  et  Gauss.  La  seconde  période  est  carac- 
térisée par  l'emploi  des  méthodes  de  la  Géométrie  dinVuentielle  et 
des  représentations  concrètes  de  la  Géométiic  non  euclidienne 
dans  l'espace  euclidien  avec  Kii'mann,  llelmholt/,,  So|)hus  Lie 
et  l^eltrami.  f^a  Iroisièinc  période  est  celle  de  ItMupioi  des 
nnHhodes  de  la  (i(''ométrie  projcctive,  a\  (;c  la  mesure  projective  des 
angles  et  des  distances;     on   peut    la    faire    remonter    à   Cayley, 
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créateur  de  la  métrique  projeclive  générale,  auquel  il  y  a  lieu 
d'associer  le  nom  de  Lagiierre  pour  le  cas  parlicidier  de  la 
métrique  projeclive  euclidienne;  mais  ce  nouvel  aspect  de  la 
question  est  dû  surtout  à  M.  Klein,  qui  a  été  conduit  ainsi  à  la 
classification  des  géomélries  en  Géométrie  hyperbolique.  Géomé- 
trie elliptique  et  Géométrie  parabolif[ue,  cette  dernière  étant  la 
Géométrie  euclidienne.  La  quatrième  période  comprend  la  discus- 
sion logique  des  axiomes  de  la  Géométrie  et  la  classification  des 
géométries  d'après  les  axiomes  posés  à  la  base  de  chacune  d'elles  : 
c'est  la  période  philosophique.  Aux  noms  de  Pasch,  Von  Staudt, 
Hilbert,  Peano,  Russell  et  Wliitehead,  cités  pas  l'auteur  dans  sa 
classification,  il  conxient  d'ajouter  le  nom  de  Poincaré  dont  les 
écrits  philosophiques  dominent  toute  cette  période  :  l'auteur  ne 
manque  d'ailleurs  pas  de  le  citer  un  peu  plus  loin  lorsqu'il  nous 
montre  que  la  question  de  savoir  quelle  est  la  vraie  géométrie  est 
une  question  mal  posée. 

Indiquons  maintenant  la  matière  des  divers  Chapitres  de  l'Ou- 
vrage. 

Le  Chapitre  l  est  un  chapitre  d  histoire  compléié  au  début  du 
Chapitre  \  1. 

Les  Chapitres  II  et  III  sont  consacrés  respectivement  à  la  Géo- 
métrie hyperbolique  et  à  la  Géométrie  elliptique,  envisagées  du 
point  de  vue  de  la  Géométrie  élémentaire.  Nous  y  trouvons  étudiées 
successivement  la  Géométrie  plane,  la  Géométrie  de  l'espace,  la 
Trigonométrie. 

Nous  signalerons  dans  ces  deux  Chapitres  l'élude  des  surfaces 
particulières  de  l'espace  hyperbolique  ou  de  l'espace  elliptique  sur 
lesquelles  la  Géométrie  redevient  euclidienne  :  ce  sont,  en 
Géométrie  hyperbolique,  Vhorosphère  (trajectoire  orthogonale 
d'un  faisceau  de  droites  parallèles)  et  en  Géométrie  elliptique  la 
surface  dite  surface  de  Clifford,  lieu  des  points  équidistanls 
d'une  droite;  cette  dernière  surlace  est  une  surface  réglée  du 
second  degré  de  l'espace  elliptique  qui  a  pour  homologue  un  tore 
dans  la  représentation  conforme  de  l'espace  elliplic|ue  sur 
l'espace  euclidien,  représentation  étudiée  au  Clia|)itre  V. 

Le  Chapitre  IV  est  un  chapitre  de  Géométrie  analvtique  qui 
complète    les    deux   précédents,    tout   eu    restant  dans  le  même 
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ordre  d'idées;  on  j  trouve  les  formules  relatives  aux  angles 
et  aux  distances,  l'étude  de  la  droite  et  du  cercle. 

Le  Chapitre  V,  d'une  importance  capitale,  traite  de  diverses 
correspondances  entre  l'espace  non  euclidien  et  l'espace  euclidien, 
problème  analogue  à  celui  des  Cartes  géographiques  :  ces 
correspondances  nous  permettent  d'avoir  une  vision  claire  de  la 
Géométrie  non  euclidienne  sous  une  forme  qui  ne  choque  pas 
nos  habitudes  d'esprit  euclidiennes,  juiisque  tous  les  résultats  se 
trouvent  en  quelque  sorte  traduits  dans  le  langage  de  la 
Géométrie  euclidienne.  Les  diverses  représentations  qu'on  a 
données  à  cet  effet  sont  les  suivantes  :  i°  représentation  projec- 
tii^e^  dans  laquelle  l'ensemble  des  points  à  l'infini  est  leprésenlé 
par  une  quadrique,  Vabsolu^  les  relations  métriques  étant 
réduites,  suivant  Caylev  et  Klein,  à  des  relations  projectives  et 
les  mouvements  devenant  alors  des  transformations  projectives 
avec  invariance  de  l'absolu  ;  2"  représentation  géodésique, 
dans  laquelle  le  plan  devient  une  surface  à  courbure  constante  : 
la  Géométrie  du  plan  elliptique  est  ainsi  la  même  que  la  Géométrie 
euclidienne  de  la  sphère  et  la  Géométrie  du  plan  hyperbolique 
la"  même  que  la  Géométrie  euclidienne  de  la  pseudo-sphèie  ; 
3°  représentation  conforme^  dans  laquelle  le  plan  non  euclidien 
est  rejirésenté  sur  le  plan  euclidien  de  façon  que  les  lignes  droites 
deviennent  des  cercles  orthogonaux  à  un  cercle  fixe  ;  cette  repré- 
sentation peut  être  étendue  à  l'espace,  les  plans  devenant  des 
sphères  orthogonales  à  une  sphère  fixe. 

Le  Chapitre  VI  complète  en  certains  points  rexjxtsé  hislori(|ue 
du  Chapitre  L  L'Auteur  ex|)ose  succinctement,  mais  d'une  façon 
claire,  les  points  de  vue  de  Riemann  et  d'Ilelmholtz,  la  notion  de 
courbure  d'un  espace,  la  notion  généralisée  de  mouvement  d'un 
corps  solide,  puis  le  point  de  vue  de  Lie,  dans  lequel  les  diverses 
géomélries  correspondent  à  des  sous-groupes  du  groupe  général 
projectif,  sous-groupcs  laissant  invariante  une  certaine  (piadiiqur. 
La  (in  du  Chapitre  est  consacrée  à  des  questions  d'ordre  piire- 
menl  philosoj)hique.  L'Auteur  y  ado|)te  en  somme  le  point  de  vue 
de  i'oincaré  ;  il  remarcpie  (pie  si  nous  voulons  nous  considérer, 
avec  K.ant,  comme  en  possession^/ />/7o/7  d'un  espace,  charpente 
de  nos  perceptions  extérieures,  cet  espace  ne  |)(miI  être  (pi'uu 
espace  aiiiorplie  qui   n'est  pas  plus  euclidi(;ii  <pie    non   euclidien; 
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l'iîxpi'rirnce  ne  pcul  (l'iullciirs  rien  décider  y  cet  égard  <'l  nous 
devons  coucltire,  avec  Poincaré,  que  la  question  de  savoir  quelle 
est  la  vraie  géométrie  n'a  aucun  sens  et  qu'il  nous  est  im- 
possible d'avoir  la  connaissance  d'un  espace  absolu,  de  même 
que    la    connaissance    d'un    mouvement    absolu    nous    échappe. 

Dans  les  trois  derniers  Chapitres,  différentes  théories  géomé- 
triques sont  étendues  au  cas  non  euclidien,  par  l'ulilisalion  des 
diverses  méthodes  étudiées  dans  les  cinq  premiers  Chapitres. 

Dans  le  Chapitre  VII,  l'Auteur  étudie  les  points  communs  et  les 
tangentes  communes  à  deux  cercles,  les  systèmes  de  cercles,  la 
correspondance  remarquable  entre  les  cercles  d'un  plan  fixe  et  les 
plans  de  l'espace  hyperbolique  due  à  M.  HausdorlT. 

Dans  le  Chapitre  VIII,  il  étudie  l'inversion  dans  le  plan  non 
euclidien  et  plus  généralement  les  transformations  planes  qui 
changent  les  cercles  en  cercles,  en  particulier  les  groupes  de 
mouvements  plans  non  euclidiens  dont  l'étude  est  rattachée  aux 
transformations  homographiques  d'une  variable  complexe. 

Le  Chapitre  IX  est  consacré  à  la  classification  et  à  l'étude  des 
coniques  dans  le  plan  non  euclidien.  Pour  classer  les  coniques, 
on  considère  leurs  points  d'intersection  avec  l'absolu,  ainsi  que  les 
tangentes  communes  à  ces  coniques  et  à  l'absolu  ;  d'après  le 
nombre  et  la  naUire,  réelle  ou  imaginaire,  de  ces  points  communs 
et  de  ces  tangentes  communes,  on  a  diverses  espèces  de  coniques. 
Cosnme  l'absolu  est  une  conique  c|uelconque,  cela  revient  simple- 
ment à  étudier  les  points  communs  et  les  tangentes  communes  à 
deux  conicpies  quelconques  du  plan  euclidien,  mais  il  est 
intéressant  de  voir  à  ce  point  de  vue  l'extension  des  propriétés 
focales  et  métriques  des  coniques  dont  l'Auteur  s'occupe  particu- 
lièrement. 

A  la  suite  de  chaque  Chapitre,  M.  Sommerville  a  proposé  des 
exercices  destinés  à  servir  d'exemples  ou  à  énoncer  quelques 
propriétés  particidières  dont  le  développement  dans  le  texte  auiait 
alourdi  l'exposition. 

L'Ouvrage,    d'une    rédaction   simple    et   élégante,    est   écrit   et 

édité  dans  cette  forme  agréable  à  l'esprit  et  aux  yeux  à  laquelle 

auleurset  éditeurs  de  langue  anglaise  nous  ont  depuis  si  longtemps 

accoutumés. 

S.    Latiès. 
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CONTENSON  (Louis  dkj.  —  Les  Fondements  mathématiques  dans 
l'hyi'Othèse  de  la  Philosophie  critiqle  (Système  cartésio-kantien). 
(Tome  J  de  La  certitude  mathématique),  i  voL  gr.  in-8.  98  pages. 
Pari?,  Gaiithier-Villars  et  C'*,    191 4- 

Dans  cette  Brochure  qui  reproduit  une  griinde  partie  d'un 
Article  paru  dans  la  Revue  de  Philosophie^  l'auteur  «  étudie  la 
certitude  mathématique  en  analysant  les  fondements  de  cette 
science  (mathématique)  lorsqu'on  se  place  dans  l'hypothèse  for- 
mulée par  les  phih:)Sophes  critiques,  c'est-à-dire  que  Ton  récuse 
les  témoignages  des  sens,  mais  que  Ton  admet  l'existence  des 
vérités  dites  innées  ou  imiiianenles  ».  Ce  travail  sera  suivi  d'un 
autre  ayant  pour  litre  :  La  certitude  inathéinatique  :  II.  Les 
fondements  mathématiques  dans  l' hypothèse  du  doute  complet. 
Disons  tout  de  suite  que  la  place  qui  nous  est  accordée  pour  pré- 
senter ce  très  intéressant  Ouvrage  étant  fort  restreinte,  nous  nous 
bornerons  à  en  donner  un  plan  et  à  rendre  compte  beaucoup  trop 
brièvement  de  ce  qu'il  contient,  tout  en  regrettant  de  ne  |)ouvoir 
le  faire  avec  plus  d'ampleur  et  esquisser  quelques-unes  des  dis- 
cussions qu'appellent  les  idées  originales  et  fécondes  de  M.  de 
Contenson. 

L'Auteur  considère  comme  ac(|uis  que  l'entendement  anthropo- 
morphe ne  pevit  atteindre  l'objet  in  se,  mais  seulement  l'image 
ciu'en  fournit  la  sensibilité.  H  estime  que  c'est  un  des  résultats  de 
la  psychologie  rationnelle.  Deux  hypothèses  se  présentent  alors, 
lorsqu'il  s'agit  de  constituer  l'entendement  humain  suivant  que  la 
sensibilité  ne  nous  trompe  pas  ou  bien  qu'au  contraire  elle  nous 
lrom[)e  ou  est,  j)oiir  le  moins,  susceptible  de  nous  tromper. 
D'autre  part,  il  est  également  admis  que  le  sujet  conscient  se 
trouve  en  présence  d'un  certain  nombre  de  concepts,  d'idées 
innées  ([iii  semblent  bien  ne  pas  avoir  comme  origine  le  monde 
extérieur.  Bien  que  paraissant  s'imposer  de  façon  impérieuse,  ces 
idées  innées,  ces  jugements  a  priori  peuvent  être  mis  en  doute 
sans  que  cela  puisse  être  qualifié  d'absurde.  De  là,  deux  nouvelles 
li\|>()llièses  dans  la  théorie  de  la  connaissance  :  les  lois  de  l'imma- 
neiice  sont  vraies  ou  bien  elles  sont  incertaines  et  ne  peuvent 
servir  à  constituer  la  connaissance  certaine.  La  combinaison  de 
ces  deux   dernières    hypothèses   avec   les   précédentes   conduit  à 


GO.MPTKS  HENDUS  ET   ANALYSES.  55 

quatre  inodalilcs  disliiictes  dans  la  façon  de  fondet-  lentendiMiient 
luiinain  :  (a)  La  sensibilité  n'est  pas  trompeuse  el  les  lois  de  l'iin- 
manence  sont  vraies;  la  connaissance  luimaifie  s'établit  sur  ces 
deux  bases;  c'est  ce  qu'on  a  admis  jusqu  aux  pliilosoplies  criti- 
ques, jusqu'à  Descaries,  encore  qu'on  puisse  trouver  avaiil  lui 
quebpies  précurseurs  du  mouvement  critique.  (  |j)  La  sensibilité 
donne  des  images  exactes,  mais  le  doute  est  jeté  sur  l'innc-isme. 
Cesl  l'opinion  la  |)lus  inslinclive.  la  plus  facile  à  admettre  à  un 
premier  examen,  (yj  Suspectant  la  sensibilité  el  proclamant  l'in- 
tangibilité  des  lois  de  l'immanence,  on  se  li-ouve  dans  rbvpolhèse 
criti([ue,  celle  de  Descartes  et  de  K.aut.  Toute  science  atteignant 
la  certitude  absolue  ne  peut  avoir  comme  bases  que  des  jugements 
a  priori.  Ce  travaila  pour  butl'étude  des  fondements  de  la  science 
malliématique  dans  ce  syslème  philosophicpie  appelé  cattésio-lcan- 
tieii.  (o)  Enfin,  on  peut  révoquer  en  doute  et  la  sensibilité  et  limma- 
nence;  c'est  se  placer,  suivant  l'expression  de  M.  de  Contenson, 
dans  riiypothèse  du  doute  complet.  Les  fondements  matliéma- 
tiques  dans  ce  cas  paraissent  assez  difficiles  à  découvrir;  où  trouver 
une  source  non  suspecte  dans  ce  terrain  entièrement  desséché  par 
un  doute  aussi  (ompict?  Ces  fondements  feiont  l'objet  d'un  pro- 
chain travail  de  lauleiir. 

Le  but  de  ^L  de  Contenson  est  «  d'analyser  et  de  critiquer  la 
notion  de  jugement  synthétique  a  priori  »  qu'il  croit  défectueuse. 
Pour  atteindre  ce  but,  il  fait  un  examen  philosophique  de  la  doctrine 
de  l'innéisme  (Chap.  I)  et  un  examen  mathématique  de  celte  même 
doctrine  ((di;i|i.  H);  il  donne  enfin  un  aperçu  de  l'état  actuel  de  la 
question  des  fondements  mathématiques  (Chap.  Jll).  (Test  à  K.ant 
que  s'attaque  M.  de  Contenson  et  non  à  Descartes,  le  fondateur 
de  la  ])hilosophie  critique,  d'abord  parce  que  c'est  Kanl  (pii  a 
dévelo|)pé  complètement  la  doctrine,  ensuite  par  respect  pour 
l'inventeur  de  la  Géométrie  analytique  dont  la  découverte  extrè- 
niemenl  féconde  devait  conduire  Newton  el  Leibniz  au  calcul  infini- 
tésimal. «  Descaries  ne  juge  pas  les  idées  innées,  dit  M.  ilc 

Contenson.  Il  les  admet  et  montre  qu'il  reste  logique  a\ec  lui- 
même.  11  trouvait  du  reste  peut-être  plus  intéressant  d'inventer  la 
géoméliie  analytique  qui  a  permis  les  décou\ertes  du  Calcul  dillé- 
rentiel  <'l  intégral  et  décuplé  ainsi,  pour  ne  |)as  dire  j>lus.  le  domaine 
des  Mathématiques,  que  de  ratiociner  à  perle  de  vue  sur  ses  ton- 
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demenls.  Kanl  s'est  livré  à  ce  travail  plus  approprié  à  son  génie, 
c'est  pourquoi  nous  nous  en  prenons  à  lui.  «  Et,  en  efîet,  l'auteur 
s'en  prend  bien  à  lui;  son  Ouvrage  qui,  à  certains  points  de  vue, 
vient  bien  à  son  lieure,  est  une  critupie  mordante,  sévère  quoique 
juste  et  dialectiquemenl  faite,  de  la  philosophie  kantienne  dans  ses 
rapports  avec  les  sciences  exactes. 

Dans  le  premier  Chapitre,  consacré  à  l'examen  de  Tinnéisme 
au  point  de  vue  philosophique,  l'Auteur  rappelle  que  la  certitude 
couq)Ic'lement  apodictique  des  Mathématiques  est  un  acte  de  foi 
pour  Kanl,  et  c'est  même  de  l'existence  d'une  science  avant  ce 
caractère  de  nécessité  absolue  que  ce  piiilosoplie  déduit  l'imma- 
nence et  également  la  certitude  des  axiomes  fondamentaux  des 
Mathématiques.  M.  de  Contenson  reproche  à  Kant  (et  c'est  un 
reproche  qu'il  lui  adressera  dans  tout  le  cours  de  son  travail) 
«  de  renverser  l'ordre  normal  des  choses  »  de  prendre  les  pré- 
misses pour  la  conclusion  et  vice  versa.  Une  très  courte  digression 
sur  la  morale  kantienne  lui  permet  de  rappeler  que  lorsque  l'émi- 
nent  philosophe  de  Konigsberg  veut  fonder  lélhique,  c'est  de 
l'impéralif  catégorique  qu'il  déduit  Dieu  comme  postulat  de  la 
moralité,  à  l'inverse  de  ce  qu'on  fait  habituellement.  D'ordinaire, 
également,  on  s'atlache  à  prouver  l'intangibilité  des  axiomes 
mathématiques;  après  quoi,  on  en  conclut  la  possd)dilé  de  l'exis- 
tence d'une  science  exacte.  Le  renversement  conçu  sur  ce  tjpe 
est  érigé  chez  Kant  en  méthode  de  raisonnemeni,  et  l'Ouvrage  de 
M.  de  Contenson  est  rempli  d'exemples  de  son  etïiploi  (').  Toutes 
les  personnes  un  peu  familiarisées  avec  les  Maihématiques  supé- 
rieures, les  principes  et  les  méthodes  de  l'Analyse,  onl  éprou\é, 
en  lisant  Kant,  de  grosses  déceptions;  celles-ci  onl  pour  cause  la 


(')  Un  rapproclicment,  que  nous  ne  pouvons  que  signaler  ici,  s'impose  entre 
l'Ouvrage  de  M.  de  Contenson  cl  Le  fondement  de  la  morale,  de  Scliopcnhaner. 
Tandis  <|ue  le  premier  s'attaque  à  la  Critique  de  la  liaison  piire^  et  aux  Juge- 
ments a  priori  dans  les  sciences  exactes,  le  second  s'est  attaqué  à  la  Critique 
de  la  liaison  pratique  et  à  l'impératif  catégorique,  lîien  des  argumeiUs  sont 
communs  dont  le  rapprochement  serait  instruclil.  Le  repioclie  signalé  dans  les 
dernières  lignes  est  <léj;i  adressé  vélién>enlement  à  Kant  par  Schopenliauer.  l'-ntre 
les  deux  Ouvrages  cités,  il  y  a  des  analogies  très  nettes  et  même  une  certaine 
communauté  dans  les  métliofles  de  crilicpie  et  dans  le  U)ii  ironique  de  certains 
passages.  Cette  communauté  s'explique  pai-  l'unité  de  la  philosophie  kantienne 
qui  la  rendait   possible. 
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médiocrité  des  connaissances  scienlifiques  du  j)liilosoplie.  M.  de 
Contcnson  donne  des  exemples  qui  révèlent,  chez  l'auteur  de  la 
Critique  de  la  Raison  pure,  «  une  réelle  incompréhension  des 
Mathématiques  ».  Les  lecteurs  de  ce  Bulletin  en  ont  tous  relevé 
de  ces  erreurs  o:i  de  ces  sottises  [confusions  enire  les  notions 
de  grandeur  et  de  nombre,  par  exemple;  phrases  inintelligibles 
comme  celle-ci  :  «  Toule  proposition  géom('trit|ue,  par  exemple 
qu'un  triangle  a  trois  angles,  est  ;ibsolument  nécessaire  (')  »]  dont 
l'Auteur  donne  quel(|ues  exemples  topiques.  Le  manque  de  con- 
naissances scientifiques  de  Rant  est  l'un  des  points  mis  en  évidence 
par  M.  de  Conlenson  lorsque  celui-ci  a  cherché  à  reconstituer  la 
mentalité  du  fondateur  de  la  théorie  de  l'innéisme.  Il  est  déjà  de 
nature  à  porter  atteinte  à  la  confiance  qu'on  peut  avoir  dans  cette 
doctrine. 

Aux  critiques  précédentes  adressées  à  linnéisine  et  à  son  fon- 
dateur, succède  l'examen  philosophique  de  la  doctrine  au  point  de 
vue  logique.  M.  de  Contenson  s'attache  à  établir  que  les  concepts 
de  temps  et  d'espace  ne  peuvent  être  absolument  subjectifs  et, 
pour  V  arriver,  c'est  avec  les  propres  arguments  et  en  s'appuyant 
sur  les  pro|)res  textes  de  Kant  qu'il  combat  ce  derniei".  Que  ces 
concepts  soient  forcément  subjectifs,  c'est  ce  qui  découle  des 
hypothèses  initiales,  mais  qu'ils  soient  imnianenls,  «  c'est  une 
hypothèse  toute  gratuite  et  probaljlemeut  fausse  ».  Ou  bien  ils 
sont  déduits  des  concepts  s|)atiaux  et  temporels  que  nous  fournit 
l'expérience  et  ils  conduisent  à  une  science  qualifiable  d'expéri- 
mentale et  ne  pouvant  atteindre  la  certitude  apodictique;  ou  bien 
alors,  pense  l'Auteur,  il  faut  se  jeter  dans  l'idéalisme  pur  de  Hegel 
pour  tenter  de  sauver  l'innéisme,  mais  la  science  mathématique 
serait  sans  aucune  valeur  universelle  puis([ue  rien  ne  saurait  en 
avoir  dans  ce  système  hégélien  où  tout  est  subjectif.  A  la  vérité, 
nous  devons  avouer  que  ce  point  nous  apparaît  comme  l'un  des 
plus  délicats  de  l'argumentation  de  l'Auteur:  est-il  bien  indispen- 
sable d'admettre,  comme  il  semble  l'affirmer,  l'universelle  subjec- 
tivité delà  philosophie  d'Hegel?  Mais  nous  nous  sommes  interdit 
toute  critique. 


(')    Critique    de    la    liaison    pure    (trailuction   Trcyiiicsavgues    el    l'acaud), 
p.   491. 
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Dans  le  Chapitre  II  se  trouve  fait  l'examen  mathématique  de 
l'ianéisme.  M.  de  Contenson,  y  mettant  a  directement  le  philosophe 
aux  prises  avec  les  réalités  mathématiques»,}'  trouve  «  la  brutalité 
écrasante  des  faits  pratiques  n.  Ses  attaques  sot)t  encore  plus 
violentes  parce  que,  dit-il  :  «  il  s'agit  de  relever  des  erreurs  non 
plus  de  tendance,  mais  de  résultat  )>.  Examinant  d'abord  la 
question  a  priori  et  thécu'iquement,  puis  pratiquement  et  en 
entrant  dans  le  détail  à  l'aide  de  quelques  exeuqîles  judicieu- 
sement choisis,  il  sal tache  à  prouver  que  les  |irincipes  fondamen- 
taux des  Mathématiques  ne  sont  ni  synthétiques,  ni  a  priori  et 
même  |)lus,  qu'ils  ne  peuvent  être  des  jugements.  C'est  la  ruine 
de  l'édifice  kantien  dont  les  fondations  sont  complètement 
détruites.  ()ue  Kant  reconnaisse  à  la  science  mathématique  une 
certitude  parfaitement  apodictique,  qu'il  attrihue  à  ses  axiomes 
un  cai^ai'tère  d'absolue  néce*sité,  c'est  tout  à  fait  indéniable. 
Or,  si  les  principes  fondamentaux  de  cette  science  ne  peuvent 
être  faux,  (i'est  se  jeter  de  propos  délibéré  dans  l'absurde,  c'est 
faire  acte  de  foi  que  d'admettre  leurs  contraires.  Cependant,  tious 
savons  très  l)ien  que  cela  revient  tout  simplement,  dans  la  plupart 
des  cas,  à  se  placer  dans  un  autre  système  mathémati(|ue,  lequel 
peut  être  tout  aussi  cohérent  que  le  premier.  Les  mathématiciens 
modernes  se  sont  complu  à  construire  ainsi  de  très  nombreux 
systèmes  ayant  tous  le  même  caractère  de  certitude  apodictique, 
leurs  conclusions  présentant  au  même  degré  un  caractère  d'absolue 
nécessité.  Mais  alors,  les  principes  fondamentaux  des  Mathéma- 
tlcpies  ne  s'imposent  pas  nécessaircmenl  puis(pi'ils  ont  même  un 
caractère  conventionnel  et  qu'il  n'est,  la  plupart  du  temps,  pas 
plus  absurde  d'admettre  l'un  d'eux  que  la  proposition  (pii  lui  est 
diamétralement  o|)posée.  iNous  sommes  très  loin  de  ce  cjue  croyait 
Kant. 

Le  premier'  cxem|)le  que  choisit  M.  de  Contenson  pour-  I  analyse 
pratifjrre  des  jugements  synlhéti(|ues  a  priori  est  relatif  aux  trois 
dimensions  de  lesjjace.  «  i^'e.-pace  total  a  trois  drmcnsions  et 
l'espace,  en  général,  ne  peut  en  avoir  lui-même  nn  plirs  grand 
nombre.  C'est  là  une  conséquence  de  cette  proposition  (pi'en  un 
|)()int  ne  peuvent  se  couper  plus  de  trois  lignes  à  angle  droit.  Mais 
cette  concc|)tior)  ne  |)eut  se  dt'dirire  de  concepts.  Elle  repose 
rmmédratemeiil  -iir'  une  inluitron   piiic  n  priori  p.ircc   cpi'tdle  est 
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apodictiquemenl  ceitaliie  (').  »  Cet  alinéa  de  KaiU  est  qualifié 
par  l'auleiir  de  c  vérilable  poème  ».  D'abord,  c'est  sur  un  principe 
expérimental  et  (lu'il  ne  donne  même  pas  comme  a  prioiL^  que 
le  philosophe  fait  reposer  l'existence  des  trois  dimensions  de 
l'espace.  Ensuite,  il  semble  confondre  l'espace  en  général  avec 
l'espace  re-el  où  nous  vivons;  bien  plutôt,  Kantj)rou\e  (pi'il  n'a 
rien  compris  à  l'espace  du  matlu'maticien.  L'élude  des  liypeivs- 
paces  étant  aujourd'hui  classique,  on  comprendra  aisément 
l'erreur  grossière  (ju'il  commet.  A  la  fin,  on  voit  un  nou\el 
exempledu  renversement,  grâce  auquel  l'illustre  philosophe  essaie 
de  donner  l'illusion  qu'il  retombe  toujours  sur  ses  |)icds.  Il  vient 
de  donner  pour  prouver  les  trois  dimensions  de  l'espace,  un 
principe  a  posteriori  et  exclusivement  expérimental;  mais  comme 
il  postule  que  l'espace  a  certainement  trois  dimensions,  que  c'est 
apodictiquemenl  certain,  il  faut  bien  que  ceci  repose  sur  une 
intuition  pure  et  a  priori.  Remarquons  aussi  :  «  Mais  celte  concep- 
tion ne  peut  se  déduire  de  concepts  ».  Quel  sens  peut-on  accorder 
à  celte  phrase?  C'est  un  de  ces  passages  où  l'on  est  profondément 
déçu  en  lisant  Kanl. 

Le  paradoxe  des  figures  symétriques  par  rapport  à  un  plan, 
identiques  et  cependant  non  superposables,  naturellement  aussi 
incompris  que  l'espace  à  quatre  dimensions,  a  fait  commettre  à 
Kanl  quelques  erreurs  et  l'a  conduit  à  écrire  quelques  lignes  où 
se  lemarquenl  le  ion  d'ironie  mé|)risante  et  un  certain  pédan- 
tisme  dont  il  se  départit  rarement  à  l'égard  de  ceux  qui  n'admet- 
tent pas  ses  théories;  nous  voudrions  bien  donner  aux  lecteurs  le 
désir  de  relire  ces  lignes  dans  les  Prolégomènes.  Les  Malhéma- 
tif|ues  modernes  ont  montré  (pie  le  philosophe  était  bien  loin  de  la 
vérité.  L'Auteur  lève  aisément  le  paradoxe  que  signale  Kanl  : 
deux  figures  symétriques  par  rapport  à  une  droite  de  leur  [)lan 
ne  peuvent  être  amenées  en  coïncidence  sans  quitter  ce  plan,  la 
coïncidence  ne  s'olitienl  qu'en  passant  dans  l'esjTace  à  trois  dimen- 
sions par  une  rotation.  De  même  une  rotation  dans  l'espace  à 
quatre  dimensions  fait  coïncider  deux  ligures  symétriques  par 
rapport  à  un  plan.  D'une  façon  générale  :  un  espace  euclidien  E„ 


(  '  )  Prolégomènes  à   toute   Métaphysique  future   qui  pourra   se   présenter 
comme  science  (iradiiclion  des  élèves  de  l'KcoIe  xNormale),  p.  (h. 
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à  n  dimensions  peut  tourner  aiiloiir  d  un  espace  euclidien  E„_, 
à  (/î —  i)  dimensions  en  décrivant  un  espace  E„^,  à  (/?-}- i  ) 
dimensions  et  deux  figures  de  E„  symétriques  par  rapport  à  E^.. , 
ai  rivent  en  coïncidence.  (>es  notions  de  géométrie  élémentaire, 
indisjiensiibles  pour  comprendre  la  symétrie,  sont  aujourd'hui 
familières,  même  aux  personnes  qui  n'ont  fait  qu'aborder  les 
éléments  de  la  science. 

Enfin,  parlant  des  géométries  non  euclidiennes,  l'Auteur  n  a  pas 
peine  à  démolir  de  fond  en  comble  les  théories  kantiennes  sur  les 
fondements  mathématiques.  Les  recherches  modernes  rendent 
l'erreur  de  Kant  manifeste;  mais,  même  au  temps  où  vivait  le  |)hi- 
losophe,  une  compréhension  saine  des  travaux  de  ses  devanciers  et 
de  ses  contemporains,  jointe  à  1  emploi  d'une  logique  impeccable, 
l'auraient  empêché  de  tomber  dans  des  erreurs  souvent  grossières. 

M.  de  Contenson  montre,  en  terminant  son  Ouvrage  par  un 
aperçu  de  l'état  actuel  de  la  question  des  fondements  mathéma- 
tiques, qu'il  n'v  a  pas  à  se  poser  la  question  de  la  certitude  des 
bases  matiiématicpies.  Une  fois  le  principe  de  contradiction  admis, 
on  envisage  tous  les  cas  possibles  pour  les  prémisses,  on  en  déduit 
les  cas  correspondants  pour  les  conclusions.  «  En  Mathématiques, 
on  pose  des  hypothèses,  on  fait  des  conventions  et  l'on  tire  des 
conséquences.  »  Ces  conventions  répondent  d'ordinaire  à  un  pos- 
tulat de  commodité,  c'est  la  théorie  formulée  par  Poincaré.  (Il  ne 
faut,  bien  entendu,  pas  confondre  avec  ces  questions  celle  de 
l'applicabilité  de  la  géométrie  euclidienne  à  l'espace  où  nous 
Mvoiis.  Que  ce  dernier  es|)ace  soit  euclidien,  ait  trois  ou  quatre 
dimensions,  cela  n'a  rien  à  voir  avec  les  Mathématiques  pures, 
lesquelles  se  construisent  en  dehors  de  toute  expérience.) 

Nous  n'insisterons  pas  ici  sur  la  rapide  revue  des  Matiiéma- 
ticpies modernes  passée  par'l'Auleur.  Ce  qu'il  dit  relativement  aux 
espaces  à  n  dimensions,  au  postulat  d'iMiclide,  à  la  pangéoiiiétrie, 
à  la  courbure  d<s  espaces,  aux  axiomes,  aux  ensembles  et  à  l'iden- 
tité de  la  notion  de  grandeur  et  du  concept  général  de  groupe,  est 
très  connu  et  devient  de  jour  on  jour  |»liis  classique,  l'.nlin,  la  con- 
clusion de  l'Ouvrage  est  ce  passage  de  Poincaré-  :  «  (^es  axiomes 
géomé'triqiies  ne  sont  ni  des  jugements  synthétiques  a  priori,  ni 
des  faits  expérimentaux.  Ce  sont  des  conventions.  Notre  choix 
parmi  toutes  les  (onveiilions  possibh-s  est  guidé  par  l'expérience. 
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mais  il  reste  libre  et  n'est  limité  que  par  la  nécessité  d'éviter  toute 
conlradictiou.  C'est  ainsi  que  les  postulats  peuvent  rester  rigou- 
reusement vrais  (')  quand  niêuie  les  lois  expérimentales  qui  ont 
détermiué  leur  adoption  ne  sont  qu'approximatives.  » 

Si  nous  nous  sommes  interdit  toute  critique  de  fond,  nous  ne 
pouvons  ce|)endiint  lerminei-  cette  analyse  sans  faire  fpielques 
remarques.  L'Auteur,  qui  reproche  vivement  à  la  plupart  des  philo- 
sophes de  ne  pas  savoir  de  Mathématiques,  aurait  dû  soigner  la 
forme  et  le  style  (|ui  sont  très  importants  en  philosophie.  Or,  il  y  a 
d'innombrables  incorrections  dans  son  travail.  La  deuxième  phrase 
du  Nota  n'est  pas  française.  ISous  lisons  (p.  12)  après  trois  |)hrases 
où  il  est  parlé  de  Dieu  :  «  De  même  après  avoir  montré  le  caractère 
certain  des  axiomes  mathématiqnes,  on  conclut  à  la  possibilité  de 
cette  science  comme  exacte.  »  Quelle  science?  El  plus  loin  (p.  32)  : 
«  Si  le  temps  est  réellement  la  forme  de  l'intuition  sensible,  il  en 
résulterait —  ■»  Enfin,  une  erreur  mathématique  ne  peut  être  passée 
sous  silence.  Lorsque  (p.  83  et  84)  M.  de  Contenson  parle  de  la 
courbe  de  Peano,  il  oublie  cpi'il  est  iuq)Ossible  d  établir  une  corres- 
pondance biunivoque  et  continue  entre  tous  les  points  du  seg- 
ment (o ,  1)  et  tous  les  points  du  carré  de  côté  égal  à  lunité  construit 
sur  les  axes.  Les  coordonnées  de  la  courbe  remplissant  le  carré  ne 
sont  pas  des  fonctions  continues  «  de  la  position  du  point  corres- 
pondant sur  le  (-oté  du  rectangle  »  (segment  0,1).  Cela  n'aurait 
lieu  que  pour  les  points  irrationnels  si  l'on  adopte  la  correspon- 
dance définie,  comme  on  le  fait  d'habitude,  à  l'aide  des  développe- 
ments en  fractions  continues.  Mais  une  telle  correspondance 
continue  est  irréalisable  pour  tous  les  points. 

GASTO>f     COTTY. 


(')  La  Science  et  l' Hypothèse,  p.  fifi 
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SUR    LES 

FAMILLES   DE  SURFACES   DONT  LES   TRAJECTOIRES   ORTHOGONALES 

SONT    DES    COURBES    PLANES: 

Pak   m.   Gaston   DARBOUX. 


Dans  une  Note  insérée  le  28  janvier  1900  aux.  Comptes  rendus 
(t.  CXL,  p.  211),  j'ai  présenté  quelques  remarques  sur  une 
Communication  de  M.  S.  Garrus  relative  à  la  question  suivante 
de  Géométrie  qui,  si  je  ne  me  trompe,  avait  été  donnée  comme 
sujet  de  prix  par  l'Académie  de  Toulouse  : 

Déterminer  toutes  les  familles  de  surfaces  dont  les  trajec- 
toires orthogonales  sont  des  courbes  planes. 

xM.  Garrus  avait  appris  à  former  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  troisième  ordre  dont  dépend  la  détermination  de  ces 
familles.  J'ai  montré  que  cette  équation  peut  être  intégrée  une 
première  fois  et  ramenée  à  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  qui  dépen'l  d'une  fonction  arbitraire  de  deux 
variables.  Je  désire  revenir  aujourd'bui  sur  ce  sujet  pour  com- 
pléter et  développer  les  propositions  que  je  n'ai  fait  tpi'énoncer 
dans  les  Comptes  rendus. 

i.   Soit 

(i)  f(-r,  y,  -3)  =  const. 

l'équalion  en  coordonnées  rectangulaires  d'une  famille  de  surfaces. 
Les  trajectoires  orthogonales  de  ces  surfaces  seront  délinics  par 
les  é(|Uiilions  dilTérentielles 

dx  _  dy  _  dz 
aux<pielles    on    peul,    en    ml  lodurMinl     une    \ariablc    auxiliaire    t^ 
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donner  la  forme  s  m  va  nie 

(2) 

Si  Ton  pose 


~dt  ^•'  ""-■       ~dt  ""•^'' 


dt 


=  J'.- 


(3) 


f'^^f7^f^  =  ^u 


et  si  Ion  introduit   le  symbole  0|)éraloire  Inen  connu,  défini  par 
réquation 


(4) 


Sa  3  =  aâ;  ^^r  +  <>•  ?;.  H-  cl'.  3'.  =  op  a, 


les  é(juations  (2),  difiérenliées  successivement  par  rapport  à    t, 
nous  donneront  les  suivantes  : 


(5) 
(6) 


d'-x 
~dF 


d^x 
IF 


V'i. 


d-y 
dn 

d\Y 

lîF 


Il    y. 


=  V  «  1 


d-  z 


df^ 


-  =:  u.; 


d^z 

'dïï 


=   OfU- 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  rpi  une  combe  soit 
plane  s'obtient,  comme  on  sait,  en  égalant  à  zéro  le  détenninanl 


(7) 


dx  dy  dz 

dt  dt  ~di 

d-x  d-y  d- z 

dt-  dt'-  ~dF 

d^  X  d^  y  d^  z 

~dF  ~dF  ~dF 


on   voit  donc   c|ue   la   condition   pour   (pie   la  famille  de  surfaces 
admette  des  trajectoires  planes  se  présentera  sous  la  forme 


(8) 


fr  fy  f. 

a'j.  n'y  u'. 

0/  ll'j,      0/  u'y      0/  u. 


=  o, 


obtenue  en  remplaçant  dans  l'expression  (-)  les  dérivées  i'elali\es 
à  ^,  par  leurs  valeurs  déduites  des  écpiations  (2),  (5"),  (6).  On  se 
trouve  ainsi  conduit  à  léquation  aux  dérivées  partielles  du  troi- 
sième ordre  qui  caractérise  les  surfaces  cherchées  et  qui  a  servi  de 
point  de  départ  à  M.  Garnis. 

Ce  jeune  géomètre  en  a  fait  connailie  des  Iraiisformatioiis  inté- 
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ressantes.  Nous  allons  les  reti^ouver,  en  donner  de  nouvelles,  et 
surtout  montrer  que  l'équation  du  troisième  ordre  peut  être  inté- 
grée une  fois  au  moins  et  ramenée  à  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  seulement. 


2.    A  cet  ellet,  considérons  une  famille  quelconque  de  surfaces, 

définie  par  léquation  (r),  et  proposons-nous  de  .déterminer,  pour 

un  point  quelconque  de  l'espace,  de  coordonnées  x,  y,  z-,  le  plan 

osculateur  de  celle  des  trajectoires  orthogonales  des  surfaces  qui 

passe  en  ce  point.  Si  l'on  écrit  l'équation  de  ce  plan  osculateur 

sous  la  forme 

/  X  -f-  /»  Y  -I-  rt  Z  =  i . 


on  aura  les  conditions 


(9) 


Ix  -+-  m  y  -r-  «c  =  I, 

dx  dy  dz 

—r    -^  ni  -^    4-  /^  -—     =  o, 

dt  dl  dt  ' 

d-  X  d-  Y  d'Z 

— r—  -\-  m  —y~  -+-  n  — j—  =  o, 

df^  dt^  df^ 


qui  détermiiieroni  /,  /??,  n  et  donneront  les  valeurs 
dy  d-z        dz  d'-y 


(lo) 


dt    dt^ 


dt    df^ 


l) 

dz 

dt 

d^r 
dfi 

— 

dx 
dt 

d'z 
dt' 

D 


fyl'z-fzlh 


dx  d'y        dy  d'x 
dt    dt'^         dt    dt-    _  f'jcU) — /v"a: 
D  ~  D~" 


D  ayant  l'une  ou  lauire  des  expressions  suivantes  : 


('U 


D  = 


X        y         z 

dx  dy  dz 

TU  ~dî  ~dt 

d-x  d'-y  d- z 

dt-  ~dF  UF 


f.     fy    fz 


Cela  posé,  si  les  trajectoires  ortliogonales  doivent  être  planes, 
il  fdudrii   fpie   /,   m,  ii   demeurent    les   mêmes  en   tous   les   points 


dl 

dm 

du 

—   f\ 

— •  o. 



dt      ' 

dl 

dt 
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d'une  iiiciiie  Irajccloire,  c'esl-à-dlie  salisfassenl  aux  équalions 

(12) 

OU,  si  l'on  .su|)])Osc  /,  «/,  ii  exprimées  en  fonction  de  ^ly'i  -,  aux 
trois  suivantes  : 

(l3)  r,jl=zO^  lfm=0,  Oy/i  =  o. 

Voilà  donc  trois  formes  diftérentes  de  léquation  (8)  obtenue 
plus  liaul.  On  en  déduit  évidemment  les  suivantes  : 


(i4) 


ô/(;^)  =  o,        ô,.(^)  =  o,        v(7)  =  o, 


qui  sont  celles  obtenues  par  M.  Garnis. 

On  établira  aisément  la  relation  qui  existe  entre  1  équation  (8)  et 
ses  formes  nouvelles  (i3)  à  l'aide  des  identités  qui  donnent  les 

valeurs  de  -j-»  —j-,  -j--  En  différenlianl,  en  effet,  les  équations  (9) 

par  rapport  à  t,  on  obtiendra  les  relations 

dl  dm  dn 

'di^~^~dt-^   '    ~dt  "  ~  ^^' 
dl  dm     ,        dn 

'df'^^~dt-'>^Tf^'^''' 

dl     ,         dm     ,        dn     ,  ,  ^       /  %      ,  ^      » 

di"''^'^  ~dt  "^'  "^  rfF  "~  ^  ~    '''^  "-^  ~  '"  °^  "-^  ~~  "  °-^  "-' 

d'oii  Ion  déduit,  après  substitution  à  ^,  ni^  n  de  leurs  valeurs,  les 
expressions  suivantes  des  dérivées  cherchées  : 


ât         ■'  D2  ' 


,   -.  ,  dm        .,  xf'.  —  zf'j.  ,- 

(13)  p7-V^-  1).  ^^ 

\    dt  ^  D-i 

Ces  expressions  mettent  bien  en  évidence  les  relations  annoncées 
plus  haut . 

3.    Vovons   maintenant  comment    ou   pourra   intégrer   une    lois 
l'équation  du  troisième  ordre. 

Bull,  des  Sciences  inatkém.,  2"  série,  t.  \.\\I\.  (Miirs  l'jiô.)  6 
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Nous  nous  ap|uiierons  sur  la  remarque  suivante  :  si  l'on  consi- 
dère une  famille  de  surfaces  (F),  les  plans  osculateurs  de  leurs 
trajectoires  forment  en  général  un  système  triplement  infini, 
puisqu'il  j  en  a  un  qui  correspond  à  chaque  point  de  Tespace. 
Mais  si  les  trajectoires  orthogonales  des  surfaces  (F)  sont  planes, 
les  plans  de  ces  courhes  ne  peuvent  former  qu'un  système  simple- 
ment ou  doublement  infini,  puisqu'ils  demeurent  invariables 
lorsqu'on  se  déplace  sur  la  ou  sur  les  trajectoires  orthogonales  qu'ils 
contiennent.  Supposons  d'abord  qu'ils  forment  une  suite  simple- 
ment infinie,  c'est-à-dire  qu'ils  enveloppent  une  développable  (A), 
Comme  les  trajectoires  orthogonales  elles-mêmes  forment  un  sys- 
tème doublement  infini,  il  faudra  que  chaque  plan  tangent  de  A 
contienne  non  pas  une,  mais  une  infinité  de  trajectoires,  formant 
une  famille  de  courbes  (T)  dans  ce  plan.  Les  surfaces  (F)  elles- 
mêmes  devront  couper  ce  plan  iioimalement  et  suivant  une  des 
courbes  (U)  qui  rencontrent  à  angle  droit  toutes  les  courbes  (T). 
On  voit  ainsi  que  les  surfaces  (F)  devront  couper  normalement 
chaque  plan  tangent  de  (A)  et  seront,  par  suite,  des  surfaces  mou- 
lures engendrées  par  un  profil  plan  invariable  dont  le  plan  roulera 
sans  glisser  sur  la  développable  (A).  Celle  solution  était  évidente 
a  p/'iori. 

Si  nous  l'écartons,  nous  voyons  que  les  plans  des  trajectoires, 
formant  une  suite  doublement  infinie,  doivent  envelopj)er  une 
surface  non  développable.  Alors  les  quantités  que  nous  avons 
appelées  /,  m,  n  devront  satisfaire  à  une  relation 


(i6) 


Â { l,  m.  II) 


qui  ileviendra  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  quand  on  y  remplacera  /,  ni.  n  par  hurs  expressions  (lo)  en 
fonction  de  .r,  r,  z.  C'est  linlégralc  première  générale  de 
V équation  du  troisième  ordre  (8). 


i.   On  peut  vé'rifiei   ce  résultat  à  l'aide  des  ('(pialions  (i:')).  Klles 
nous  condui>enl  à  1  identité 

(>,î    0^    oi 


('7) 


e/J(/,  m,  n)=  — 


01     Om     0/1 
r       y       z 
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dans  laquelle  le  second  membre  contient  Q  en  facteui-.  ■Mais  on 
interprétera  mieux  le  résultat,  et  l'on  caractérisera  plus  nettement 
les  solutions  de  l'équation  (16)  qui,  sans  annuler  Q,  annulent  son 
coefficient  dans  le  second  membre  de  l'équation  (i  -),  en  raisonnant 
comme  il  suit  : 

L'équation  (iG)  est  évidemment  équivalente  à  la  suivante  : 


(18) 


n  '       n  '. 


Si  l'on  multiplie  ce  déterminant  par  le  déterminant  D  et  si  Ion 
lient  compte  à  la  fois  des  équations  (9)  et  de  leurs  dérivées,  on 
trouve 


lu'xz  -+-  niUyz  "•"  'lU'-i 

Une    nouvelle   mulliplicalion    par   D    nous    donnera,    en    tenant 
compte  des  équations  (9)  et  (10), 


l 

ni 

If". 

+  /"/!i:y  +  nfj.. 

If'ry  +  'nfy-  +  'if'yz 

l< 

-f-  mu^y  -h  nu'j-z 

hi^y  -+-  mu'.,  -+-  nu"y- 

(•9) 

Q'  ayant  pour  expression 


(20) 


Q' 


0  D2  =:  Qû' 


/x    /;     /■ 


^"fx        '^ll/'y        0„/; 


Nous  connaissons  l'interprétation  géométrique  de  l'équation 
du  troisième  ordre  que  l'on  obtient  en  égalant  Q  à  zéro;  elle 
exprime  que  les  trajectoires  orthogonales  de  la  famille  des  sur- 
faces (F)  sont  planes.  11  reste  à  trouver  la  signification  et  l'inter- 
prétation de  l'équation  du  second  ordre  seulement  que  Ton  obtient 
en  égalant  à  zéro  le  second  facteur  ù'.  On  v  parvient  immé-diale- 
ment  par  les  considérations  géométriques  suivantes. 


5.  L'équation  (18)  exprime  évidemment  c|ue  /,  /n,  /1  sont  liées 
par  une  relation,  c'est-à-dire  que  les  plans  osculaleurs  des  trajec- 
toires des  surfaces  (F)  sont  tangents  à  une  snrlace  (S)  qui,  au 
moins  dans  le  cas  général,  n'est  pas  dévcloppable.   (lonsitiérons 
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une  quelconque  des  trajectoires  (T)  et  un  point  M  sur  cette  tra- 
jectoire. Passons  du  point  M  au  point  infiniment  voisin  M' de  la 
même  trajectoire.  On  ne  pourra  faiie  que  les  deux  hypothèses 
suivantes  : 

1°  Ou  bien  les  plans  osculateurs  en  M  et  en  M'  ne  seront  pas 
distincts,  et  alors  les  trajectoires  (T)  seront  planes.  Nous  savons 
que,  dans  ce  cas,  c'est  le  facteur  Q  de  0  (|ui  s'annulera. 

2"  Ou  bien  les  plans  seront  généralement  distincts,  et  alors  les 
deux  plans  osculateurs  en  M  et  en  M'  se  couperont  suivant  la  tan- 
gente en  M  à  la  trajectoire  (T),  c'est-à-dire  suivant  la  normale 
en  M  à  celle  des  surfaces  (F)  qui  passe  en  ce  point.  Mais  celte 
normale,  étant  l'intersection  des  deux  plans  osculateurs,  c'est- 
à-dire  de  deux  plans  tangents  inlininient  voisins  à  la  surface  (S), 
sera,  par  cela  même,  tangente  à  cette  surface. 

Ainsi,  V équation  du  second  ordre 
(21)  li'  =  o 

définit  toutes  les  familles  de  surfaces  dont  les  normales  sont 
tangentes  à  une  surface  déterminée  {^). 

6.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  vérifier  ce  résultat  par  l'Analyse.  On 
y  parvient  à  l'aide  du  lemnie  suivant,  que  nous  empruntons  à  la 
théorie  des  complexés  rectilignes. 

Etant  définie  une  droite  par  les  trois  équations  de  ses  projections 

1    hz  —  vy  +  a'  =  o, 

(*22)  '     C37    —   «2 -f-  6' =   O, 

(   ay  —  6.r  -i-  c'  =  o, 

où  les  six  coordonnées  rt,  ^,  c,  «',  6',  c',  au  sens  de  l^liicker,  sont 
des  fonctions  de  trois  variables  indépendantes,  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  celle  dr(»ite  demeure  langente  à  une 
surface  déterminé-e  est  (|iie  la  foiiue  (piadralicpie 

(  ''.'i  )  du  (la  -+-  db  db'  -+-  de  de'  =  o 

se  décompose  en  deux  facteurs  lirréaii-es. 

Appliqrrons  cette  CDrrdiIron  air  eomplexe  engemlri'  par-  les  nor- 
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<i=^f'x,         l^=f'y^        c=/;;     • 
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et  la  condition  (s.j)  prendra  la  forme 

(24) 


dx  f'x  df'^ 
dy  f'y  dl\- 
dz     f,      clf. 


11  faudra  exprimer  que  cette  expression  homogène  et  du  second 
degré  en  clx ^  dy,  dz  se  décompose  en  deux  facteurs  linéaires  et 
l'on  devra  retrouver  ainsi  l'équation  (20). 

Avant  de  faire  cette  vérification,  nous  allons  donner  l'interpré- 
tation géométrique  de  l'équation  (24).  Si  l'on  j  considère  x,  y^  z 
comme  donnés  et  dx^  dy.,  dz  comme  les  variables,  elle  représente 
un  cône  du  second  degré.  Or  ce  cône,  que  nous  appellerons  cône 
de  Malus.,  du  nom  de  celui  qui  l'a  envisagé  le  premier,  définit 
évidemment  toutes  les  directions  dans  lesquelles  il  faut  se  déplacer 
pour  que  la  normale  à  la  surface  (V)  engendre  un  élément  de 
surface  développable  ('). 

Par  conséquent,  nous  pouvons  énoncer  la  condition  donnée 
plus  haut  sous  la  forme  suivante  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  normales 
à  la  famille  de  surfaces  (F)  soient  tangentes  à  une  surface 
déterminée  (S)  est  que  le  cône  de  Mcdus  relatif  à  tout  point  de 
l'espace  se  décompose  en  deux  plans. 

7.  Il  nous  reste  à  montrer  que  cette  condition  est  équivalente  à 
l'équation  (20). 

Pour  cela,  nous  choisirons  des  axes  particuliers.  En  un  point  M 
de  l'espace,  nous  prendrons  pour  axe  des  x  la  normale  à  la  sur- 
face {¥)  qui  y  passe  et  pour  axes  des  y  et  des  z  les  directions 
principales  de  cette  surface.  Avec  ces  axes  particuliers,  on  aura 

f'y  =0,         /=  =  o.         f'yz  =  «, 
U'x  =  f'xf",',  «r  =  f'xf'xy,  "z  =  /u/'r: . 


('  )  Voir  Leçons  sur  la  titéorie  des  sur/aces,  j"  i^.utie.  I.ivie  IV,  Clia|i.  \II. 


et  l'on  trouvera 
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J  .ry  Jxz 

f:vy(fU-^fy^)     f'.zi/U-^A^) 


OU  encore 


i2'  =  fJ  f'xyfxz  (  /i"-  -  f'y.  )  ■ 

D'autre  part,  l'équation  du  cône  de  Malus  devient  ici 


dy    fyxdx^fy^dy 
d^     f'zx  dx  +  f"..  dz 


En  exprimant  qu'il  se  décompose,  on  a  la  condition 

fxfxyfxz  {f'z--  —f'y".  )  =  O, 

dont  le  premier  membre  est  identique  à  il' .  Notre  proposition  est 
donc  vérifiée. 

Pour  que  Q!  soit  nul,  il  faut,  en  laissant  de  côté  le  cas  parti- 
culier où  les  surfaces  (F)  auraient  des  ombilics  en  tous  leurs  points 
et  seraient,  par  suile,  des  sphères,  que  l'une  ou  l'autre  des 
dérivées  f",.y^  f'j.^  soit  nulle.  Par  raison  de  symétrie,  on  peut 
choisir  arbitrairement.  Faisons  donc 

f'xy  =  O, 

alors  le  cône  de  Malus  se  décomposera  dans  les  deux  plans 
dy  =  o,        f'zx  dx  +  (/!,  —  /;'.,  )dz=o, 

dont  le  premier  est  l'un  des  plans  principaux  de  (F).  C'est  ce  plan 
qui  touchera  la  surface  (S)  enveloppe  des  normales;  car  le  second 
[)lan,  qui  passe  |)ar  la  langenle  principale  normale  au  priMuier 
plan,  ne  contient  pas  la  normale  à  la  surface  (F). 

Au  reste,  cela  est  évulent  ^éométriquennuit;  car  si  une  droite 
e^t  tangente  en  A  à  une  surface  (S),  elle  ne  peut  engendrer  une 
développable  que  dans  les  deux  cas  suivants  i 

Ou  bien  elle  se  déplace  dans  sa  propre  direction  et  alors  elle  est 
tangente  en  A  à  l'arête  de  rcbroussemcnl  de  la  développable  cpi'elle 
engendre; 

Ou  bien  elle  se  déplace  dans  une  direclion  dillrrenle,  nécessai- 
rement C()njugu(';e   d<;    la    sienne,    et  alors    bi   d('\  el(q>pablc   (pi'clle 
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engendre  a  pour  plan   tangent  suivant  la  droite   le   plan  tangent 

en  A  à  (S). 


8.   D'après   l'interprétation   que  nous    venons  de   donner   pour 
l'équation  du  second  ordre 

o, 


()' 


il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut  l'intégrer  dans  tous  les  cas  ou  du 
moins  ramener  son  intégration  à  celle  d'une  équation  dilTérentielle 
ordinaire  du  second  ordre. 

En  efTet,  puisque  les  surfaces  (F)  ont  leurs  normales  tangentes 
à  une  surface  arbitraire,  mais  déterminée  (S),  il  suffira,  |)our 
obtenir  chaque  surface  (F),  de  tracer  sur  (S)  une  famille  quel- 
conque de  lignes  géodésiques  dont  les  tangentes  seront,  comme 
on  sait,  normales  à  une  famille  de  surfaces  parallèles  qui  se  déter- 
mineront par  une  simple  quadrature.  On  prendra  pour  (F)  une 
quelconcpie  de  ces  surfaces  parallèles,  puis,  en  faisant  varier  la 
famille  de  lignes  géodésiques  choisie,  on  obtiendra  sans  difficulté 
la  famille  des  sui'faces  (F).  La  solution  complète  du  problème 
pourra  donc  être  obtenue  dès  que  Ton  connaîtra  les  lignes  géodé- 
siques de  (S). 

Il  nous  semble  qu'il  y  a  là  un  exemple  intéressant  d'intégration 
complète  pour  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  à  trois  variables  indépendantes. 

9.   INos  eflorls  pour  intégrer  de  même  l'équation  (  i6) 
$(/,  m,  n)  =  o 

n'ont  pu  aboutir  d'une  manière  générale.  Mais  nous  signalerons 
quelques  cas  particuliers  dans  lesquels  on  peut,  tout  au  moins,  la 
ramener  au  premier  ordre. 

Si  l'on  veut  que  la  surface  enveloppée  par  les  plans  des  trajec- 
toires se  réduise  à  un  point,  qu'on  prendra  pour  origine  des 
coordonnées,  l'équation  (16)  se  réduira  à  la  forme  simple 


(25) 


D^ 


T      y       z 
/!•     f'y    fz 

ll'r         m'v         II- 
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Ici,  on  pourra  é\idemment  intégrer  une  fois  encore  et  remplacer 
l'équation  précédente  par  la  suivante  : 

(26)  -lu  ^r;-  +/;^  +/l^  =  ç(/,  :r2  +  y^  +  z.-^\ 

'o  désignant  une  fonclion  arbitraire.  Cette  équation  se  rapproche 
beaucoup  par  la  forme  de  celle  que  Jacobi  a  introduite  en  Méca- 
nique analytique.  On  saura  l'intégrer  toutes  les  fois  que  le  second 
membre  ne  contiendra  pas  /.  Ainsi,  toutes  les  fois  qu'on  assem- 
blera les  trajectoires  d'un  mobile  relatives  à  une  même  loi  de  la 
force  centrale  et  à  une  même  valeur  de  la  constante  des  forces 
vives,  toutes  celles  de  ces  trajectoires,  nécessairement  planes,  qui 
seront  normales  à  une  surface  arbitraire  seront,  par  cela  même, 
normales  à  toute  une  famille  de  surfaces  et  donneront  une  solu- 
tion du   problème  étudié  dans  cette  Note. 

Si  l'on  voulait  que  les  plans  des  trajectoires  fussent  parallèles  à 
une  droite  fixe,  on  serait  de  même  conduit,  en  prenant  cette  droite 
pour  axe  des  x^  à  l'équation  du  premier  ordre 

à  laquelle  ou  potirra  ajtpliquer  des  considérations  analogues. 

Pour  obtenir  des  ap|)licalions  particulières,  on  pourra  consulter 
les  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces^  a'-  Partie,  Livre  V, 
Chap.  VI  et  VII. 
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Hirsz  (Marcel).  —  Acta  niatheniatica^  1882-1912.  Table  s^é  11  craie  des 
Tomes  1  à  '{3.  1  vol.  111-4°  jôsus,  vu- 179  pages.  Uppsala  cl  Stockholm, 
Almqvist.  et  Wiksells;  Paris,  A.  Herniarni  et  Fils;  1913.  —  Celle  Table  est 
suivie  (les  portraits  rie  tons  les  Auteurs  de  Mémoires  fp.   r>,9-i79). 

r'oi.iiTTi  (Luigi).  —  licsullall  teoiico-prallci  di  itna  radicale  niodijl- 
cazione  del  Crivello  di  Eratostene.  1  vol.  in-8  Jésus,  J7  pages.  Parnia, 
Luigi  lîallei,  \\)\'\. 
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MILHAUD  (G).   —  Nouvelles    Études    sun    l'histoire    de    la    Pensée 
SCIENTIFIQUE.  I  vol.  in-8,  IV--237  pages.   Pari»,  Félix  Alcan,  191 1. 

«  L'Histoire  n'a  pas  pour  unique  objet  Ja  satisfaction  dune 
vaine  curiosité;  c'est  l'avenir  que  doit  finalement  éclairer  l'étude 
dupasse.  »  Ce  mot  profond  de  Paul  Tannerj  s'applique  assurément 
à  toutes  les  branches  des  études  historiques;  mais  il  convient  loul 
particulièrement  à  l'historien  de  la  pensée  scientifique;  il  définit 
nettement  le  but  et  le  rôle  de  celui-ci,  dont  il  fait  le  collaborateur 
du  savant.  Suiprendre  les  conditions  les  plus  favorables  à  Tédosion 
et  au  développement  des  différentes  branches  de  la  Science,  déter- 
miner les  causes  de  leur  recul  et  de  leur  décadence,  voilà  le  pro- 
blème fondamental  pour  l'historien:  or,  comme  le  remarque  Paul 
Tannery  bii-mênie,  ces  questions  sont  aussi  d'un  intérêt  capital 
pour  le  chercheui',  |)Our  le  savant  digne  de  ce  nom  «  et  qui  se  préoc- 
cupe du  sort  futur  réservé  à  la  Science  à  laquelle  il  s'est  consacré  ». 

Tel  est  précisément  le  but  poursuivi  j)ar  M.  G.  Milhaud  dans 
ses  Nouvelles  Etudes  sur  C histoire  de  la  Pensée  scientifique.  Son 
Ouvrage  est  composé  de  parties  qui  diffèrent  à  la  fois  par  leurs 
origines,  leurs  dates,  leurs  sujets  ;  ce  sont  des  leçons  inaugurales, 
des  articles  de  revue,  ou  même  des  réimpressions  (avec  complé- 
ments) d'oeuvres  antérieures.  Mais,  malgré  cette  diversité,  une 
impression  d'unité  se  dégage  nettement,  en  pleine  harmonie  avec 
l'idéal  qui  vient  d'être  assigné  à  l'historien.  C'est  ce  qui  ressortira 
pleinement  de  Tanalyse  de  l'Ouvrage. 

Les  Etudes  de  M.  G.  Milhaud  se  divisent  d'elles-mêmes  en  deux 
parties  distinctes  ;  l'une,  la  plus  importante,  se  rapporte  aux  tra- 
vaux géométriques  des  Grecs;  l'autre  pivote  autour  de  Descartes. 
Ce  plan  n'est  pas  pour  nous  surprendre  :  il  cadre  pleinement  avec 
les  beaux  travaux  de  M.  G.  Milhaud  sur  l'antiquité  elle  xvii"  siècle. 
Les  deux  sujets  précédents  avaient  fait  aussi  l'objet  des  savantes 
et  profondes  recherches  de  Paul  Tanncrv  :  il  est  donc  bien  naturel 
(pie  la  première  étude  de  M.  G.  Milhaud  soit  un  pieux  hommage  à 
la  mémoire  de  son  maître. 

Bull,  des  Sciences  mat/uim.,  2'  série,  t.  \WI\.  (Avril  191.').)  7 
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Pour  a[)précier  pleinemeol  l'œuvre  de  Paul  Tannery,  il  f'aiil 
remonter  en  arrière,  examiner  ce  qu'était  devenue  la  phllosopliie 
officielle  à  la  suite  de  Cousin:  sorte  de  calbéchisme  banal  et  sans 
originalité,  elle  n'accordait  yuère  de  place  aux  doctrines  scienti- 
fiques, trop  techniques  ou  subversives.  L'histoire  de  la  Philosophie, 
comme  tout  renseignement  philosophique  d'alors,  était  conçue 
dans  cet  esprit;  c'est  ainsi  que  les  géomètres  grecs  n'étaient  plus 
que  des  métaphysiciens  discutant  à  perte  de  vue  sur  des  entités 
insaisissables,  telles  que  l'infini,  le  nombre,  l'intelligence.  Une 
réaction  devait  se  produire;  elle  eut  lieu,  en  eflet,  principalement 
sous  l'influence  des  découvertes  des  naturalistes.  L'histoire  se  fait 
alors  évolutionniste;  elle  nous  montre  une  science,  embryon- 
naire chez  les  Ciialdéens  et  les  Egyptiens,  se  développant  lente- 
ment au  cours  des  siècles,  s'infiltrant  sur  les  rivages  de  l'Ionie 
et  de  la  Gi'ande  Grèce,  où  sa  carrière  prend  dès  lors  un  rapide 
essor.  Des  lù'oles  se  forment,  deviennent  bientôt  prospères,  telle 
la  célèbre  Ecole  dAlexandrie.  Rien  ne  paraît  arrêter  l'élan  de  la 
Science;  et  pourtant  voilà  la  fin  de  l'Empire  romain  qui  approche, 
des  temps  nouveaux  qui  commencent  et  brisent  l'essor  de  la 
pensée  scientifique;  il  fallait  de  longs  siècles  pour  que  le  flambeau 
de  la  Science,  pieusement  gardé  par  les  Arabes  et  transmis  aux 
maîtres  de  la  Renaissance,  vienne  enfin  chasser  les  ténèbres  et  res- 
|)lendir  à  tout  jamais. 

Or  cette  conception  de  l'histoire  de  la  Science  est  complètement 
inexacte;  et  cependant  elle  faisait  encore  loi  il  y  a  une  quarantaine 
d'années;  des  historiens  comme  Hankel  l'exposaient  alors  comme 
un  dogme.  Vers  1880,  de  nouvelles  tendances  se  manifestent;  un 
jeune  mathématicien,  Paul  Tannery,  est  attiré  par  le  problème  des 
origines  de  la  pens(':e  scientifique.  Façonné  au  langage  et  au  raison- 
nement géométriques,  il  entreprend  l'étude  des  œuvres  mathéma- 
tiques des  Anciens.  C'est  une  vraie  révélation  pour  le  public 
scientifique  d'alors  :  adieu  les  consiilérations  vagues  ou  creuses  sur 
les  géomètres  grecs;  ce  sont  des  hommes,  des  chercheurs  sem- 
blables à  ceux  d'aujourd'hui  (pie  nous  montre  Paul  TanncrN 
flans  des  Ar  tildes  su  l)sla  ni  ici  s  cl  vi\  anis.  Leurs  ha  bi  Indes  de  travail, 
les  chemins  suivis  par  leur  pensée  nous  paraissent  contem- 
[)orains,  malgré  leurs  vingt-quatre  siècles  de  recul.  Les  mêmes 
courants     d'idées,     les     mêmes    cadres    se    retrouvent    alors    et 
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aujourd'hui,  et  tics  principes  «jui  nous  sont  familiers,  comme  ceux 
de  permanence  ou  de  causalité,  sont  déjà  plus  ou  moins  neltemeni 
exprimés.  Ce  développement  presque  inouï,  la  Science  l'avait 
atteint  d'un  seul  bond;  rien  chez  les  Egyptiens  ou  les  Orientaux,  rien 
chez  eux  ne  pouvait  ressembler  à  une  doctrine  scientifique,  et  il  était 
vraiment  impossible  de  décorer  de  ce  nom  un  recueil  de  procédés 
empiriques,  d'observations  faciles  ou  banales,  dépourvus  de  lien 
et  de  port 'e  générale.  Ce  qui  manquait  à  ces  nations  si  hiérarchi- 
sées, c'était  le  goût  de  la  libre  recherche,  la  curiosité  de  Tesprit, 
l'aptitude  et  l'attention  nécessaires  pour  suivre  un  raisonnement 
abstrait.  Or  tout  cela  se  trouve  réuni  chez  les  Grecs;  il  y  a  donc  là 
une  discontinuité,  un  saut  brusque  incontestable.  Du  même  coup, 
deux  théories  se  trouvaient  ébranlées  :  celle  de  Cousin  qui  ignorait 
l  importance  scientifique  des  spéculations  des  Hellènes,  et  celle  de 
Ilankel  qui  établissait  une  progression  continue,  une  filiation  de 
rOrient  à  la  Grèce. 

Telle  était  la  conclusion  de  Paul  Tannerv  diins  sa  première 
œuvre:  La  Science  hellène.  Nous  nous  v  sommes  arrêté  d'autant 
plus  volontiers  qu'elle  constitue,  comme  nous  le  verrons,  le  thème 
de  la  première  partie  de  l'Ouvrage  de  M.  G.  Milliaud. 

Après  avoir  montré  toute  riniportance  delà  thèse  de  Paul  Tan- 
uery,  l'Auteur  arrive  au\  tra\aux  ultérieurs  du  maître  historien: 
d'abord  à  «  la  Géométrie  grecque^  comment  son  histoire  nous 
est  par^'cnue  et  ce  que  nous  en  savons^^.  Dans  ce  Recueil  d'articles 
publiés  par  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques^  Paul 
Tannery  affirme  plus  encore  son  érudition  en  résolvant  un  problème 
singulièrement  ardu  :  celui  de  l'histoire  de  la  Géométrie  chez  les 
Grecs.  On  sait  la  conclusion  de  Paul  Tannery  :  le  principal  docu- 
ment (|ui  puisse  nous  renseignera  ce  sujet  est  le  commentaire  de 
Proclus  sur  Euclidc  ;  or  Proclus  en  a  emprunté  Tessenliel  à  Gc- 
minus;  observons  alors  que  Proclus  \ivail  au  v"  siècle  après  Jésus- 
Christ  et  Geminus  au  i'"""  siècle  avant  notre  ère,  et  nous  conclurons 
que  déjà,  depuis  de  longs  siècles,  la  Géométrie  ne  faisait  aucun 
progrès  notable. 

M.  G.  Milhaiid  aborde  ensuite  les  travaux  de  Paul  Tannery  sur 
l'Astronomie  des  Anciens;  trois  périodes  se  trouvent  nettement 
distinguées  :  la  période  préscientifique,  utilitaire  et  empirique; 
la    période    rationnelle     il'Eudoxe,    et    la    période     géométrique 
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tl'Hipparque.  Les  recherches  de  Paul  Taunerv  al)outissent  à 
souder  naturellement  les  travaux  d'Hipparqiie  à  ceux  des  géomètres 
antérieurs,  comme  Apollonius;  en  définitive,  l'œuvre  d'Hipparque, 
el  a  fortiori  celle  de  Ptolémée,  doivent  être  considérées  comme 
une  continuation,  un  prolongement  et  non  comme  une  création. 
En  résumé,  les  travaux  de  Paul  Tannery  établissaient  par  une  do- 
cumentation rigoureuse  que  la  Science  fit  son  apparition  chez  les 
Grecs,  qu'elle  atteignit  rapidement  son  apogée  et  qu'elle  commença 
à  décliner  bien  avant  l'établissement  de  l'Empire  romain. 

Enfin,  M.  G.  Milhaud  termine  son  étude  sur  Paul  Tannery  par 
quelques  détails  sur  les  nombreuses  publications  d'un  érudit^  pour 
lequel  aucune  période  n'avait  de  secret,  et  il  rappelle  des  souve- 
nirs personnels  qui  jettent  un  voile  de  mélancolie  sur  la  phjsio- 
nomied'unpenseuroriginal,  d'un  maître  incontestable,  d'un  savant 
désintéressé  mais  trop  modeste  ! 

Je  laisserai  de  côté,  pour  Tinslant,  la  seconde  étude  de  M.  G. 
Milhaud,  quitte  à  j  revenir  à  la  fin,  et  j'aborderai  immédiatement 
l'un  des  plus  im|)ortaiits  Chapitres  de  l'Ouvrage  :  «  Les  origines 
des  Sciences  mathémati(|ues  dans  les  civilisations  orientale  et 
égyptienne  :  l'apport  de  l'Orient  dans  la  Science  grecque.  »  C'est 
une  reproduction  paitielle  des  brillantes  Leçons  sur  les  origines 
de  la  Science  grecque^  reproduction  modifiée  pourtant  par 
quelques  travaux  plus  récents  sur  la  Science  hindoue.  Nous  savons 
déjà  quelle  sera  la  ihèse  de  M.  G.  Milhaud  :  la  Science  pure  est 
d'origine  grecque;  pour  le  prouver  et  réfuler  du  niême  coup  les 
théories  chères  aux  encyclopédistes,  à  Bailly,  à  llankel,  l'Auteur 
passera  en  revue  successivement  l'Arithmétique  et  la  Géométrie, 
l'Architecture  et  l'Astronomie. 

Tout  d'abord,  à  quoi  se  réduit  la  science  arithmétique  des 
Orientaux  et  des  Egyptiens?  A  des  procédés  plus  ou  moins  adroits 
pour  faciliter  la  numération  écrite  (décimale  ou  sexagésimale);  le 
calcul  des  fractions  est  très  compliqué;  les  problèmes  sont  énoncés 
d'une  façon  lourde  ou  naïve  :  rien  d'instructif  à  cel  (''gard  comme 
les  exemples  judicieusement  choisis  par  M.  G.  Milhaud  (').  La 
théorie  des  nombres  est  inexistante;  et,  si,  l'on  a  Irouvé  quehjuos 


(')   Voir  pages  .y'i-63;  M.  G.  Milhaud  se  seil  beaucoiip  dini  traviiil  de  M.  Kodct 
(Hull.  Soc.  math.,  l.  M). 
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Tables  de  carrés  ou  de  cubes,  Jeur  ulililé  pratique  évidente  suffit 
à  expliquer  le  but  de  leurs  Auteurs. 

Arrivons  à  la  Géométrie  et  constatons,  qu'ici  encore,  le  bagage 
scientifique  des  Orientaux  et  des  Egyptiens  est  bien  sommaire;  il 
se  résume  eu  quelques  mots  :  idée  de  la  similitude,  approximation 
empirique  de  7:,  usage  du  triangle  rectangle  3,  4-  5  et  division  du 
cercle  en  six  parties  égales.  Il  semble  bien  d'ailleurs  que  les  Chal- 
déens  n'ont  pu  démontrer  la  propriété  caractéristique  du  coté  de 
l'hexagone  régulier  inscrit,  f^e  cas  du  triangle  rectangle  3,4,3  est 
plus  embarrassant;  nous  y  reviendrons  tout  à  l'heure. 

Abordons  maintenant  l'Architecture,  qui  semble  poussée  très 
loin  chez,  les  Orientaux  et  les  Egyptiens:  l'argumentation  de 
M.  G.  Milhaud  est  ici  sans  réplique  :  les  sentiments  et  les  goûts 
artistiques  de  l'homme  sont  aussi  anciens  que  l'humanité  ;  quant  à 
la  construction  d'un  édifice,  elle  ne  ])oiivait  réclamer  des  Anciens 
aucune  connaissance  scientifique  sérieuse.  Pour  s'en  convaincre, 
il  suffit  de  lire  le  Traité  de  Vitruve,  bien  postérieur  pourtant  aux 
architectes  chaldéens  et  égyptiens  :  «  un  apprenti  maçon,  sans 
savoir  lire  et  écrire  «,  réaliserait  pleinement  les  desiderata  de 
l'architecte  romain.  En  outre,  à  ces  époques  lointaines,  les  devis 
ne  sont  guère  nécessaires;  la  Géométrie  et  le  Calcul  n'ont  donc 
pas  besoin  d'une  grande  perfection,  et  d'ailleurs  on  commet  des 
erreurs  grossières  au  sujet  du  volume  de  ia  pyramide.  Enfin,  la 
Mécanique  rationnelle  est  tout  aussi  inutile  que  la  Mécanique 
expérimentale  pour  des  populations  qui  remplacent  les  instru- 
ments et  les  machines  par  une  main-d'œuvre  gratuite  et  abon- 
dante. 

Le  témoignage  de  l'Astronomie  modifiera-t-il  notre  impression? 
Ici  encore,  la  réponse  restera  pleinenient  d'accord  avec  la  thèse 
de  Paul  Tannery.  De  tout  temps,  l'Iiomme  a  senti  le  besoin  de 
s'orienter,  de  régler  les  difiérenls  moments  de  la  journée  et  les 
événements  importants  de  la  vie.  Des  contrées  aussi  favorisées 
sous  le  rapport  des  conditions  climatériques  constituaient  un 
milieu  éminemment  propice  aux  observations  astronomiques; 
c'était  une  constatation  bien  banale  ([ue  la  variation  de  l'ombre 
d'un  gnomon  suivant  les  heures  et  les  saisons  :  du  même  coup,  le 
problème  de  l'orientation  des  édifices  était  résolu.  Que  les  monu- 
ments publics  aient  été  érigés  suivant  telle  ou  telle  orientation, 
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c'est  évidemment  pour  des  raisons  étrangères  à  la  Science.  En 
tout  cas,  il  n'y  avait  plus  aucune  difficulté  à  profiler  de  cette 
orientation,  une  fois  réalisée,  pour  repérer  les  saisons:  et, 
aujourd'hui  encore,  les  Arabes  reniar(|uent  le  retour  périodique 
du  jour  où  le  soleil  se  couche  dans  le  prolotigement  de  l'une  des 
faces,  boréale  ou  ausliale,  de  la  grande  pyramide.  Dès  lors,  la 
mesure  de  l'année  était  facile,  et  même  avec  une  assez  grande  pré- 
cision. Quant  aux  éclipses  et  à  la  fameuse  période  de  228  lunai- 
sons, l'intérêt  des  Orientaux  à  ce  sujet  sexplicpie  aisément  par  des 
superstitions  ou  des  considérations  exlra-scientificpics.  Rien  d'éton- 
nant fpie  les  Chaldéens  aient  tenu  un  registre  des  observations 
d'éclipsés,  et  qu'ils  aient  constaté  leur  retour  à  la  seule  inspection 
des  dates  :  de  là  à  une  prédiction  (souvent  imprécise,  ou  même 
inexacte,  quelquefois),  le  pas  était  facile.  11  nous  semble  même 
inutile  d'admettre,  avec  M.  G.  Milhaud,  que  les  Chaldéens  soient 
arrivés  à  ce  résultat  par  la  découverte  du  mouvement  des  nœuds 
de  l'orbite  lunaire. 

Laissons  de  côté  les  autres  sciences,  et  écartons  Ihypothèse 
de  documents  perdus  :  les  inscriptions  cunéiloimes  et  les  hiéro- 
glyphes sont  très  inslructils  au  sujet  de  la  vie  et  des  mœurs  des 
Orientaux;  il  est  bien  peu  piobable  qu'une  découverte  ultérieure 
modifie  sérieusement  notre  opinion.  Les  témoignages  très  nets 
des  Grecs  et  des  llomains  sont  d'ailleurs  peu  flatteurs  pour  ie^ 
aptitudes  scientifiques  des  Egvptiens  et  des  Chaldéens. 

Telles  étaient  les  conclusions  de  M.  G.  Milliaud  dans  ses  Leçons 
sur  les  Origines  de  la  Science  grecque,  parues  eu  1892.  Depuis, 
un  fait  nouveau  se  produisit  :  l'élude  approfondie  des  SuU'asulras 
d'Apaslamba,  entreprise  successivement  |)ar  Thibaut,  Zeulhen, 
Ileath,  conduisit  iîiirk  à  d'intéressantes  conclusions,  .lusqu'alors 
(jn  estimait  que  les  Orientaux  ne  connaissaient  (ju'une  seule  solu- 
tion  de   l'équation   arilhmétique 

à  savoir  la  solution  (3,  4»  '^j  *^'  If^^  solutions  semblables;  voici 
<pi'à  une  ('poque  bien  antérieure  au  vu*'  siècle  d'avant  noire  ère, 
les  Hindous  possédaient  au  moins   trois  autres  solutions  : 

(S,  I  j,  17 j,         (i.».,  35,  37^,         (  ij,  'iô,  3(j). 


COMPTJ-S  RENDUS  ET  ANALYSES.  7., 

Apaslamba  n'indique  ()as  daulre  solulion,  mais  il  (-nonce  expli- 
citement le  théorème  du  carré  de  l'hypoténuse;  et  il  en  donne  une 
véritable  démonstration,  plus  simple  assurément  cpie  celle  des 
Ti-aités  classiques  longtenijjs  en  usage  dans  notre  enseignement, 
il  y  a  mieux   :   il  étudie   le  cas  du  triangle   rectangle   isoscèle  et 

r~  S'- 

adopte pour  \l '1  une  valeur  approchée  -^  très  digne  d'attention  : 

c  est  une  des  réduites  du  développement  de  l'irrationnelle  pré- 
cédente en  fraction  continue.  Par  quelle  voie  est-il  arrivé  à  ce 
résultat?  Mystère!  N  exagérons  rien  d  ailleurs;  Apaslamba  ne 
semble  avoir  aucune  idée  de  1  abîme  qui  sépare  y  2  de  sa  valeur 
approchée.  Les  mêmes  remarques  pourraient  encore  s'appliquer 
au  problème  de  la  quadrature  du  cercle  quApaslamba  s'imagine 
avoir  résolu  :  entre  l'esprit  scientilicpie  des  Hindous  et  celui  des 
Hellènes,  il  y  a  donc  \\\\  fossé  infranchissable. 

En  somme,  les  conclusions  antérieures  de  M.  G.  Milhaud  restent 
toujours  valables;  depuis  Tétude  des  Suhasulias,  nous  savons 
que  les  Hindous  avaient  rélléclii  sur  ce  problème,  si  important 
pour  eux  au  point  de  Mie  pratique  ;  la  construction  d  un  triangle 
rectangle.  Xous  pouvons  croire  aussi  que  r«'dite  était  capable  de 
résoudre  certains  |)roblèmes  amusants,  certaines  devinettes  (') 
comme  en  proposent  les  journaux  illustrés;  mais,  en  tout  cas,  et 
jusqu'à  nouvel  ordre,  il  serait  tout  à  fait  exagéré  d'élever  au  rang 
de  science  l'ensemble  de  leurs  connaissances. 

Le  Chapitre  suivant  des  Eludes  de  M.  G.  Milhaud  se  rapporte 
au  Traité  de  la  Mélliode  d'Archimède;  découvert  et  publié  en 
190-  par  M.  Heiberg,  de  Copenhague,  le  texte  était  bientôt  traduit 
en  français  par  M.  Th.  Reinach  et  commenté  savamment  par 
■NL  Painlevé.  On  sait  l'objet  du  travail  d'Archimède  :  c'est  une 
lettre  à  Eratosthène  où  le  géomètre  de  Syracuse  obtient  l'aire 
d'un  segment  parabolique  par  d'élégantes  considérations  emprun- 
tées à  la  théorie  des  centres  de  gravité.  Cette  méthode,  Archimède 
se  plaît  à  la  regarder  comme  susceptible  d'une  portée  presque 
indéfinie,  encore  que,  dans  le  cas  actuel,  il  ne  la  considère  pas 
comme  très  correctement  appliquée.  D'où  vient  ce  scrupule? 
M.    G.    Milhaud    ]'expli(|ue    par    rintcr\enlion    de    la    Mécanique 

(')    Voir,  notainmenl.   les  exemples  donnés  p;ir  M.  Milliiuid,  |>.  ii'|-i23. 
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dans  un  problème  de  Géométrie  :  on  sait  que  les  Elénienls 
d'Euclide  excluent  avec  le  plus  grand  soin  la  notion  de  mouve- 
ment de^  raisonnements  géométriques.  Mais  si  les  fondateurs  de 
la  Géométrie  faisaient  montre  d'un  exclusivisme  aussi  absolu, 
est-ce  une  raison  pour  attribuer  les  mêmes  préoccupations  à 
Archimède?  Aucun  argument  tiré  de  l'œuvre  d'Archimède  n'au- 
torise M.  G.  Milbaud  à  l'affirmer  en  toute  certitude.  Il  est  donc 
permis  de  préférer  plutôt  l'explication  si  naturelle  de  M.  Painlevé; 
cette  explication  se  fonde  sur  ce  que  certaines  propriétés  des 
centres  de  gravité  utilisées  par  Archimède  n'étaient  pas  com- 
plètement établies  quand  il  rédigeait  son  Traité.  11  nous  semble 
d'autant  plus  difficile  d'expliquer  les  scrupules  d'Archimède  par 
les  habitudes  intellectuelles  de  ses  devanciers,  que,  précisément, 
dans  le  fragment  en  question,  il  se  distingue  de  ses  prédécesseurs 
par  des  facultés  créatrices  jusqu'alors  sans  égales;  dans  le  manie- 
ment des  infiniment  petits,  il  fait  preuve  d'une  maîtrise,  d'une 
hardiesse  qui  le  rapprochent  singulièrement  des  malhémaciens  du 
xvii''  siècle. 

Cette  comparaison  nous  conduit  tout  naturellement  à  la  seconde 
partie  des  Etudes  de  M.  G.  Milbaud;  consacrée  à  Descartes,  elle 
l'éludie  successivement  comme  géomètre,  physicien,  mécanicien, 
pour  le  comparer  entin  à  Newton. 

La  renommée  scientifique  de  Descartes,  après  avoir  brillé  d'un 
éclat  incontesté,  semble  actuellement  un  peu  éclipsée  :  cette  cons- 
tatation se  retrouve  à  tout  instant  dans  les  Etudes  de  M.  G. 
Milbaud.  Et  voici  comment  on  jjourrait  caractériser  son  attitude 
envers  Descartes  :  la  critique,  aju-ès  avoir  exalté  Descaries,  à 
l'égal  d'un  créateur,  le  ral)aiss(!  au  niveau  d'un  plagiaire.  Or, 
d'après  M.  G.  Milbaud,  si  le  premier  point  de  vue  est  quelque 
peu  exagéré,  le  second  est  insoutenable,  car  Descartes,  pas  plus 
que  ses  contemporains  (ceux-là  même  dont  on  fait  ses  \ictirnes), 
ne  faisait  que  poursuivre  des  idées  en  germe  diins  les  travaux  de 
ses  prédécesseurs. 

Ainsi,  considérons  d'abord  la  Géométrie  analytique;  l'étude 
des  œuvres  de  Fermât  montre  sans  conteste  que,  antéricMiremenl 
à  la  publication  de  la  Géométrie  de  13escartes,  le  géomètre  de 
"^Poulouse  était  en  possession  de  la  méthode  de  représentation 
analytique  dont  nous  allrd)uons  couraninieni   la  paternité  à  Des- 
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cartes.  Et,  pourtant,  comment  se  fait-il  qu'aucun  débat  de  priorité 
ij'ait  été  soulevé  à  ce  sujet?  Voici  l'explication  de  .M.  G.  Milhaud  : 
Descartes,  pas  plus  que  Fermât,  n'était  réellement  novateur  eu 
celte  matière,  car  tous  deux  ne  faisaient  que  suivre  un  procédé 
familier  aux  Anciens  dans  l'étude  des  coniques.  Dès  lors,  rien 
d'étonnant  à  ce  que  Descartes,  parlant  de  sa  Géométrie^  n'insiste 
guère  sur  la  méthode  de  représentation  qu'elle  contient,  mais  bien 
plus  souvent  sur  les  résultats,  sur  les  problèmes  très  particuliers 
(ju'elle  lui  a  permis  de  résoudre. 

Il  ne  nous  paraît  pas,  pourtant,  que  ce  point  de  vue  soit  abso- 
lument exempt  de  critique;  assurément,  les  Anciens  se  sont  servis 
de  coordonnées  (la  notion  de  coordonnées  nest-elle  pas,  d'ail- 
leurs, toute  intuitive,  et  son  usage  n'est-il  pas  instinctif  chez  les 
esprits  les  moins  cultivés?).  Mais  les  cas  traités  par  les  Anciens 
étaient  d'une  nature  très  spéciale;  il  ne  s'agissait  pour  eux  que 
de  caractériser  par  des  relations  métriques  les  coniques  ou  quel- 
ques courbes  simples.  Et  il  ne  pouvait  en  être  autrement,  car  les 
seuls  mots  de  Géométrie  analytiipie  entraînent  un  rapprochement 
entre  l'espace  et  les  nombres.  Or,  le  calcul  algébrique  était  trop 
lourd,  trop  compliqué,  chez  les  Anciens  pour  aboutir  à  des 
résultats  généraux;  il  fallait  les  patients  efforts  des  algébristes 
de  la  Renaissance,  de  Viète  en  particulier,  pour  que  les  notations 
et  les  règles  se  simplifient,  pour  que  l'étude  des  équations  de 
degré  supérieur  conduise  progressivement  à  la  notion  de  ("onction 
implicite.  Dès  lors,  toutes  les  conditions  favorables  à  l'éclosion 
de  la  Géométrie  analytique  étaient  réunies;  «  l'idée  était  dans 
l'air  ».  Et  ce  qui  devrait  plutôt  nous  étonner,  c'est  que  Descartes 
n'ait  rien  publié  à  ce  sujet,  tant  il  devait  y  être  porté  par  le  tour 
de  son  esprit,  par  la  nature  même  de  sa  Méthode  j)hilosophique, 
essentiellement  analvtique.  Enfin,  le  succès  de  sa  philosophie 
devait  contribuer  à  la  propagation  de  sa  géométrie;  à  supposer 
même  qu'il  n'ait  pas  aperçu  toute  la  portée  de  sa  méthode  repré- 
sentative, il  resterait  le  propagandiste,  le  missionnaire,  conscient 
ou  non,  d'une  u  découverte  fondamentale  qui  a  changé  la  face  de 
la  science  mathématique  ». 

Comme  physicien,  Descartes  a  été  très  discuté;  cette  fois,  les 
arguments  de  M.  G.  Milhaud  nous  semblent  bien  irréfutables. 
On  sait  l'importance  de  la  loi  des  sinus  :  c'est  le  fondement  de 
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1  Optique  géométrique.  Or  les  enuemis  de  Descartes,  et  surtout 
les  Allemands,  depuis  Leibniz  jusqu'à  Poggendorf,  attribuent 
cette  loi  au  Hollandais  Snellius.  Descaries  aurait  eu  connaissance 
de  ses  travaux  et  en  aurait  publié  l'essenliel  sous  son  propre  non». 
Assurément,  si  Descartes  met  l'évidence  à  la  base  de  sa  Méthode, 
les  applications  qu'il  en  faitlui-méme  sont  quelquefois  bien  peu  cor- 
rectes; les  expériences  qu'il  imagine  dans  le  cas  actuel  semblenl 
faites  après  coup,  et  sont,  en  tout  cas,  peu  précises.  Les  raisons 
qu'il  invoque  pour  établir  «  sa  »  loi  sont  vraiment  peu  sérieuses; 
ses  comparaisons  mécaniques  sont  puériles,  et  le  point  de  départ 
de  Fermât,  fondé  sur  des  considérations  de  minimum,  nous  paraît 
autrement  profond.  Faudra-t-il  donc  conclure  de  tout  cela  à  une 
accusation  de  plagiat?  Nullement.  Les  travaux  de  Kramer,  la  cor- 
respondance de  Golius  et  de  Constantin  Hujgens,  publiée  en 
1896  par  M.  RorLeweg,  mettent  )>éremptoirement  Descarlcs  hors 
de  cause.  Observons  d'ailleurs  que  les  tentatives  de  démonstra- 
tion logique  de  Descartes  étaient  vouées  à  un  échec  inévitable, 
car  un  principe  de  phvsique  ne  se  démontre  pas,  il  se  légitime 
par  ses  conséquences;  quant  à  l'étude  expérimentale  des  lois  de 
la  réfraction,  elle  était  à  Tordre  du  jour  depuis  Kepler,  suivant 
la  remarque  de  M.  G.  Milliaud  :  nous  pourrions  même  ajouter, 
depuis  l'antiquité,  puisque  Archim»'de  s'en  est  occupé  et  que 
Plolémée  a  dressé  des  Tables  de  réfraction. 

S'il  fallait  une  nouvelle  preuve  du  génie  de  Descaries,  on  pour- 
rait la  trouver  dans  son  aptitude  à  discuter  tous  les  grands  pro- 
blèmes abordés  à  son  époque.  A  cet  égard,  ses  théories  sur  la 
Mécanique  sont  très  suggestives.  Sans  doute,  Descaries  interprèle 
inexactement  les  résultais  de  l'expérience  quand  il  énonce  le  prin- 
cipe de  la  conservation  de  hi  quantité  de  mouvement;  il  n'en  resh- 
|)as  moins  acquis  que,  selon  lui,  les  fondements  de  la  Mécanique 
ne  peuvent  être  établis  avec  les  seules  ressources  de  la  raison,  et 
qu'une  fois  ces  premiers  principes  adjuis,  loule  la  Mécanicpie  doit 
pouvoir  en  être  déduite;  cpiant  à  ces  principes,  on  ddil  pouvoir  les 
énoncer  en  exprimant  que  certaines  lonclions  de  Télat  nn-canicpic 
du  système  restent  constantes.  Que  Descaries  ait  mal  choisi  la  fonc- 
tion, c'est  indéniable;  mais,  comme  le  remarque  ^L  G.  Milhaud,  il 
n'en  est  pas  moins  vrai  que,  sous  ce  rapport,  Descaries  s'esl  Irouv»'* 
infiniment  |»lus  piès  rpic  Neuton  de  notre  couce|)lion  de  l'éuergic. 
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El,  d  ailleurs,  n'étail-on  pas  alors  dans  une  science  en  pleine 
voie  de  formation,  parsemée  d'écueils  de  toute  nature?  Faut-il 
rappeler  les  difficultés  de  toute  espèce  rencontrées  par  les  Co- 
pernic et  les  Galilée?  A  cet  égard,  il  suffit  de  lire  l'exposé  péné- 
trant et  d  une  magnifi(|ue  clarté  que  l'on  doit  à  M.  P.  Painlevé  ('  ). 
Les  énoncés  exacts  des  principes  de  la  Dynamique  étaient  d'appa- 
rence si  paradoxale  que  les  fondateurs  de  la  Mécanique  devaient 
presque  se  faire  violence  à  eux-mêmes  pour  les  formuler  correc- 
tement. La  Mécanique,  à  peine  née,  se  heurtait  à  des  discussions 
inextricables  sur  la  force,  l'énergie,  la  force  \ive,  la  quantité  d<' 
mouvement.  Ce  n'est  qu'à  la  longue  que  toutes  ces  difficultés 
purent  être  vaincues,  alors  que  lAnalyse  était  constituée  sur  des 
bases  solides,  et  que  l'application  de  ses  ibéorèmes  à  la  Mécanique 
et  l'interprétation  des  conséquences  qui  eu  résultaient  permet- 
taient de  réfléchir  avec  plus  de  maUirilé  et  de  profondeur  sur  les 
préceptes.  Tout  en  admettant,  avec  M.  G.  Milhaud.  qu'il  v  ait  un 
lien  indissoluble  entre  la  mécanique  de  Leibniz  et  sa  philosophie, 
il  n'en  reste  pas  moins  indubitable  que  Leibniz  a  eu  sur  le  déve- 
loppement de  la  Mécanique  une  influence  bien  plus  grande  comme 
analyste  que  comme  métaphysicien;  el  la  même  remarcpie  peut  se 
répéter  pour  \eA\ton.  Tenons  compte  maintenant  de  l'état  de 
l'xVnaljse  à  l'époque  de  Descartes,  el  nous  pourions,  sans  crainte, 
lui  rendre  toute  la  justice  qui  lui  e-t  due. 

L'Ouvrage  de  ^L  G.  Milhaud  se  termine  par  un  parallèle  entre 
Descaries  et  Newton.  Le  tableau  est  très  éludié;  dans  ses  grandes 
lignes,  comme  dans  ses  détails,  il  doit  beaucoup  au  beau  Livre  de 
M.  Léon  Bloch  «  sur  la  philosophie  de  Newton  »,  ainsi  que  nous 
l'apprend  M.  G.  Milhaud  lui-même.  Tout  serait  à  citer  de  cette 
étude  pé-nétrante;  je  me  bornerai  à  résumer  la  conclusion  qui,  loin 
d'opposer  Newton  el  Descaries,  loin  d'élexer  lim  ;iu  détriment  de 
l'aulre,  nous  les  dépeint  comme  les  ariisans,  certes  bien  dillérenls 
sous  tous  les  rapports,  mais  dont  les  u'uvres  se  complètent  mutuel- 
lement en  «  représenlanl  deux  aspects  diflérents  de  l'esprit  scien- 
tifique ». 

Je  n'ai  pas  encore  parlé  de  1  une  des  Etu(Jes  de  M.  Gi.  Milhiuid  : 


(')  De  la  Méthode  dans  les  sciences  (Coll.  J-Sni   Borel,  n'  édition,  Paris  1910, 

p.    73-1  M)). 
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celle  qui  a  trait  au  lùle  île  la  pensée  mathématique  dans  riiistoire 
des  idées;  elle  forme  la  conclusion  toute  naturelle  de  l'Ouvrage. 
Nous  venons  de  rencontrer  des  exemples  de  l'attraction  irrésis- 
tible qu'ont  exercée  les  Mathématiques  sur  des  cerveaux  de  génie. 
Chez  l'élite  culti\éede  toutes  les  époques,  les  Mathématiques  ont 
toujours  joui  d'un  incomparable  prestige,  souvent  voisin  du  sor- 
tilège. D'où  vient  ce  <(  charme  sur  les  intelligences  »?  A  trois 
raisons  principale?,  suivant  M.  G.  Milhaud.  Tout  d'abord,  les 
Mathématiques  donnent  le  premier  et  le  plus  significatif  exemple 
du  pouvoir  créateur  de  la  raison.  L'esprit  est  envahi  par  l'attirance 
des  horizons  qui  s'ouvrent  devant  lui;  et,  même,  à  supposer  que 
les  propositions  mathématiques  soient  dépourvues  de  tout  contenu 
objectif,  hypothèse  presque  abandonnée  aujourd'hui,  le  prodige 
n'en  serait  que  plus  grand  encore.  D'ailleurs,  et  c'est  la  seconde 
raison  de  M.  G.  Milhaud,  il  arrive  toujours  un  moment  où,  si  abs- 
traite que  soit  une  théorie,  elle  trouve  une  application  pratique 
importante  :  tel  est  le  cas  de  la  théorie  des  coniques,  fondée  par 
les  Grecs,  et  qui,  à  plusieurs  siècles  de  distance,  recevait  le  plus 
splendide  des  couronnements  dans  les  découvertes  de  Copernic  et 
de  JNewton.  Il  j  a  donc  là  une  emprise  lointaine  de  la  raison  sur  la 
réalité  objective,  une  «  anticipation  de  la  connaissance  »  qui  tient 
du  miracle  et  contraint  à  une  muette  admiration. 

Enfin,  et  c'est  la  dernièie  raison  de  M.  G.  Milhaud,  la  plus  pro- 
fonde aussi,  les  résultats  obtenus  par  les  géomètres  ont  eu  pour 
conséquence  de  donner  à  l'homme  une  confiance  presque  illimitée 
dans  la  puissance  de  la  raison,  dans  la  possibilité  d'un  progrès 
indéfini.  Et  pourtant  cette  explication  n'est  pas  adéquate  à  l'opinion 
généralement  répandue  :  on  se  phiit  habituellement  à  soulenir  que 
ce  sont  exclusivement  les  sciences  expérimentales  qui  ont  libéré 
l'esprit  de  tous  les  jougs  (|u'il  subissait,  de  tous  les  obstacles  qui 
l'entravaient.  Un  peu  d'allenlion  suffit  à  montrer  qu'il  n'en  est 
rien  :  dans  le  domaine  des  sciences  de  la  nature,  les  Orientaux, 
les  Egyptiens  et,  plus  tard,  les  Alchimistes  ont  réalisé  d'innom- 
brables expériences,  [^ourlant,  ils  n'ont  pas  fait  de  la  Science; 
aucun  de  leurs  résultats  ne  permet  de  prédire  avec  certitude.  Il 
fallait  pour  cela  un  germe  nouveau,  et  ce  germe  ne  pouvait  provenir 
que  du  goût  de  la  recherche  désintéressée,  de  l'ardente  curiosité 
de  savoir;  et  c'est  ainsi  qu'apparaît  la  Science  chez  les  Hellènes. 
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Ce  qui  est  bien  significatif,  c'est  que,  dès  sa  naissance,  elle  revêt 
une  forme  géométrique.  D'ailleurs,  une  fois  en  possession  d'un 
ensemble  de  résultais  aussi  imposant,  ensemble  dû  à  la  libre  acti- 
vité de  son  esprit,  le  savant  était  amené  de  lui-même  à  attaquer 
sans  répit  des  problèmes  d'une  complexité  croissante,  mais  où  la 
Géométrie  servait  toujours  de  point  d'appui  :  car,  selon  la  belle 
parole  de  Galilée,  les  Mathématiques  sont  vraiment  pareilles  à  des 
«  ailes  sans  lesquelles  il  est  impossible  de  s'élever  à  un  pied  au- 
dessus  de  terre  ».  Aussi  bien,  n'est-il  pas  vrai  que  ce  sont  les 
Mathématiques  qui  ont  servi  d'initiatrices  à  Descartes,  Pascal  ou 
Leibniz?  Et  plus  près  de  nous,  d'éminents  philosophes  ou  natu- 
ralistes n'ont-ils  pas  été  formés  au  creuset  de  l'Analyse  et  de  la 
Géométrie? 

Une  telle  conclusion  ne  pouvait  surprendre  de  la  part  du  mathé- 
maticien avisé  qu'est  M.  G.  Milliaud.  Elle  nous  semble  répondi^e 
pleinement  à  la  parole  de  Paul  Tannerj  que  nous  rappelions  au 
début  de  cet  article  :  toutes  les  fois  que  la  Science  sera  cultivée 
pour  elle-même,  fùl-ce  dans  ses  parties  les  plus  abstraites,  les  plus 
éloignées  du  monde  réel,  il  y  aura  progrès;  toutes  les  fois  qu'un 
autre  but,  si  noble  et  si  élevé  qu'il  paraisse,  parviendra  à  prépon- 
dérer, il  y  aura  lieu  de  craindre  la  décadence;  et  c'est  vraiment  le 
cas  de  répéter  avec  H.  Poincaré^  que  la  recherche  désintéressée  de 
la  vérité  est  le  seul  but  vraiment  digne  de  l'activiié  humaine. 

Re>'k   Gaunier. 


ZORETTI    (L.).    —    Exercices   numériques  et  guaphiqiks   i»e   Mxthéma- 

TIQUES    SUR  LES    LEÇONS    DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES.    I    Vol.    ill-8  (23-l4) 

de  XV-I25  pages,  avec  09  figures  dans  le  texte.  Paris,  Gaulhier-Villars 
et  G'*,  1914- 

«  S'il  est  une  opinion  qui  a  la  bonne  fortune  de  recueillir  l'una- 
nimité chez  les  personnes  qui  s'intéressent  à  l'enseignement 
supérieur,  écrit  M.  L.  Zoretti  dans  son  Avant-Propos,  c'est 
bien  celle  d'après  laquelle  les  Cours  de  Matliémalirpies  générales 
ne  peuvent  être  utiles  que  s'ils  sont  accompagnés  de  nombreux 
exercices.  »  A.ucuii  des  élèves  de  ces  (>ours  n'est  destiné  à  devenir 
un  mathématicien    de    profession,    au   moins   avec  l'orgaiiisalion 
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actuelle  de  notre  enseignement  secondaire,  et  tant  que  dureront 
les  privilèges  de  certaines  écoles.  Tous  veulent  poursuivre  des 
études,  en  général  relatives  à  des  doctrines  expérimentales,  où  les 
Mathématiques  jouent  un  grand  rôle  comme  oulil.  Ils  commencent 
donc  par  venir  s'initier  au  maniement  de  cet  outil.  Leurs  profes- 
seurs doivent,  en  leur  rendant  les  études  aussi  attrayantes  que 
possible,  leur  faire  acquérir  les  notions  essentielles,  leur  expliquer 
en  quoi  consistent  les  méthodes  générales,  leur  indiquer  enfin 
(juelques  résultats  et  ([uelques  formules,  en  précisant  ceux  de  ces 
résultais  qu'il  est  commode  de  savoir  par  cœur.  Il  faudra  leur 
demander  un  effort  de  réflexion  et  d'assimilation.  Les  exercices 
devront  concourir  à  ces  résultats;  ils  seront  à  la  fois  éducatifs  et 
prati(|ues;  ils  devront  mettre  l'étudiant  en  présence  des  difficultés 
qu'il  rencontrera  dans  la  pratique.  L'Auteur  a  composé  quelques 
énoncés  oîi  les  données  seront  obtenues  par  l'élève  lui-même  en 
effectuant  des  mesures  qui  n'exigent  pas  un  dispositif  expérimental 
compliqué.  L'élève  verra  ainsi  comment  se  fait  l'application  des 
Mathématiques  dans  les  cas  de  la  pratupie,  à  partir  de  quel  moment 
celles-ci  interviennent,  comment  se  doivent  interpréter  d'une  façon 
concrète  les  résultats  fournis  par  les  formules  qu'il  vient  d'appliquer. 
Pour  que  les  exercices  soient  pratiques,  il  faut  qu'ils  habituent  l'élève 
à  ces  difficultés  qu'un  cours  théorique  ne  soupçonne  même  pas.  Il 
y  a  aussi  les  diflictdtés  de  pur  calcul  :  calcul  numérique,  calcul 
algébrique,  calcul  au  Irait.  Enfin  viennent  la  question  des  approxi- 
mations et  celle  des  unités. 

C'est  dans  cet  esprit  qu'est  conçu  le  présent  Hccueil  d  exei- 
cices.  H  est  fait  pour  l'étudiant  qui  travaille  seul.  L'Auteur  s'est 
préoccupé,  en  le  rédigeant,  de  résoudre  quelques-unes  des 
difficultés  que  rencontrera  celui  qui,  sans  maître,  en  abordera 
r(''lude.  Il  a  cherché  à  éviter  les  tâtonnements;  si  l'étudiant  en 
I encontre  encore,  fju'il  ne  se  décourage  pas,  qu'il  réfléchisse, 
essaie  de  s'assimiler  les  parties  du  cours  dont  il  n'aurait  |)as  fait 
une  étude  suffisante;  ilpenseque  le  temps  qu'il  passera  à  talonner 
ainsi  est  le  moment  le  plus  fructueux  de  son  travail.  Dans  les 
picmières  séries,  l'/'lève  est  entièrement  guidé  ;  ri«.'n  n'est  laissé  à 
son  initiative,  ilonnées,  méthodes,  marche  à  sui\rc  sont  précisées. 
Au  contiaire,  vers  ta  fin,  les  appels  à  I  initiative  deviennent  de 
j)liis  en  plus  fri'M|uents,  selon  la  méthode  de  l'enseignement  sup(''- 
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rieur.  Dans  son  Livre,  M.  Jj.  Zorelli  a  appliqué  des  idées  analogues 
à  celles  que  M.  Runj;e  avait  ulilisées  dans  son  Ouvrage  intitulé 
Grapliical  Mclhods.  \i\\.  L. 


PAPIN    (D.).    —    NOUVELI.K    MAMIÎRK     POUR     LEVER    l'eAU     PAR     LA    FORCE    DU 

FEU,  mise  en  lumière  par  M.  D.  I*apin.  Dr.  en  Méd.,  Prof,  en  Mathém. 
à  Marboiirg,  conseiller  de  S.  A.  S.  de  liesse  et  membre  delà  Société 
royale  de  Londres,  i  vol.  petit  in-8  carré,  ()4  pages  et  i  planche.  ACassell, 
pour  Jacob  Estienne,  libraire  de  la  Cour,  par  Jean  Gaspard  Voguel, 
imprimeur,  MDCGVII.  P.dition  conforme  à  l'original,  tirée  à  aSo  exem- 
plaires pour  MM.  A.  Ilorniann  et  Fils,  éditeurs  à  Paris,  par  MM,  Bar- 
néoud  et  C",  à   l>aval,  le  l'j  mai  igi^- 

MM.  A.  Hermann  et  Fils  (  '  )  ont  eu  la  bonne  idée  de  publier  de 
ce  petit  Ouvrage  très  rare  une  édition  qui  est  identiqvie  à  celle 
de  170^. 

C'est  sur  la  demande  de  S.  A.  S.  Charles,  Landgrave  de  Hesse, 
que  Denis  Papin  a  entrepris  des  recherches  pour  construire  une 
nouvelle  machine  destinée  à  élever  l'eau  par  la  force  du  feu.  Dans 
une  lettre,  cet  inventeur  explique  à  Leibniz,  en  1698,  qu'il  est 
arrivé  à  élever  leau  par  la  force  du  feu  d'une  manière  plus  avanta- 
geuse que  celle  qu'il  avait  publiée  auparavant.  En  i^oD,  Leibniz 
demanda  à  Papin  sa  pensée  au  sujet  de  la  machine  de  Thomas 
Savery  pour  élever  l'eau  par  le  feu.  Cette  machine  était  beaucoup 
plus  défectueuse  qu'on  ne  le  pensait.  Par  une  élude  attentive  de 
la  machine  de  Saverv  et  grâce  à  des  idées  ingénieuses,  Papin  est 
arrivé  à  donner  à  celle  machine  un  tel  degré  de  perfection  que  la 
nouvelle  machine  consliluail  un  mode  original  et  parfait  pour 
élever  l'eau  par  le  feu. 

Par  les  mojens  que  Papin  indique,    un   homme   pouvait  alors 

(')  MM.  Hermann   et  tils  ont  déjà  publié  par  des  procédés  analogues  d'autres 
Ouvrages  plus  ou  moins  rares  donl  voici  les  indications  bibliographiques  : 

Ampère,  Phénomènes  électrodynamiques  (  iSîfH. 

Sadi  Carnot,  Réflexions  sur  la  puissance  motrice  du  feu  (  iSi'i). 

Descartes,  Géométrie  (1637). 

Ganos,  Recherches  ariLhméli(|ues   (1S07). 

Green,  Mathemalical   papers  (1871). 

Lamé,  Des  méthodes  en  Géométrie  {1818). 

Legendre,  Théorie  des  nombres  (i83o). 

Lobatschewsky,  l'angéométric  (  1840). 

—  Recherches   géométricpies  (  18 jo). 

Neper,  Mirifici  logaritimiorum  canonis  descriptio  (1G18). 
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produire  aulant  d'eftet  que  cinquante  hommes  avec  les  anciennes 
machines  et  Ton  pouvait  arriver  à  augmenter  refTet  de  la  machine 
de  telle  sorte  qu'un  homme  fît  plus  de  travail  que  mille.  La  ma- 
chine de  Papin  pouvait  «  faire  tourner  quatre  moulins  dont  chacun 
ferait  autant  d'eflet  que  les  moulins  qui  sont  sur  la  Seine  à 
Paris  ». 

Dans  le  Recueil  des  Eloges  académiques  de  .Joseph  Bertrand, 
nouvelle  série  publiée  par  M.  Gaston  Darboux  (Paris,  Hachette 
et  G'",  1903),  se  trouvent  une  intéressante  JNotice  sur  La  Vie  et 
les  Ouvrages  de  Denis  Papin  (p.  191  )  et  un  Article  sur  la  Cor- 
respondance de  Denis  Papin  (p.  211).  On  y  verra  combien  ce 
grand  inventeur  fut  malheureux.  Après  que  son  atelier  eut  été 
détruit  par  une  explosion  occasionnée  par  des  expériences  de 
chargement  de  canons  avec  de  l'eau  au  lieu  de  jioudre,  il  se  démit 
de  ses  emplois  à  Gassell;  puis  il  s'embarqua  pour  aller  en  Angle- 
terre, le  24  septembre  170^,  avec  sa  famille,  sur  un  bateau  à 
vapeur  qu'il  avait  construit  à  force  de  sacrifices  et  de  pei'sévérance, 
et  qu'il  chauffait  et  dirigeait  lui-même.  Arrivée  à  Loch  sur  le 
Weser,  sa  machine  fut  brisée,  transformée  en  vieille  ferraille  et 
vendue  à  la  livre.  Gette  ruine  ne  l'abattit  point.  Il  se  rendit  à 
Londres,  j^rès  de  la  Société  Royale,  qui  le  chargea  de  Vemploi 
honnête  de  diriger  les  expériences  décidées  par  elle.  Là  il  vivait 
très  misérablement.  En  1714?  il  retourna  à  Gassell.  A  partir  de 
cette  date,  on  ne  retrouve  aucune  trace  de  l'illustre  vieillard. 

Get  Ouvrage  est  d'un  grand  intérêt  au  point  de  vue  de  l'histoire 
de  la  Mécanique  ap]>liquée.  Eu.   L. 

Annuaire  du  Bureau  des  J^ongitudes  pour  l'an  1910.  1  vol.  in-iC  (  1G-9)  de 
VI1-1004  pages,  avec  78  figures  et  5  cartes  en  2  couleurs.  Gaulliiei- 
Yiilars  et  C'%  Paris. 

Gonformément  aux  dispositions  inaugurées  en  1904,  le  présent 
Annuaire coiil'ienl  des  Tableaux  détaillés  relatifs  à  la  Géographie, 
à  la  Statistique,  à  la  Métrologie,  aux  Monnaies  et  à  la  Météoro- 
logie. Mais  il  ne  contient  pas  les  données  physiques  etchimi(pies  : 
elles  se  trouveront  dans  V Annuaire  de  19 lO.  La  parti(î  asirono- 
mi(|ue  du  j)résenl  \  olunie  renferme  des  Tableaux  relatifs  à  la  dévia- 
tion de  la  verticale  en  Eiance,  à  l'intensité  de  la  pesanteur  en  divers 
lieux  et  au  calcul  des  altitudes  par  les  obseivalinns  baromélri(]ucs  ; 
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il  contient  aussi  les  données  relatives  aux  constellations,  aux  paral- 
laxes siellaires,  aux  étoiles  doubles,  aux  mouvements  propres  des 
étoiles  et  à  la  spectroscopie  stellaire,  tandis  qu'on  a  supprimé  la 
sismologie,  la  théorie  des  cadrans  solaires,  la  physique  solaire  et 
les  données  relatives  aux  petites  planètes  :  ces  matières  seront 
développées  en  1916. 

Voici  maintenant  les  principales  modifications  apportées  cette 
année  à  la  rédaction  de  V Annuaire. 

La  Partie  astronomique  a  été  augmentée  d'une  Note  de  M.  G. 
Bigourdan  sur  les  Constellations.  Cette  Note,  accompagnée  de 
Cartes,  contient  l'énumération  et  la  description  des  constellations, 
ainsi  (jue  la  désignation  et  les  coordonnées  des  principales  étoiles 
qui  les  composent.  M.  de  Grammont  a  bien  voulu  revoir  et 
compléter  sa  Note  sur  la  spectroscopie  stellaire  et  sur  le  spectre  de 
l'aurore  boréale.  La  Note  sur  les  comètes  apparues  en  1913  a  été 
rédigée  comme  d'habitude  par  M.  Scluilhof. 

La  Partie  consacrée  à  la  Géographie  a  été  augmentée  d'une  Note 
sur  la  profondeur  des  mers,  due  à  M.  Renaud,  directeur  d'Hvdro- 
graphie. 

Les  Tableaux  relatifs  à  la  Statistique  ont  été  remaniés  et  amé- 
liorés par  les  soins  de  MM.  Rocques-Desvallées  et  Pottier. 

M.  A.  Quiquet,  secrétaire  général  de  l'Institut  des  Actuaires 
français,  a  bien  voulu  revoir  les  Chapitres  concernant  les  Tables 
de  sur\>ie  et  d'intérêt  composé  ;  dans  le  premier  de  ces  Chapitres, 
il  a  ajouté  deux  Tableaux  donnant  le  taux  annuel  de  mortalité  et 
la  valeur  d'une  annuité  viagère,  en  correspondance  avec  les 
diverses  Tables  françaises  présentement  usitées  ;  dans  le  second, 
il  a  introduit  un  important  complément  en  faisant  figurer  les  taux 
de  0,5  pour  100  en  o,5  |)Our  100,  depuis  o,5  jusqu'à  (i  pour  100. 
En  même  temps,  grâce  à  son  dévouement  et  à  son  zèle,  les  Tables 
déjà  existantes  ont  pu  être  amenées  à  un  plus  haut  degré  de 
correction. 

La  Partie  relative  aux  Monnaies  a  été  mise  au  courant,  comme 
d'habitude,  par  M.  Rocques-Desvallées. 

Le  Volume  se  termine  par  une  savante  Notice  scientifique 
rédigée  par  M.  G.  Bigourdan  et  intitulée  :  Les  méthodes  <l  exa- 
men des  miroiis  et  des  objectifs.  Eu.  L. 

Huit,  des  Sciences  inathérn.,  2"  série,  t.  \XXIX.  (Avril  igi^.)  8 
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MÉLANGES. 


SUR  UNE  ENVELOPPE  DE  DROITES; 

Par  m.  Matteo  BOTTASSO. 


Par  le  point  arbilraire  P  d'une  courbe  plane  y,  menons  une 
droite  pt  dont  l'angle  formé  avec  la  tangenle  à  y  en  P  ail  une 
valeur  conslante  a;  et  soit  /?2  la  normale  à  /?,  menée  par  P.  Si 
nous  désignons  par  C  le  centre  de  courbure  de  l;i  courbe  y  au 
point  P,  les  pieds  P,  et  P2  des  perpendiculaires,  abaissées  du 
point  C  sur  les  droites/?,  et  p^,  décrivent  les  courbes  enveloppées 


par  les  systèmes  de  droites  pi  et  />2',  en  effet,  ces  courbes  sont 
précisément  celles  envisagées  par  M.  S.  A.  Toscano('),  corres- 
pondant aux  angles  a  et  a  +  ^>  de  la  courbe  y. 

Si  M  est  un  point  fixe  du  plan,  les  pieds  Q,  et  Q2  des  perpen- 
diculaires, abaissées  de  ce  point  sur  ics  droites  /j,  et  p^^  décrivent 
les  courbes  podaires,  par  rapport  au    point  M,  des  lignes  engen- 

(')  S.  A    ToscANo,   EvoltUoidi  ed  evoU'ciitoidi  délie   curve  piane   (Atti  del 
/?.  fstit.  Venelo,  t.  LXXII,  parle  a',  1914.  P-  607-680). 
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drées  par  les  points  P,  et  Po-  Par  conséquent,  on  sait  que  les 
normales  à  ces  podaires,  menées  par  les  points  Q)  et  Qa,  passent 
par  les  points  milieux  des  segments  MP,  et  MPa. 

Lorsque  le  point  P  se  déplace  sur  la  courbe  v,  la  droite  Q)Q2 
décrit  un  système  simplement  infini  de  droites,  dépendant  de  la 
courbe  y,  de  l'angle  a  et  du  point  M.  Nous  pouvons  facilement 
déterminer  Venveloppe  et  les  trajectoires  orthogonales  de  ce 
système  de  droites  par  les  méthodes  du  calcul  vectoriel  intrin- 
sèque (*),  ainsi  que  nous  allons  l'exposer. 


I. 

Si  H,  et  Ho  sont  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des 
points  P,  et  P2  sur  la  droite  PM,  la  droite  des  deux  points  (-) 

R,  =  Q,-4-(M-H,),         R,=  Q,_(M-H2) 

coupe  la  droite  Q,  Q2  dans  le  point  R  de  V enveloppe  décrite 
par  celle-ci. 

Voici  comment  on  peut  démontrer  aisément  cette  consiruclion, 
tout  à  fait  simple,  du  |)oint  P. 

Soit  s  la  longueur  de  l'arc  de  la  courbe  y  au  point  P,  à  partir 

d'un  point  fixe  O,  sur  y;   et,  en  ce  même  point   P,  soit  -  la  cour- 

bure,  t  et  n  deux  vecteurs  unitaires  parallèles  à  la  tangente  et  à 
la  normale,  de  manière  que  [Eléments^  p.  86  et  87) 

ds  ds        p 

De  plus,  si  U  et  V  sont  deux   vecteurs  unitaires   parallèles  aux 
droites  /?,   et  PxM,   /'(^o)  est  la  distance  du  point  M  à  P,    Q  est 


(')  Voir  C.  BuRALi-FoRTi  et  R.  Mauoolongo,  £'/eV?ien^s  rfe  ca/c«/  vectoriel,  etc. 
(Paris,  A.  Heimann,  1910).  Cet  Ouvrage  sera  indiqué,  tout  court,  par  Éléments 
dans  la  suite.  On  pourra  même  consulter  :  C.  Buhali- I-'orti,  Corso  di  Geometria 
Analitico-Proiettiva  (Torino,  G.  B.  Petrini,  1912). 

(-)  Ainsi  R„  par  exemple,  est  un  point  sur  la  parallèle  à  P.M  menée  par  Q,  de 
manière  que  les  deux  segments  Q,R,  et  H,  M  aient  le  même  sens  et  la  même 
longueur. 
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l'angle  des  droites/),  et  MP,  on  a 

(2)  u  =  e'*t,        v  =  e'^u,        M  — P  =  /v: 

(3)  rcose  =  (M  — P)  xu,         rsinô  =  (M  —  F)  X  tu,         -^  =  -  tu: 

as        a 

où  /  et  e'?  sont  des  opérateurs  vectoriels,  qui  font  tourner  respec- 
tivement d'un  angle  droit,  on  de  ce  radians,  dans  un  sens  déter- 
miné, tout  vecleur  du  plan  de  la  courbe  v  i^Elénients,  Chap.  IV). 
Si  nous  dérivons  les  relations  (3)  par  rapport  à  5,  puisque  M  est 
fixe  et  d'après  les  égalités  (i)  et  (2),  on  déduit  immédiatement 

r    .  .  r 

(4)  {/'cosôj'^  —  cosa -i-  -  sin6,         (r  sin8)' =  sina cos6. 

?  ? 

Les  points  Q,  et  Qj  sont  donnés  par 

(5)  Q,  =  M  —  rsinO.  tu,        Qj  =  M  —  rcosô.u; 
par  suite,  à  Taide  des  relations  (3)  et  (4),  on  a 

\  O'i  =-sin6.u —  (sina cos6  |  .tu, 

(6)  )  P  V  P  / 

I  Qj  =  (  cosa sinO  1  .u cos6.iu; 

d'où,  en  appliquant  à  ces  vecteurs  la  rotation  d'un  angle  droit, 
V  t'Q'j  =  1  sina cosS  j  .u  -t —  sinô.iu, 

(6')  ;        ^  ,  '      /    . 

/  iQ'.,=  -  cosO.U-i-  (cosa sin6).iu. 

\        '       9  \  ?         / 

On  obtient  tout  point  U  de  la  droite  QiQa  en  faisant  varier  le 
nombre  réel  u  (c'est-à-dire  le  rapport  des  distances  du  point  Qo 
à  U  età  Qi)  dans  l'expression 

(7)  U  =  t^Q,-H(i -u)Q,. 

On  sait  alors  (Éléments^  p.  98)  que  le  point  R  de  la  courbe 
enveloppée  par  la  droite  variable  Q,  Qo  coïncide  a\ec  le  point  U  (7), 
correspondant  à  la  valeur  de  u  qui  satisfait  à  l'équalion 

(8)  -—  X  t  -—  =  o, 

ds  du 
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laquelle  exprime  le  parallélisme   Hes  deux  droites  tangent<'s  aux 
lignes  décrites  parle  point  U,  lorsqu'on  fait  5  =  const.  et  ^/  =  const., 

c  est-a-uire  le  p;irallelisme  des  vecteurs  —  et  — — • 
'  as         ou 

De  l'égalité  (-)  on  tire 

(9)  ^  =  «q',--(i-«);q2,     ^  =  Qt-Q*; 

par  suite,  d'après  les  formules  (5)  et  (6),  l'équation  (8)  devient 

jusina-(-(i  —  au)-  cos6     u 

-)-    (i  —  u)r  cos  y.  —  (i—  •2u)-sin6    iu[x  r(cos6u  —  r  sin9.iu)  =  o, 

c'est-à-dire,  en  multipliant  par  r  et  0,  que  (pour  le  point  arbitraire 
de  la  courbe  v)  nous  supposons  être  des  nombres  finis  et  non  nuls, 

u{r  —  p  si  II  a  cos  G)  —  (1  —  u){r  —  p  cos  a  sinO)  =  o. 

On  en  déduit  que  R  est  le  barycentre  des  points  Q,  et  Qo,  avec 
les  masses  r  —  p  cosa  sin8,  /■  —  p  sin  a  cosO,  c'est-à-dire 

_        (r  —  0  cosa  sin6)Qi -H  (r  —  p  sina  cos6  )Q., 

('o)  t^  =  ■ ^-7 K-s '-■ 

■?.r  —  p  sin(a  -Ho) 

D'autre  part,  on  voit  immédiatement  que 

(11)  Hi  =  P -f- p  sina  cosOv,  H2  =  P -I-  p  cosa  sin6v; 
d'où,  puisque  M  =  P  +  /V, 

(12)  M  —  Hi  =  (r  —  psinacos6)v,         M  —  Hi=  {r — pcosasin6)v, 

ou  encoie,  d'après  la  définition  des  points  R,  et  Rj, 

(i3)  Ri=  Qi-i-(''  —  psina  cose)v,         Hj  =  Q2 —  (''  —  ?  cosa  siii9)v. 

Par  suite,  en  avant  égard  à  la  construction,  bien  connue,  du 
barycentre  de  deux  points  avec  des  masses  données,  on  voit  que  R 
est  situé  sur  la  di'oite  R)R2.  c.  q.   f.   d. 

Remarque.  —  Lorsque  a  =r  o,  on  peut  même  trouver  R  de  la 
manière  suivante.  Soit  H  le  point  de  rencontre  de  la  droite  MQ, 


94  PREMIÈRE  PARTIE. 

et  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  Qa  sur  la  droite  Q,  Q2, 
et  soit  K  =  C  4-  (M  —  H).  On  voit  alors  facilement  que  R  est  le 
point  de  rencontre  des  droites  HK  et  Q,  Qj. 

11. 

L'équation    difFérentlelle    des    trajectoires    orthogonales    du 
système  des  droites  QiQo  est  [Eléments^  p.  100) 

(i4)  aU  X  -—  =  o  ou         (  — —      du-\ — —  X  -—  ds  =  o, 

ou  \  au  /  as         ou 

OÙ  U  désigne  toujours  le  point  arbitraire  (^)  de  la  droite  Q(Q2. 
Cette  équation,  d'après  les  formules  (y),  (5)  et  (6),  nous  donne 

r'^  du  -f-  [i<r  sina  sinG  -H  (i  —  u)r  cosa  cosO]  rfj  =  o, 

OU  encore 

.    -,  du        cos(a-+-6)  cosô 

(i5)  —7-  =  u  —  cosa . 

as  r  r 

Puisque  le  point  M  est  fixe  et  d'après  les  égalités  (1),  on  a 

d{M  -F)  =  ~tds; 

par  conséquent,  des  relations  (2),  on  a 

A  M  —  P)  V  d(M  —  P)        I    rdr^ 

et  le  facteur  intégrant  de  l'équation  (i5)  est  e^°^''-=zr.  Par  suite, 
de  cette  équation  on  lire 

(16)  M   =   -   (  Ç)  —  COSa     /    COsOrfsj 

(où  V  est  une  constante  arbitraire),  car 
/  cos(a  -+-  0)  c?i  =   -    /  î^ ^ ■'  =  —  j  =  —  r^-ir  consl. 
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En  remarquant  qu'on  a  identiquement 

/  cos(a  -+-  6)  c?5  =  cosa  /  cosO  ds  —  sina  /  sinO  ds, 

on  peut  encore  donner  à  u  la  forme 

—  sin  a    /   sinO  ds  ). 


u  =^      \  V 


On    pourra,   d'après    cela,    construire    sur   la    droite    Q1Q2    le 
point  To   de   la  trajectoire   orthogonale  correspondante  à    p  =  o, 

lorsqu'on  sait  calculer  l'intégrale    /  cosOf/^,  ou  bien  lorsque  a  est 

zéro,  ou  il  est  un  angle  droit.  Dans  ces  derniers  cas,  on  a  m  =:  1 
ou  M  =  o,  c'esl-à-dire  que  le  point  Tq  coïncide  respectivement 
avec  Q,  ou  Qo,  comme  il  était  aisé  de  le  voir  d'avance. 

Les  autres  points  T,   correspondant  à    des    valeurs    arbitraires 
pour  v^  d'après  les  relations  (^)  et  (16),  sont  donnés  par 

T  =  To+  ^(Q,-Q,). 


111. 

Soil  q  un  bipoint  variable,  dans  un  plan  fixe,  en  fonction  d'un 
nombre  s.  On  sait  alors  (')  (|ue  le  point  K  de  l'enveloppe  de  la 
droite  q,  c'est-à-dire  l'intersection  des  bipoinls  q  et  q' ^  est 

(17)  ^=^^ 

où  2  6  est  le  bivecleur  unitaire  du  plan  donné  (de  manière 
que  06=1,  quel  que  soit  le  point  O).  Si  nous  posons  q  z=  Ç)^  Qj, 
d'où  q'=zi}fÇ)\  —  QsQ'n  on  en  déduit  immédiatement,  d'après 
les  propriétés  fondamentales  du  produit  alterné  [li/éments,  p.  i85 
et  186;  p.  .97(19)], 

^5-'=QiQ,q;.q,-q,Q2Q',.Q2. 

(')   Voir,  par  exemple,  C.   Burali-I^'orti,  Introduction  à  la  Géomëtria  diffé- 
rentielle [Pitis^  Gaulliier-Villais,  189-,  p.  78). 


g6  PIUÎMIÈHE    PARTIE. 

Puisque  [Eléments^  p.  186) 

2QiQ2Q^  =  (Q2-Qi)x.Q'j, 

on  voit  ainsi  que  R  est  le  barjcentre  des  points  Q,  et  Q2  avec  les 
masses  (Qo —  Qi)  X  ^Qa  ^^  — (Q2 —  Qi  )  X  ^Qi  5  ^^  cela,  d'après 
les  formules  du  paragraphe  I,  permet  de  retrouver  le  résiillat  déjà 
obtenu  dans  le  paragraphe  I.  Ce  procédé  général  n'est  pas  plus 
compliqué  que  celui  que  nous  avons  exposé  auparavant,  sans  être 
toutefois  plus  simple  que  celui-ci. 

Nous  pouvons  même  déduire,  de  celte  tuanière,  les  trajec- 
toires orthogonales  des  droites  cj.  Le  point  arbitraire  ï  de  ces 
trajectoires  est 


(18)       T  = -^  —      f ,  ^^,  ?,„  mod(<76)a?5-Hcunst.     '- 

qq.b        \J    {qq  .b)-  J  mo( 


qb 


iqb) 


En  efl'el,  si  nous  désignons  par  W  le  vecleur  unitaire,  parallèle 

à  a,  c'est-à-dire  — tt — n  '  O"  a  T  =  R  -f-  xVi,  où  x  est  un  nombre 

■"  mod(qo)  ' 

réel,  et  T' x  w,  c'est-à-dire 

(  R'  -I-  x'w  -h  xw'  )  X  w  =  R'  X  w  -t-  a;'  =  o, 
d'où 

X  =  —  I  W  X  -w  ds  -h  const. 

Or,  de  la  formule  (17),  on  a  [Eléments,  p.  ig'-  (19)] 

R'^  iqq'-b)qq'-{qq".b)qq'  ^  (qq'.qq")b  ^   qq' .qq"      , 
{qq'.by-  {qq'.by'  {qq'-b)''  ^    ' 

d'où  l'on  tire  la  relation  (i8). 

On  pourrait  appliquer  celte  formule  gt'-nérale  (18)  à  la  con- 
struction des  trajectoires  du-paragraphe  11,  en  posant  q  =  (),  Qj, 
sans  toutefois  rencontrer  des  avantages,  car  on  aurait,  dans  ce 
cas,  plus  de  complication  que  dans  le  procédé  suivi  au  para- 
graphe II. 
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MILHAUD  (Georges;  et  ROUGET  (Edouard).  —  Cours  de  Géométrie 
ANALYTIQUE.  Tome  1  :  Géométrie  a  deux  dimensions,  i  vol.  gr.  in-8. 
Alcan,  1914- 

Le  Programme  de  la  classe  de  Malhématiques  spéciales  des 
Lycées,  arrêté  par  la  Commission  interministérielle  et  mis  en 
vigueur  en  1904,  comportait,  enlre  autres  choses,  une  réduction 
notable  de  la  part  jusqu'alors  réservée  à  la  Géométrie  analytique. 
Les  programmes  antérieurs  et  surtout  les  habitudes  des  examens 
avaient  développé  outre  mesure  bon  nombre  de  chapitres  de  la 
Géométi'ie  analytique.  Certains  d'entre  eux  y  étaient  exposés 
jusqu'aux  moindres  détails;  d'autres,  dont  les  applications  sont 
loin  détre  immédiales.  y  avaient  été  introduits.  Ce  surcroît  de 
matière  et  d'exposition  était  une  fatigue  pour  le  professeur  comme 
pour  lélève.  Au  point  de  vue  pédagogique,  c'était  un  inconvé- 
nient. Si.  en  effet,  certaines  intelligences  bien  douées  s'accommo- 
daient fort  bien  de  développements  un  peu  longs  qui  les  initiaient 
plus  complètement  aux  méthodes,  aux  raisonnements  mathéma- 
tiques et  leur  donnaient  une  maturité  plus  grande  et  des  connais- 
sances plus  approibndies,  beaucoup  d'autres  étaient  rebutées  par 
des  difficultés  dont  I  im|)ortance  et  les  applications  leur  échap- 
paient. Il  était  donc  nécess;iire  de  rendre  l'enseignement  des 
Mathématiques  spéciales  plus  moderne,  mieux  approprié  aux 
nécessités  des  Sciences  pures  et  appliquées. 

La  Géométrie  analytique  prend  ainsi  un  rôle  un  peu  secondaire; 
elle  sert  principalement  à  éclairer  par  des  applications  nombreuses 
et  immédiates  les  théories  de  rx\liîèbre  et  de  l'Analvse  :  l'étude  de 
la  concavité  d'une  courbe,  par  exem|)le,  est  intimement  liée  à  la 
formule  de  Tavlor  (').  Aussi,  certains  prolèsseurs  de  Mathéma- 
tiques spéciales,  j'avoue  cire  de  ceux-là,  cherchent-ils  à  faire  un 
cours  d'ensemble  de  façon  à  juxtaj)osef  la  théorie  et  l'application. 

(  '  )  La  classification  des  coniijues  ou  des  quadriqucs  à   la  lliéorie  des  formes 
quadratiques. 

ûull.  des  Sciences  mathéni.,  2"  série,  t.  XXXIX.  (Mai  igiJ.)  9 
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M.  l'iospecteur  général  Blutel  vient  de  faire  paraître,  dans  cet 
ordre  d'idées,  des  Leço!)s  qui,  dans  leurs  grandes  lignes,  sont  un 
modèle  du  genre.  Mais,  quelle  que  soit  l'idée  que  l'on  se  fasse 
de  la  construction  d'un  cours  de  Mathématiques  spéciales,  il  est 
certain  qu'il  est  devenu  utile  de  donner  à  l'enseignement  de  la 
Géométrie  analytique  un  caractère  de  grande  simplicité.  Ce  qui 
est  essentiel  et  d'une  application  couranle  doit  seul  s'y  Irouver; 
l'artifice  algébrique  doit  y  être  aussi  simple  que  possible;  les 
compléments  sont  réservés  aux  exercices. 

A  mon  avis,  les  Auteurs  ont  fait  là  un  Livre  extrêmement  clair, 
élégant  même,  et  qui  répond  de  tout  |)oint  à  ce  que  je  disais  plus 
haut.  Bien  des  Chapitres  m'ont  rappelé  les  Leçons  d'agrégation 
et  surtout  les  critiques  que  nous  faisait  J.  Tannery.  Quand  j'aurai 
dit  que  leur  Livre  porte,  à  un  haut  degré,  l'empreinte  de  l'ensei- 
gnement du  Maître  si  regretté,  je  crois  que  j'aurai  fait  le  plus  bel 
éloge  que  l'on  puisse  faire  de  leur  Ouvrage.  Avant  de  l'analvser, 
ils  me  permettront  cej)endant  de  leur  faire  une  critique  :  c'est 
d'avoir  séparé,  j'allais  écrire  dissocié,  le  plan  et  l'espace.  Toute 
étude  géométrique  du  plan  doit  être,  c'est  mon  opinion,  accom- 
pagnée de  l'étude  corresj)ondante  de  l'espace,  et  lorsque  c'est 
possible,  une  même  étude  doit  Iraiter  des  deux  à  la  fois.  La  géné- 
ralité et  la  portée  de  l'idée  maîtresse  se  trouvent  ainsi  mieux  mises 
en  valeur,  et  la  répétition  des  procédés  soit  de  raisonnemeul,  soit 
de  calcul,  produit  une  impression  |»lus  (liiral)le  en  même  temps 
(ju'elle  soulage  lellort  imposé  à  la  mémoire  de  Télève. 

L'Ouvrage  débute  par  l'énoncé  du  principe  d'homogénéité  : 
Lorsqii  on  a  éL(ihli\  entre  les  mesures  des  loiigueiirs  dune  même 
figure,  une  relation  algébrique 

fia,  i,  e,  ...,  e)  =  o, 

sans  spécifier  quelle  est  l  unité  de  longueur,  celte  relation  est 
homogène  ou  équii'aut  à  l'ensemble  (Vun  certain  nombre  de 
relations  lioniogènes.  C'est  claii-  et  je  ne  pense  |)as  qu'un  élève 
puisse  s'y  tromper.  I^a  construclion  ties  formules  en  est  lappli- 
cation.  Quelques  rappels  succincts  sur  la  tliéorie  des  vecteurs,  en 
particulier  le  fjroduil  géométrique  el  sa  propriété  de  distribu- 
tivité  et  nous  sommes  à  même  d'aborder  la  notion  de  coordon- 
nées   cartésiennes    ou    polaires,    les    formules    fondameiilalcs,    les 
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chan;,^einents  d'axe  de  coordonnées.  Lu  Cliapitre  est  alors  con- 
sacré à  l'étude  de  la  li<i;ne  droite.  La  notion  de  coordonnées  liomo- 
i;ènes  et  d'éléments  à  l'infini,  introduite  seulement  après  l'élude 
de  l'intersection  de  deux  droites  el  du  faisceau  linéaire,  force  les 
Auteurs  à  revenir  sur  ces  sujets;  c'est  un  léger  détail.  Les  ques- 
tions d'angles  et  de  distances  sont  nettes  et  précises;  la  notion 
d'éléments  imaginaires  les  suit. 

Le  rapport  anliarmonique  est  la  pierre  angulaire  de  ce  qu'on 
a  appelé  la  Géométrie  moderne.  On  a  poussé  fort  loin  son  rôle. 
Les  Auteurs  exposent  à  ce  sujet  tout  ce  qui  est  nécessaire  en 
y  rattachant,  bien  entendu,  l'homographie  et  l'involution.  Leur 
point  de  départ  est  le  rapport  anliarmonique  de  quatre  nombres, 
et  son  invariance  par  la  substitution  homographique  la  j)lus  géné- 
rale; le  rapport  anliarmonique  de  quatre  points  d'une  droite  est 
alors  le  rapport  anliarmonique  de  leurs  quatre  abscisses  sur  cette 
droite.  Celte  façon  de  procéder  introduit  de  suite  le  calcul  même 

de  préférence  au  symbole 

(A,  B,  C,  D), 

ce  qui,  à  mon  avis,  est  plus  clair  pour  les  élèves.  Les  divisions 
homographiques,  de  même  base  ou  de  bases  différentes,  sont  rap- 
prochées de  faisceaux  homographif|ues,  de  même  sommet  ou  de 
sommets  diftérents;  enfin  les  divisions  et  les  faisceaux  homogra- 
phiques en  involulion  sont  traités  concurremment. 

Le  cercle  et  les  systèmes  de  cercles  font,  dans  tous  les  Cours, 
l'objet  d'une  étude  spéciale.  Leurs  propriétés  géométriques  sont 
bien  connues  de  tous  :  les  retrouver  par  le  calcul  est  un  excellent 
exercice  d'assouplissement,  mais  il  y  a  plus  :  sur  l'équation  de 
cetle  courbe,  il  est  j)os^ible  d'exposer  les  méthodes  f[ui  seront  em- 
ployées pour  les  courbes  algébriques.  C'est  ce  qu'ont  (ait  les 
Auteurs,  en  particulier  dans  la  recherche  de  la/o/'/ne  homogène  de 
l  équation  de  la  tangente.  Ils  emploient  même  les  axes  obliques, 
ce  qui  n'introduit  aucune  com|)lication,  mais  je  pense  (juo  les  axes 
rectangulaires  sont  largement  suffisants. 

La  représentation  graj)hi([ue  des  fonctions  dune  variable  avant 
une  très  grande  importance  au  point  de  vue  des  ap|dications  ulté- 
rieures, la  construction  des  courbes  devient  un  des  Chapitres  les 
plus  utiles  de  la  Géométrie  analvtique.  Tout  d'aljord,  les  Auteurs 
étudient  les  courbes  dont  l'équation   cartésienne  est  résolue  ou 
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résoluble  par  rapport  à  l'une  des  coordonnées.  Celle  élude  est 
divisée  en  deux  parties  :  i''  étude  de  la  courbe  en  un  point  à 
distance  finie  :  tangente,  normale,  concavité,  inflexion,  ordre  de 
contact;  éléments  géométriques  attachés  à  la  courbe  :  sous-tangenle, 
sous-normale;  2"  étude  de  la  courbe  en  un  point  à  l'infini  :  asymp- 
totes, courbes  asvmploies,  disposition  de  la  courbe.  Cette  expo- 
sition est  accompagnée  de  nombreux  exemples  empruntés  au  do- 
maine de  la  Physique.  Puis  ils  abordent  les  courbes  dont  tous  les 
points  ont  des  coordonnées  cartésiennes,  fonctions  données  d'un 
paramètre  variai)le.  Ces  courbes  ont  une  grande  importance  en 
Cinématique.  L'ordre  suivi  est  le  même.  Les  Auteurs  ont,  avec 
juste  raison,  insisté  sur  le  cas  singulier  du  point  cl  in  flexion.  Les 
exemples  numériques  sont  encore  plus  nombreux  et  servent  même 
de  base  à  l'exposition  de  la  théorie. 

Enfin,  l'étude  des  courbes  d'équation  non  résoluble  ouvre  l'ère 
de  nouvelles  difficultés.  Les  Auteurs  ne  font  qu'énoncer  les  con- 
ditions d'existence  de  la  fonction  implicite;  ils  ont  parfaitement 
raison.  Puis  ils  donnent  les  équations  de  la  tangente  et  de  la 
normale  el  cpielques  renseignements  sur  l'étude  de  la  concavilé  et 
la  recherche  des  points  d'inflexion.  Raisonnant  sur  l'équation 
généraley(j7,  r)  =  o,  ils  sont  tenus  à  rester  dans  le  vague  à  moins 
de  soulever  toutes  les  difficultés  qui  se  présentent,  dans  le  cas  des 
courbes  algébriques  j^arliculièrement.  Quant  à  moi,  j'estime  qu'un 
exemple  bien  choisi,  tel  que  celui  à.\\  joli  uni.  renseignerait  mieux 
les  élèves  sur  la  façon  de  procéder.  La  recherche  des  asymptotes 
indiquée  dans  le  cas  général  est  poussée  en  détail  dans  celui  des 
courbes  algébriques.  C'est  là  où  des  indications,  même  sommaires, 
sur  la  continuité  des  racines  d'une  équation  entière  deviendraient 
intéressantes  pour  les  élèves;  c'est  l'avantage  du  cours  d'ensemble. 
Enfin  quelques  conseils  pratifpies,  en  particulier  sur  l'emploi  des 
théorèmes  de  Rolle  et  de  Descaries,  et  de  bons  exemples  termi- 
nent cette  exposition  ('j. 

Les  courbes  algébriques  et  en  particulier  l'élude  de  leurs  points 
singuliers  retiennent  assez  longuement  les  Auteurs;  je  ferai  ici  la 

(')  Pcul-èlre  seruil-il  iniércssani  de  taire  remarquer  ici,  après  l'exposition  de 
tous  ces  procédés  de  construction,  l'application  que  l'on  peut  en  tirer  pour  la 
résolution  graphique  des  équations,  et  exposer  les  diverses  méthodes  d'approxi- 
mation ? 
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même  remarque  que  pour  l'élude  des  asymptotes  de  ces  courbes; 
au  reste,  les  deuK  problèmes  sont  identiques.  Dans  cette  catégorie, 
les  courbes  unicursales  jouent  un  rôle  important,  tant  au  point  de 
vue  de  l'Analyse  que  de  la  Géométrie.  Les  Auteurs  attirent,  avec 
raison,  l'attention  des  élèves  sur  la  représentation  propre  ou  im- 
propre d'une  telle  courbe  et  s'étendent  longuement  sur  la  propriété 
des  points  multiples. 

L'étude  des  coordonnées  [molaires  et  tout  pariiculièrement  la 
construction  des  courbes  occupent  le  Lecteur  pendant  un  long  et 
intéressant  Chapitre.  Les  résultats  sont  classiques,  mais  on  sent 
que  les  Auteurs  ont  cherché  les  solutions  les  plus  intuitives,  en 
particulier  dans  l'étude  de  la  concavité.  Des  exemples  nombreux 
font  bien  comprendre  les  différentes  singularités  :  points  multiples, 
points  et  cercles  asymptotes;  enfin  une  étude  élégante  des  con- 
choïdes  et  des  cubiques  circulaires  unicursales  termine  ce 
Chapitre. 

Au  point  de  vue  pratique,  une  courbe  est  fort  souvent  définie 
autrement  que  par  son  équation  ou  une  représentation  paramé- 
trique. Elle  peut  être  définie  par  une  propriété  géométrique.  Si 
la  propriété  ne  fait  intervenir  aucun  élément  différentiel  de  la 
courbe,  on  peut  se  proposer  de  rechercher  son  équation  ou 
quelque  représentation  paramétrique.  Dans  le  cas  contraire,  on 
est  conduit  à  une  équation  différentielle.  La  recherche  d'un  lieu 
géométrique  rentre  dans  le  premier  type.  Les  Auteurs  montrent 
nettement  le  problème  algébrique  qui  lui  est  substitué  et  les  res- 
trictions nécessaires  qui  s'imposent.  La  théorie  des  enveloppes 
rentre  aussi  dans  le  même  type.  On  peut  aborder  le  problème  de 
deux  façons  légèrement  différentes  :  partir  soit  de  Venveloppe 
elle-même  et  de  la  propriété  de  contact,  soit  de  Venveloppée  et 
définir  l'enveloppe  comme  lieu  des  points  caractéristiques.  Ces 
deux  définitions  ne  sont  pas  équivalentes  d'une  manière  absolue. 
Tout  ceci  est  clairement  montré  ainsi  que  les  singularités  courantes 
qui  se  rencontrent  dans  cette  élude.  Parlant  des  enveloppes  à  deux 
paramètres,  les  Auteurs  ont  eu  soin  de  s'étendre  un  peu  longue- 
ment sur  le  problème  qui  consiste  à  trouver  l'équation  ponctuelle 
dune  courbe,  connaissant  son  équation  tangentielle.  Pour  le 
second  tvpe  de  problème,  les  Auteurs  se  bornent  au  cas  où  l'on 
fait  simplement  intervenir  une  propriété  de  Vêlement  de  contact 
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de  la  courbe;  léquation  ditTërentielle  est  donc  du  piemier  ordre. 
C'est  là  le  cas  le  plus  fréquent,  surtout  dans  la  pratique  des  exa- 
mens. Ces  courbes  méritent  donc  une  attention  particulière,  mais 
je  persiste  à  croire  que  cette  étude  serait  mieux  à  sa  place  après 
les  leçons  sur  les  équations  différentielles  qui  sont  indiquées  au 
programme.  Au  reste,  les  Auteurs  sentent  fort  bien  qu'ils  doivent 
au  Lecteur  quelques  explications  sur  la  théorie  analytique  des 
équations  différentielles  et  en  particulier  sur  les  intégrales  singu- 
lières. A  cette  légère  divergence  de  vue  près,  je  dois  dire  que  les 
Auteurs  ont  su  réunir  une  suite  de  remarques  et  d'a|)plications  qui 
seront  des  plus  intéressantes  pour  les  élèves  et  surtout  leur  fera 
comprendre  le  rôle  de  la  constante  d'intégration. 

L'application  de  l'Analyse  à  la  Géométrie  tient  une  grande  place 
dans  le  programme  actuel;  les  Auteurs  lui  ont  consacré  un  long  et 
intéressant  Chapitre.  Il  définissent  tout  dabord  la  longueur  de 
l'arc  de  courbe  et  donnent  les  différentes  formes  de  lélément  d'arc 
sans  insister  sur  quelques  difficultés  théoriques  peu  intéressantes 
pour  les  élèves  et  sur  lesquelles  il  est  toujours  possible  de  revenir 
dans  les  exercices.  L'orientation  dune  courbe,  le  calcul  des 
cosinus  directeurs  de  la  tangente  orientée  sont  des  questions 
d'une  grande  utilité  en  Mécanique;  ils  ont  insisté  avec  juste  raison. 
La  courbure,  le  rayon  de  courbure,  le  centre  de  courbure,  la  déve- 
loppée et  la  développante  d'une  courbe  sont  autant  de  questions 
intéressantes  que  les  Auteurs  ont  traitées  avec  clarté,  élégance  et 
sobriété;  ils  signalent,  pour  terminer,  la  propriété  de  ré(pjalion 
intrinsèque  d'une  courbe,  de  la  définir  en  grandeur. 

La  théorie  des  coni(|ues  terminent  l'Ouvrage.  Tout  d'abord,  les 
A.uteurs  exposent  les  généralités  indispensables  à  l'étude  des 
courbes  du  second  degré.  La  distinction  des  coniques  en  trois 
genres,  d'après  la  nature  tles  |:)()inls  à  l'infini,  les  conduit  à  la  recher- 
clie  pratique  des  asymptotes.  La  classification  des  coniques  par  la 
décomposition  en  carrés  du  premier  membre  de  leur  équation  est 
exposée  par  la  méthode  de  Gauss  ('),  I/étude  des  dillérentes 
formes  est  très  utile  et  doit,  dans  la  pratique,  être  souvent  faite  sur 
des  équations  numériques.  L'étude  de  l'intersection  d'une  droite 
et  d'une  conique  les  conduit  à  la  notion  de  tangente  en  un  point. 

(')  Il  serait  ijon,  je  crois,  de    signaler  I;i  lui    il'iiicrlie. 
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à  celles  de  points  doubles  et  d'équation  tangentielle.  A  ce  pro|)Os 
se  trouvent  énoncées  les  conditions  pour  (|u\ine  coni(jue  ait  un 
point  double  ou  une  infinité  de  points  doubles;  peul-èlre  pour- 
rait-on signaler,  dans  ce  dernier  cas,  que  les  conditions  énoncées 
ne  sont  pas  indépendantes. 

La  question  des  pôles  et  polaires  est  du  plus  grand  intérêt  dans 
l'étude  des  coniques  ;  ellecontient  l'étude  du  centre,  des  diamètres, 
des  axes.  I^es  Auteurs  insistent  sur  la  réversibilité  de  la  forme 
polaire  et  sur  les  expressions  des  coordonnées  du  pôle  d'une  droite 
à  l'aide  de  l'équation  tangentielle  de  la  conique;  quelques  notions 
rapides  et  claires  sur  les  points  conjugués,  les  droites  conjuguées, 
'es  triangles  conjugués,  les  pùles  et  polaires  d'éléments  à  l'infini 
terminent  cette  étude  volontairement  brève  et  réduite  à  ce  qu'elle  a 
d'essentiel.  La  recherche  et  la  discussion  des  centres,  des  diamètres 
(véritables  ou  singuliers)  et  des  diamètres  conjugués  sont  ensuite 
exposées  et  les  Auteurs  abordent  la  recheiche  pratique  des  équa- 
tions réduites.  La  méthode  est  ici  fixée  par  le  rapport  de  la  Com- 
mission interministérielle  :  un  transport  d.ixes  suivi  dune  rotation 
pour  les  coniques  à  centre,  une  rotation  suivie  dun  transport 
d'axes  pour  les  coniques  du  genre  parabole.  Les  Auteurs  signalent 
la  méthode  rapide  du  calcul  des  axes  à  l'aide  d'un  cercle  con- 
centrique; très  intéressante,  elle  s'étend  aux  axes  obliques  et  à  la 
recherche  des  axes  d'une  section  plane  d'une  quadnque.  Les  loyers 
et  directrices  terminent  ces  généraliiés;  la  définition  de  Plùcker  a' 
est  signalée  avec  toute  Timportance  qu'elle  a  dans  les  applications. 
La  recherche  des  foyers  sur  les  équations  réduites  amène  le  Lecteur 
à  l'équation  polaire  commune  aux  trois  coniques. 

L'étude  des  coniques  à  centre,  sur  équations  réduites,  est 
poussée  en  détail,  tant  au  point  de  vue  algébrique  qu'au  point  de 
vue  géométrique  ;  ils  sont  en  effet  intimement  liés  l'un  à  l'autre 
et  se  complètent  mutuellement.  Les  Auteurs  insistent,  entre  autres 
choses,  sur  la  signification  du  paramètre  C2,  angle  d'anomalie  dans 
l'ellipse,  et  sur  son  emploi.  Les  problèmes  sur  les  langenles,  les 
pro])riétés  diamétrales  tant  descriptives  que  métriques,  les  pro- 
priétés particulières  des  asymptotes  de  Thyperbole  et  les  propriétés 
focales  sont  exposés  avec  beaucoup  de  clarté  et  d'ordre.  Un  para- 
graphe particulier  est  consacré  au.\.  problèmes  sur  les  normales  et  à 
la  développée.  L'étude  de  la  parabole  est  poursuivie  dans  le  même 
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ordre;  enfin  les  Auteurs  signalent  différenles  expressions  du  rayon 
de  courbure  d'une  conique  et  [irincijDalement  la  construction  du 
centre  de  courbure  en  un  point  quelconque;  pour  la  Géométrie 
descriptive,  en  particulier,  ces  remarques  sont  intéressantes. 

L'étude  des  propriétés  des  ensembles  de  coniques  est  forcément 
restreinte  d'après  l'esprit  même  du  programme.  La  transformation 
par  polaires  réciproques  continue  à  être  enseignée  dans  les  Cours,  le 
principe  de  dualité  ayant  une  grande  importance;  l'intersection 
des  coniques  est  réduite  à  ce  qu'elle  a  de  fondamental;  aussi,  les 
Auteurs  ont-ils  cru  nécessaire  de  prendre  de  nombreux  cas  parti- 
culiers qui  seront  des  plus  utiles  aux  élèves.  L'homotliétie  et 
particulièrement  les  coniques  homotliétiques  sont  traitées  sans 
perdre  de  vue  le  sens  géométrique.  Un  dernier  Chapitre,  consacré 
à  l'homographie  et  l'involution  sur  une  conique,  contient  en  parti- 
culier les  théorèmes  classiques  de  Pascal,  Brianchon  et  Frégier. 

Pour  terminer,  je  dirai  cpie  j'ai  eu  grand  plaisir  à  parcourir  ce 
Livre  qui  m'a  rappelé  bien  souvent  l'enseignement  cpii  nous  a  été 
donné  et  cela  sous  une  forme  agréable,  claire  et  concise.  J'espère 
que  les  élèves  sauront  l'apprécier  à  sa  valeur.  lia  été  écrit  pour  eux 
et  rien  n'a  été  négligé  pour  leur  en  rendre  la  lecture  plus  aisée.  Les 
Auteurs  y  ont  apporté  toutes  leurs  (jualités  professionnelles,  leur 
expérience,  et  l'Editeur  a  tout  fait  pour  que  la  forme  elle-même 
en  augmentât  les  qualités. 

E.     OuiVKÏ. 


MÉLANGES. 


LA  CONFÉRENCE  INTERNATIONALE  DE  L'ENSEIGNEMENT  MATHÉ- 
MATIQUE, TENUE  A  PARIS  DU  1"  AU  4  AVRIL  1914; 

Pau  Al.  I^knk  GARNIKH. 


Créée  en  1908  à  la  suite  d'un  vœu  du  Congrès  malli('inalique 
international  de  Home,  prolongée  en  1912,  à  Cambridge,  jusqu'au 
prochain  Congrès  de  Stockholm,  la  Commission  internationale  de 
l'Enseignement  mathématique  semblerait  remonter  à  une  lointaine 
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origine  sil  fallait  la  juger  par  le  nombre,  l'étendue  et  limpor- 
lance  de  ses  publications.  En  cinq  années  de  travail,  elle  a  produit 
3oo  Rapports  formant  plus  de  i6o  Fascicules  ou  N^ohimes,  et 
embrassant  tous  les  ordres  de  l'Enseignement  malbémalique  : 
primaire,  secondaire,  supérieur  et  technique.  Tout  récemment, 
la  Commission  donnait  une  vivante  manifestation  de  son  activité 
par  la  Conférence  (ju'elle  organisait  à  la  Sorbonne  :  i6i  mathé- 
maticiens de  toutes  nationalités  s'y  rencontrèrent.  Le  succès  de  la 
Conférence  fut  des  plus  brillants  et  des  plus  justifiés;  aussi  bien, 
tout  conspirait  en  sa  faveur  :  la  présence  de  savants  éminents, 
l'intérêt  et  l'importance  des  Rapports  et  des  Communications, 
enfin  l'inlassable  activité  de  son  dévoué  secrétaire  général, 
M.  H.  Fehr. 

L'analyse  détaillée  de  tous  les  travaux  de  la  Conférence  dépas- 
serait de  beaucoup  le  cadre  du  Bulletin;  nous  résumerons  donc 
très  rapidement  les  séances,  quitte  à  nous  arrêter  quelque  peu 
sur  les  Discours  de  la  séance  d'ouverture. 

Les  travaux  proprement  dits  de  la  Commission  durèrent  ti'ois 
jours,  du  jeudi  2  avril  au  samedi  4  avril;  ils  furent  précédés 
d'une  séance  préliminaire  où  les  participants  prirent  contact  les 
uns  des  autres  :  le  i*"'  avril,  à  i4''3o'",  le  Comité  central,  sous  la 
présidence  de  Sir  George  Greenhill,  Vice-Président,  se  réunissait 
à  l'amphithéâtre  Le  Verrier  et  adoptait  le  règlement  proposé  par 
M.  H.  Fehr.  A  16'',  M.  Castelnuovo  présidait  une  première  séance 
de  délégués,  et,  à  21'',  la  Société  mathématique  de  France  conviait 
les  membres  de  la  Conférence  à  participer  à  ses  travaux.  La  récep- 
tion de  la  Société  fut  particulièrement  réussie;  dans  une  aimable 
allocution,  M.  E.  Vessiot,  Président  en  exercice  de  la  Société, 
souhaita  la  bienvenue  aux  délégués,  et  l'on  entendit  ensuite  deux 
Communications,  l'une  de  M.  J.  Hadamard,  l'autre  de  ^L  H. 
Lebesgue. 

Ce  fut  le  jeudi  2  avril  que  débutèrent  les  séances  officielles  de 
la  Commission,  A  9''3o"',  M.  G.  Darboux,  représentant  le  Ministre 
de  l'Instruction  pidjlique,  présidait  la  séance  d'ouverture  à  l'am- 
phithéâtre Richelieu.  Cette  séance  fut  consacrée  à  trois  Discours 
de  -MM.  Appel!,  Castelnuovo  et  Darboux,  et  à  deux  Conférences 
de  MM.  E.  Borel  et  M.  d'Ocagne. 

Président  d'honneur  de  la  délégation  française,   M.  P.  Appell 
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avait  bien  voulu  souhaiter  la  bienvenue  aux  «  professeurs,  ingé- 
nieurs et  savants  venus  des  pays  les  plus  divers  pour  prendre  part 
aux  travaux  de  la  Conférence  ».  Après  avoir  félicité  la  Commission 
de  son  zèle  et  de  son  activité,  M.  P.  Appeli  rendit  un  pieux  hom- 
mage à  la  mémoire  de  C.  Bourlet,  qui  avait  mis  au  service  de  la 
Commission  «  ses  rares  qualités  d'organisateur  et  de  professeur, 
sa  connaissance  approfondie  de  l'enseignement  scientifique  et  de 
l'enseignement  technique  ». 

Puis,  M.  Castelnuovo,  membre  du  Comité  central,  prit  la  parole 
au  nom  de  M.  F.  Klein,  absent  pour  raison  de  santé.  Parfois  on 
a  exprimé  cette  crainte  que  la  Commission  de  l'Enseignement 
mathématique  ne  soit  inféodée  à  telle  ou  telle  doctrine,  et  qu'elle 
ne  cherche  à  imposer  ses  tendances.  Aussi  M.  (>astelnuovo  tenail-il 
à  protester  contre  une  paredie  intention  :  la  Commission  n'a 
«  ni  les  mojens,  ni  le  désir  de  réformer  radicalement  l'enseigne- 
ment mathématique  ».  Il  aborde  ensuite  ce  sujet  proposé  par  le 
Comité  central  :  l'examen  des  résidtats  obtenus  par  l'introduction 
du  Calcul  infinitésimal  dans  l'enseignement  secondaire,  et  l'élude 
du  rôle  des  Mathématiques  dans  la  préparation  des  ingénieurs;  et 
ceci  l'amène  à  exprimer  quelques  paroles  aimables  à  l'adresse  de 
la  France,  de  ses  savants,  de  ses  professeurs  :  «  Nulle  part  mieux 
qu'à  Paris  nous  n'aurions  trouvé  des  conditions  favorables  à  nos 
travaux...  La  France  d'ailleurs  a  consacré  depuis  plus  d'un  siècle 
ses  soins  les  plus  assidus  à  la  préparation  des  ingénieurs,  et  a 
compris  l'importance  de  ce  problème  en  une  époque  où  le  déve- 
loppement colossal  de  Tindustrie  moderne  ne  pouvait  encore  être 
prévu.  A  la  glorieuse  Ecole  Polytechnique,  d'autres  Instituts  ont 
été  adjoints  pour  répondre  aux  nouveaux  besoins  qui  se  sont  pré- 
sentés. La  multiplicité  de  ces  giandes  Ecoles  et  la  diversité  de 
leur  organisation  nous  fourniront  des  sujets  de  comparaisons  ins- 
tructives. »  Apiès  avoir  évoqué  les  noms  de  Vogt  et  de  Bourlet, 
M.  Castelnuovo  tient  à  signaler  une  fois  de  plus  la  part  (pie  la 
délégation  française  a  pris  dans  les  travaux  de  la  (iOnunis>ion  : 
ft  Mais  le  cercle  des  personnes  qui  s'intéressent  (en  France)  aux 
problèmes  de  l'Enseignement  est  bien  plus  vaste  et  com|H"end  tous 
(les)  savants.  On  dirait  que  les  découvertes  admirables  que  notre 
science  doit  à  leur  génie  n'ont  pas  suffi  à  raclivil('  de  leur  esprit. 
En     suivant     une    noble    tiadition    ipii    lernonte    à     Monge     et    à 
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Lagrangv,  ils  ont  voulu  porter  rinlliience  de  leur  savoir  au  profil 
des  écoles.  C'est  là  un  grand  exemple  qu'ils  nous  donnent  et 
même  un  encouragement  précieux.  »  Enfin,  M.  Castelnuovo  ter- 
mine son  beau  Discours  par  des  paroles  très  élevées  sur  l'utilité 
sociale  de  la  Science,  <<  la  plus  précieuse  des  richesses,  celle  qui 
forme  notre  orgueil  et  (jui  est  la  source  de  nos  jouissances  les  plus 
pures  ». 

C'est  encore  par  un  hommage  à  la  Science  que  débute  le 
Discours  de  M.  G.  Darboux.  C'est  à  la  Science  qu'on  doit  les 
merveilleuses  découvertes  qui  ont  transformé  les  conditions  maté- 
rielles de  la  vie  des  peuples.  De  jour  en  jour,  les  résultats  se  font 
plus  nombreux,  plus  impoitants;  les  faits  nouveaux  s'accumulent; 
les  recherches  deviennent  aussi  plus  difficiles.  Si  l'on  veut  cpie 
l'élite  intellectuelle  de  demain  soit  à  même  de  continuer  l'œuvre 
entreprise;  si  l'on  veut,  plus  modestement,  que  la  moyenne  de 
nos  écoles,  celle  qui,  plus  tard,  formera  le  «  grand  public  », 
puisse  rendre  pleine  justice  à  l'action  civilisatrice  et  sociale  de  la 
Science,  il  faut  agir  sans  retard  et  rendre  à  la  Science  la  part  qui 
lui  est  due  dans  l'Enseignement.  Et,  au  fond,  n'est-ce  pas  ainsi 
qu'on  se  rapprochera  le  mieux  des  penseurs  de  llonie,  des  philo- 
sophes delà  Grande  Grèce,  des  maitres  d'Alexandrie?  N'est-ce  pas 
leur  rendre  le  plus  bel  hommage  que  de  penser  et  d'agir  comme 
ils  l'auraient  fait  s'ils  avaient  été  nos  contemporains,  que  de  rap- 
procher la  jeunesse  de  cet  idéal  qui  fut  toujours  le  but  de  leur  vie 
et  leur  préoccupation  suprême? 

C'est  ainsi  qu'à  nos  yeux  du  moins,  la  réforme  de  l'Enseigne- 
ment secondaire,  sous  des  ap|)arences  révolutionnaires,  puise  à  la 
véritable  source  classique;  elle  se  rattache  étroitement  à  ce  patri- 
moine intellectuel  gréco-latin  qui  a  été  et  restera  toujours  le  patri- 
moine de  l'humanité  tout  entière.  Et  pourtant,  chez  les  esprits 
timorés  ou  arriérés,  que  d'obstacles  dans  la  réalisation  de  celte 
réformel  M.  G.  Darboux  rappelle  malicieusement  (|ue  cet  état 
d'esprit  date  de  loin  :  il  v  a  cinquante  ans,  il  siégeait  dans  une 
(^.ommlssion  à  côté  d'un  professeur  de  lettres  qui,  à  toutes  ses 
avances,  finit  par  répondre  :  «  Les  sciences  sont  quelque  chose  de 
bien  envahissant.  »  C'est  qu'alors  «  le  professeur  de  Mathématiques 
était  considéré  comme  de  classe  inférieure,  assimilé  au  professeur 
de  gymnastique  ou  de  dessin  ». 
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Et  ici  se  pose  un  problème  redoutaljle  :  si  le  cadre  général  de 
renseignement  ne  peut  être  aujourd'hui  ce  qu'il  était  il  v  a  un 
demi-siècle,  s'il  doit  suivre  les  progrès  incessants  de  la  Science, 
comment  concilier  celte  évolution  avec  les  lois  immuables  de 
l'Enseignement  :  l'intelligence  de  l'enfant  est  limitée;  le  temps  lui 
est  mesuré;  et  pourtant,  suivant  la  très  belle  formule  de  M.  G.  Dar- 
boux,  il  faut  «  faire  de  l'enfant  un  homme  en  état  d'aborder  avec 
les  moyens  nécessaires  toutes  les  difficultés  et  toutes  les  tâches  de 
la  vie  à  laquelle  il  est  destiné,  capable  surtout,  à  l'aide  des  notions 
acquises,  de  continuer  à  recevoir  des  hommes  et  des  choses  cet 
enseignement  et  ce  développement  qui  ne  doivent  finir  qu'à  son 
dernier  jour  ».  La  solution  dun  problème  aussi  difficile  ne  peut 
s'obtenir  qu'en  laissant  aux  cadres  de  l'enseignement  une  sou- 
plesse, une  élasticité  en  rapport  avec  les  intelligences  les  plus 
diverses.  Tel  a  été  le  but  de  la  réforme  de  1902  el  c'est  ainsi  cjue, 
dans  les  deux  dernières  sections  du  second  cycle,  les  sciences  ont 
une  place  prépondérante.  Malgré  l'engouement  un  peu  excessif, 
sans  doute,  du  début,  le  nombre  des  adeptes  des  deux  séries  G 
et  D  ne  décroît  pas;  phvsiciens,  naturalistes,  philoso|ilH\s,  lettrés 
viennent  s'abreuver  à  la  source  scientilique  :  c'est  une  période 
nouvelle  qui  s'ouvre,  période  où  «  tout  sera  en  perpétuel  devenir  », 
période  oii  les  programmes  devront  toujours  être  surveillés  atten- 
tivement et  rectifiés  à  chaque  instant. 

Telle  est  la  tâche  qui  s'impose  tout  particulièrement  aux  ÏNJem- 
bres  de  la  Gommission  de  rEnseignement  mathématique.  Gomme 
le  remarque  M.  G.  Darboux  en  terminant,  il  est  quatre  points 
essentiels  qu'on  peut  considérer  «  comme  acquis  en  Mathéma- 
ti(pies  depuis  notre  réforme  de  1902,  ce  sont  : 

«  i"  L'introduction  dans  l'Enseignement  élémentaire  du  Galcul 
des  dérivées  et  même  de  notions  de  Galcul  intégral; 

»  2*^  L'emploi  systématique  dans  la  Géométrie  des  méthodes  de 
ti-ansformation  fjui  simplifient  l'étude  et  apportent  un  principe  de 
classification  ; 

»  o"  l^e  développement  donné  aux  applications  qui  sont  posées 
par  la  prali(pie,  à  l'exclusion  des  ju'oblèmes  qui  n'ont  aucune 
racine  dans  la  r<''alité; 

»  4"  Le  développement  aussi  complet  que  |)ossible  de  rinitialive 
personnelle  clie/,  tous   les   élèves   «jin    |ti(Minent   part  à   I  l'iiseigne- 
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ment,  et  une  préoccupation  incessante  d'une  ])onne  formation  de 
lesprit.  .) 

L'appel  de  M.  G.  Darhoux  trouva  en  f|nelque  sorte  une  pre- 
mière réponse  dans  une  importante  Conférence  de  M.  E.  Borel  sur 
«  L'adaptation  de  l'Enseignement  secondaire  aux  progrès  de  la 
Science  »  ;  et,  enfin,  la  séance  d'ouverture  se  termina  par  une 
autre  conférence,  faite  par  M.  M.  d'Ocagne  sur  «  Le  rôle  des 
Mathématiques  dans  les  sciences  de  l'ingénieur  ». 

Le  soir,  à  14*^30'",  M.  .1.  Hadamard,  qui  venait  d'être  choisi 
comme  membre  du  Comité  central,  présidait  une  séance  à  l'am- 
phithéâtre de  Chimie;  cette  séance  (ut  consacrée  d'abord  à  la 
lecture  de  deux  Rapports  :  le  Pvap|)ort  général  de  M.  E.  Beke  sur 
<(  Les  résultats  obtenus  dans  lintroduction  du  Calcul  différentiel 
et  intégral  dans  les  classes  supérieures  de  l'Enseignement  secon- 
daire »,  et  le  Rapport  spécial  de  M.  C.  Bioche  sur  «  L'organisation 
de  l'enseignement  du  Calcul  des  dérivées  et  des  fonctions  primi- 
tives dans  les  Lycées  de  France  et  les  résultats  obtenus  ». 

Le  Rapport  très  important  et  très  documenté  de  M.  E.  Beke 
s'appuie  sur  les  réponses  fournies  par  18  pays  à  un  questionnaire 
publié  par  la  Sous-Commission  A;  ce  questionnaire,  très  détaillé, 
comportait  les  six  questions  principales  suivantes  : 

L  Dans  quelle  mesure  a-t-on  introduit  les  premiers  éléments 
de  Calcul  différentiel  et  intégral  dans  les  écoles  moyennes  de  votre 
pays  ? 

IL  Quel  est  le  degré  de  rigueur  dont  on  fait  usage  dans  l'intro- 
duction des  concepts  fondamentaux  et  dans  les  démonstrations? 

KL  Quelles  sont  les  considérations  méthodiques  que  l'on  suit 
dans  l'introduction  au  Calcul  différentiel  ni  intégral? 

IV.  (Quelles  sont  les  applications  du  Calcul  différentiel  et  inté- 
gral que  l'on  donne  dans  ce  premier  enseignement? 

V.  L'introduction  du  Calcid  différentiel  et  intégral  a-t-elle 
ameiaé  un  allégement  du  plan  d'études  en  supprimant  d'autres 
théories?  Dans  l'affirmative,  de  quelle  manière? 

VI.  Quels  sont  les  résultats  obtenus  par  l'inlroduction  du 
Calcul  différentiel  et  intégral?  Est-t-elle  reconnue  comme  une 
réforme  nécessaire?  Dans  quelle  mesure  rencontre-t-elle  de 
l'approbation  ou  de  l'opi^osition? 
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On  pourrait  résumer  ainsi  les  conclusions  de  M.  E.  Beke  :  dans 
tous  les  pajs  qui  ont  jjarlicipé  à  Tenquèle,  l'introduction  du 
Calcul  infinitésimal  dans  l'Enseignement  secondaire  fait  des 
progrès  indéniables  et  continus;  lorsqu'il  s'agit  de  démonstrations 
trop  délicates,  le  professeur  demande  d'admettre  le  résultat  (lout 
en  prévenant  les  élèves  de  l'existence  d'une  preuve  rigoureuse). 
En  effet,  le  but  poursuivi  réside  surtout  dans  une  économie  de 
temps  et  de  méthode,  ainsi  que  dans  la  liaison  de  renseignement 
des  Mathématiques  avec  celui  de  la  Physique  et  de  la  Mécanique. 
Les  résultats  obtenus  à  cet  égard  sont  très  appréciables;  (juant 
auK  obstacles  rencontrés  (surtout  à  l'étranger)  par  la  réforme  de 
l'Enseignement  mathématique,  ils  proviennent  principalement  di: 
professeurs  d'Université,  dont  les  scrupules  excessifs  se  mani- 
festent de  plus  en  plus  rarement. 

Le  Rapport  spécial  de  M.  C.  Bioche  se  limite  à  l'application  de 
la  réforme  en  France.  Une  modification  a  été  accom|)Iie  en  191  2  : 
les  dérivées  ont  été  supprimées  du  programme  de  Seconde;  on  les 
définit  en  Première,  où  leur  emploi  est  d'ailleurs  limité  au  cas  de 
certaines  fiactions  rationnelles  très  simples;  enfin,  en  Mathéma- 
tiques, on  étudie  des  dérivées  dont  le  calcul  exige  la  notion  de 
limite.  Après  avoir  dit  quelques  mots  de  la  classe  de  Malbcma- 
tiques  spéciales,  M.  C.  Bioche  montre,  par  des  énoncés  de  pro- 
blèmes bien  choisis,  que  les  nouvelles  méthodes  ont  eu  plein 
succès  auprès  des  élèves.  Il  termine  en  constatant  que  ce  succès 
n'a  pas  été  moindre  chez  les  maîtres  :  les  professeurs  de  Physique 
voient  dans  la  réforme  une  importante  simplification  de  la  partie 
mathématique  de  leur  enseignement;  les  professeurs  de  Malhéina- 
tiques  parviennent  à  faire  discuter  par  de  futurs  bacheliers  les 
équations  de  Van  der  \Vaals  et  à  leur  faire  calculer  le  moment 
d'inertie  d'une  sphère  par  rapport  à  un  diamètre. 

Après  la  lecture  des  Rapports  de  MM.  £.  Beke  et  C.  Bioche,  les 
délégués  de  la  Conférence  donnèrent  quelcjues  explications  com- 
plémentaires sur  l'enseignement  mathématique  dans  leurs  pays 
respectifs,  et  l'on  aborda  la  discussion  générale  du  Rapport  de 
M.  E.  Beke. 

Les  séances  du  vendredi  3  avril  se  rapportèrent  exclusivement 
à  renseignement  technique;  à  9''3o"',  M.  P.  Staeckel  lisait  à  la 
Sorbonne  (amphithéâtre  Milne-Edvvards)  son  Rapport  général  sur 


MELANGES.  m 

«  La  préparation  mathématique  des  ingénieurs  dans  les  différents 
pajs  ».  Après  avoir  entendu  des  ex|jIications  supplémentaires 
fournies  par  divers  délégués,  la  Commission  écouta  la  lecture  du 
résumé  de  M.  P.  Staeckel,  destiné  à  servir  de  base  à  la  discussion 
générale  du  Ra[)port.  Cette  discussion  eut  lieu  à  i4''3o"\  sous  la 
présidence  de  M.  J.  Hadamard  (amphithéâtre  Milne-Edwards)  ; 
elle  fut  résumée  le  soir,  à  21'',  à  la  Société  des  Ingénieurs  civils 
de  France,  par  M.  M.  d'Ocagae,  puis  reprise  et  développée  par 
de  nombreux  délégués;  la  conclusion  qui  s'en  dégagea  fut  très 
nelle  :  l'enseignement  mathématique  destiné  au  futur  ingénieur 
ne  doit  pas  avoii'  un  caractère  exclusivement  utilitaire;  son  bagage 
scientifique  doit  reposer  sur  des  fondements  théoriques  très 
sérieux. 

Le  samedi  4  avril  était  le  jour  de  clôture;  à  g^^So'",  l'amphithéâtre 
Milne-Edwards  entendait  la  fin  de  la  discussion  du  Rapport  de 
M.  E.  Beke,  ainsi  que  quelques  Communications  sur  Ihistoire  et 
la  philosophie  des  Mathématiques.  A.  i4''3o"'  (amphithéâtre  Le 
Verrier),  les  délégués,  sous  la  présidence  de  M.  Castelnuovo, 
fixaient  le  programme  de  leur  prochaine  réunion  dont  l'objet 
principal  sera  «  la  préparation  théorique  el  pratique  des  profes- 
seurs de  Mathématiques  des  divers  degrés  de  l'enseignement  ». 
Enfin,  à  2i''3o"',  la  journée  se  terminait  par  une  réception  très 
brillante  chez;  S.  A.  le  Prince  Bonaparte.  Du  grand  nombre  de 
membres  du  corps  diplomatique  et  de  nombreux  académiciens  v 
assistaient;  les  salons  et  la  splendide  bibliothèque  du  Prince  étaient 
ouverts  aux  invités.  C'est  ainsi  que  prirent  fin  les  réunions  des 
membres  de  la  Conférence;  c'est  ainsi  que,  jusqu'au  dernier  ins- 
tant, tout  concourut  pour  laisser  dans  l'esprit  de  chaque  dt-légué 
la  meilleure  et  la  plus  chaude  impression  de  l'accueil  de  la  France. 


Publications  parues  depuis  le  Congrès  de  Cambridge  (';. 
(Août  1912-Mais  1914.) 

CoMiTi:  CENTRAL.  —  i'"  série  :  Fascicule  1.  —  Ci>m|jte  reiulii  du  Congrès 
de  Cambridge,  21-27  août  1912,  publié   par  II.  I-'kur  (97  p.;  2/'.5o). 

Fascicule  2.  —  Conférence  inlernalionale  de  rEnseiguenienl  mathéma- 
tique, Paris,  1-4  avril  191 'i-  Travaux  préparatoires  (34  p.;  o'^jj). 
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Allemagnk.  —  Abhandlungen  :  Bantl  I,  Heft  o.  Die  neuzeilliche  Enlwic- 
klung  des  mathematischen  Unterrichts  an  den  hoheren  Mâdchenschulen 
Deutschiands  insbesondere  Norddeutschiands,  von  Prof.  Dr.  J.  Schroder. 
Mit  einem  Schlusswort  zu  Band  I  von  F.  Klein  (xn-i83  p.;  M.  6). 

Band  II,  Heft  8.  —  Neue  Erlasse  in  Bayern,  Wiirtteniberg  und  Baden, 
von  W.  LiETZMANN,  E.  Geck,  h.  Cramer.  IMit  einem  Schlusswort  zu  Band  II 
von  A.  Thaer  (ix-49  p.;  M.  i,5o). 

Band  III,  Heft  8.  —  Psychologie  und  niathematischer  Unterricht,  von 
Dr.  D.  Katz  (120  p.;  M.  3, 20). 

Band  IV,  Heft  2.  —  Die  angewandte  Mathematik  an  den  deutschen  milt- 
leren  Fachschulen  der  Maschinenindustrie,  von  Dipl.  Ing.  K.  Ott  (vi- 
i58  p.:  M.  4). 

Band  IV,  Heft  S. —  Die  mathematischen  Fâcher  an  den  niederen  gewer- 
blichen  Lehranstalten  in  Deutschland,  von  Dip.  Ing.  W.  Trost  (vi-i47  p.; 
M.  4). 

Band  IV,  Heft  8.  —  Die  mathematische  Ausbildung  der  Deutschen  Land- 
messer,  von   Dr.  P.  Furtwangler  und  G.  Ruhm  (vi-5o  p.;  M.  1,60). 

Band  V,  Heft  4.  —  Der  mathematische  Unterricht  an  den  Volksschulen 
und  Lehrerbildungsanstalten  in  Sachsen,  Thiiringen  nnd  Anhalt,  von 
H.  Drkssler  und  K.  K(")rner  (v-i32  p.;  M.  4!8o). 

Band  ^',  Heft  G.  —  Die  Organisation  des  mathematischen  Unterrichtes 
in  den  pieussichen  Volks- und  Mittelschulen.  von  W.  Lietzmaxn  (v-ioG  p.; 
M.  3). 

Bericlite  und  Mitteilungen  :  Hefi  VIH.  —  Nachruf  anf  Peter  Treutlein, 
von  P.  Stackel,  sowie  Der  Internationale  iMathematikerkongress  in  Cam- 
bridge, von  W.  LiETZMANN  (38  p.;  i\I.  i,6o). 

Heft  IX.  —  Mathematische  Lehrmitlelsammlungen,  insbesondere  fiir 
hohere  Schulen,  von   H.  Dresslkr  (3i   p.;  M.   i  ). 

Italie.  —  Fascicule  10  :  Sui  libri  di  testo  di  geometria  per  le  scuole 
secondarie  superiori,  par  prof.  Scorza  (i5  p.). 

Suisse.  —  L'Enseignement  mathématique  en  Suisse. —  Annexe  :  Réformes 
à  accomplir  dans  l'Enseignement  mathématique  en  Suisse.  (  Reproduit  dans 
les  trois  langues,  34  p.  ;  o''',5o.) 

(  '  )  La  liste  des  publications  parues  de  1908  à  1912  a  été  insérée  dans  le  liuUetin 
des  Sciences  mathématiques^  numéro  de  décembre  1912,  i"  Partie,  p.  368-384. 
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Oi'Eiii:  MATE.MATiCHE  Di  LUIGI  CREMONA,  |ml)ljlic;ile  sollo  gli  aiii^pici  délia 
R.  Accademia  dei  Lincei.  Toino  Primo  con  rilratlo  delV  Aulore.  i  vol. 
in-^",  viii-ig-î  pages.  Milaiio,  Ulrico  Hoepli,   igM- 

La  maison  dédilion  U.  Hoepli  de  Mil;in  poursuit  avec  persévé- 
rance la  puldicalion  quelle  a  entieprise  depuis  i5  ans  des  OEuvres 
complètes  des  grands  géomètres  italiens.  Après  les  cinq  Volumes, 
commencés  en  1901  et  terminés  en  1909,  des  OEuvres  de  Brioschi, 
après  les  trois  Volumes  des  OEuvres  d'E.  Beltrami,  après  les  deux 
Volumes,  dont  le  second  n'a  pas  encore  paru ,  consacrésaux  Mémoires 
de  Beiti,  voici  qu'elle  enlreprend  la  puldicalion  des  OEuvres  de 
Cremona  sous  les  auspices  de  l'Académie  royale  des  Lincei,  dont 
Cremona  lut  un  des  membres  les  plus  actifs  et  les  plus  éminents. 
Cette  publication  a  été  confiée  à  un  comité  composé  de  MAL  Bertini, 
Castelnuovo,  Dini,  d'Ovidio,  Segre,  Veronese.  Le  Directeur  de 
la  publication  est  AL  Bertini,  rpii  n'a  par  manqué  de  s'éclairer  des 
conseils  empressés  de  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  la  Géométrie  et 
à  la  mémoire  de  Cremona,  AIM.  Bianclii,  Fano,  Loria,  Alontesano, 
Nicoletti,  Pelarelli,  Segre,  Terracini,  Torelli.  Elle  sera  complète 
en  trois  Volumes  et  comprendra  toutes  les  |)arties,  même  les  exer- 
cices et  les  articles  bibliographiques  du  grand  géomètre  italien,  à 
l'exception  pourtant  de  deux  Traités  didactiques  :  le  Calcolo 
grafico  et  la  Geomelrla  projettiva^  que  d'ailleurs  l'éditeur  ne 
tardera  pas  à  réimprimer. 

Le  Volume  c[ue  nous  avons  sous  les  yeux  comprend  les  travaux 
de  jeunesse,  alors  que  Cremona  était  un  collaborateur  assidu  de 
nos  Nouvelles  A  nnales  de Mathénialiques .,  dirigées  par  le  regretté 
Terquem,  et  qu'il  ne  craignait  pas,  en  cette  qualité,  d'envoyer  des 
solutions  aux  questions  proposées  par  les  collaborateurs  de  ce 
journal.  En  dehors  de  ces  solutions,  nous  trouvons  des  Articles 
bibliographiques  fort  intéressants  sur  d'importants  Ouvrages  de 
Géométrie  :  les  Beitiài^e  zur  Géométrie  clev  Lage  de  v.  Slaudt, 
les  Vorlesungen  uber  analytische  Géométrie  des  Rartmes, 
inshesondere  Uber  OberjUichen  ZAveiter  Ordnung  de  O.   liesse. 

Bull,  des  Sciences  inatkém.,  2'  série,  l.  \\\IX.  (Juin  1911.)  lo 
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Mais  nous  si^ualcioiis  de  préférence  une  inlioductum  étendue  au 
Cours  de  Géométrie  supérieure  que  Cremona  a  lait  en  1860  à 
l'Université  de  Bologne.  Les  Articles  de  recliercbe  proprement  dits, 
dont  plusieurs  se  rattachent  aux  travaux  de  Chasles,  ont  pour  objet 
les  conirpies  sphériques,  les  cubiques  gauches  et  les  développables 
corrélatives,  les  surfaces  homofocales,  la  courbe  gauche  du  qua- 
trième ordre  située  sur  une  seule  surface  du  second  degré,  la 
géométrie  des  courbes  tracées  sur  Ihjperboloïde  à  une  nappe,  etc. 
G  est  dans  les  Volumes  suivants  que  paraîtront  les  parties  maîtresses 
de  rOEuvre  de  Cremona  5  mais  dès  à  présent,  nous  devons  signaler 
que  ce  premier  Voluuie  contient  Vl/itro/uzione  ad  iina  leoria 
geometrica  délia  cur<,'e  pianc.  Ouvrage  de  loo  pages  in-4'\  qui  a 
été  consulté  avec  tant  de  profit  par  tous  ceux  (pu  vdulaient  ajipro- 
fondir  la  llu'one  des  courbes  planes  de  degré  supérieur. 

G.  Darbolx. 


SAL.MO.X  (GiîoïKiii  ).  —  A  TRiiATisii  ON  rut:  anvlvtu:  Gl:().mktih  df  riiRKii 
DiMiîNsioxs,  editeil  in  K.  A.  P.  Rogers.  Fiftli  Edition,  N'ol  II.  1  vu!  in-8. 
xvi-33r  pages.  Pimdon,  Pongmans  Green  and  Co;  Dublin,  llodges,  Figgis 
and  Co  ;   nji  5. 

Le  Volume  est  de  ceux  <|ui  nut  à  peine  besoin  d  être  anuoncés. 
Les  Ouvrages  tle  Salmoii  ont  une  répulalion  mondiale  et,  bien 
cpi  lis  soient  déjà  anciens,  ils  peuvent  encore  nous  rendre  les  plus 
grands  services.  Au  reste,  leur  distingué  ('diieur  a  soin  de  les  tenir 
au  courant.  Et, dans  celle  nouvelle  édition,  nous  lemarcpu^ns  de  très 
intéiessantes  addil  i()ii>  ndatncs  aux  coni;i'ueiices  lecliligncs,  aux 
complexes  (piadratnpies,  au X  congruences  isotropes  de  Kibaucour, 
aux  systèmes  cjciiques,  etc.  Kn  ce  qui  concerne  la  Géométrie  ana- 
Ivticpie  proprement  dite,  nous  signalerons  des  com|déments 
étendus  relatifs  aux  suilaces  du  (pial  iièiiie  ordic,  aiiv  l^,ln-^l()|•|lla- 
lionsde  Cremona,  à  la  théorie  des  suilacx'S  réciprctcpies  de  Cavlev. 
On  voit  que  le  succès  et  riuilucuce  des  ()l^iivres  de  Salmon  ne  sont 
pas  près  d'être  épuisés. 

G.    n  \i;  liOl  \. 
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ClJïïON  (É.mim:).  —  Cours  dil  Mkcvmqck  (;k.m:r.u,k.  iMRODJcnoN  a 
l'étude  uii  LA  Mkcaniqle  INDUSTRIELLE.  (  Bi bliollièquc  (II-  l'KItive-ingé- 
nieur. )  Vecteurs.  Géométrie  des  niasses.  Principes.  Cinématique.  Sta- 
tique. Tome  I.  gr.  in-S,  lOG  pages.  Grenoble.  Jules  Hcy.  Paiis, 
Gaulliier-Vlllais   et   C'*;    iiji4- 

Dans  ce  Cours,  iM.  Emile  Colton  s'est  proposé,  comme  il  le  dit 
dans  l'Introduction,  «  d'exposer  d'une  façon  élémentaire,  pour  de 
futurs  ingénieurs,  les  propositions  fondamentales  de  la  Méca- 
nique ».  Les  notions  théoriques  indispensables  pour  l'élude  des 
applications  induslritiles  de  la  Mécanique  ne  sont  pas  toutes  j)ré- 
sentées;  mais  cette  élude  est  préparée  et  le  livre  mérite  hien  le 
sous-titre  d'Introduction  à  réUidc  de  la  Mécanique  industrielle, 
que  lui  a  assigné  son  Auteur. 

Ce  Cours  ne  suppose  connues  que  les  notions  les  plus  impor- 
tantes d'algèbre,  d'analjse  et  de  géométrie  analytique  qui  sont 
la  base  d'un  enseignement  aujourd'hui  tiès  répandu  et  dont  la 
faveur  auprès  des  étudiants  des  Facultés  des  Sciences  va  sans 
cesse  en  croissant  :  l'enseignement  des  Matliéitialiqiies  géiiéiales 
dont  le  niveau  et  le  but  ne  sont  pas  dépassés  par  l'Auteur.  Non 
seulement,  le  calcul  ne  joue  pas  un  rôle  prépondérant  dans  ce 
Cours,  comme  dans  renseignement  tel  qu'il  est  douiié  ordinaire- 
ment daus  les  classes  de  Mathématiques  spéciales  par  exemple, 
mais  il  est  très  peu  utilisé.  Son  emploi  semble  même  répugner  à 
M.  Cotton  qui  lui  reproche  de  masquer  la  vue  des  objets  sur 
lesquels  on  opère  et  de  ne  pas  |)réparer  l'étudiant  à  l'utilisation 
|)rati(pie  de  la  Mécanique.  Toutes  les  questions  dont  l'intérêt 
est  purement  analytique  et  [réside  plus  dans  la  solution  qu'en 
fournit  l'analyse  que  dans  l'interprétation  mécanique  du  résultat 
et  de  la  méthode  suivie,  sont  systématiquement  laissées  de  côté. 
Cependant,  aucun  sacrifice  n'est  fait  à  la  rigueur  et  le  contraire 
étonnerait  ceux  qui  connaissent  les  travaux  du  profond  mathé- 
maticien qu'e>t  M.  (jOtton.  Les  futurs  ingénieurs  ne  de\aiit  jamais 
avoir  à  se  débattre  avec  les  difficultés  analyli<pies.  mais  bien  plutôt 
avec  des  difficultés  pratirpies,  ^L  Colton  se  borne  à  renvoyer  aux 
Traités  de  Mi'-canique  rationnelle  pour  trouver  la  démonstration 
rigoureuse  des  propositions  (jue  le  Ixm  sens  et  une  intuilu)n  bien 
dirigc'e   font   a|q)aiiiitre   comme   évidentes.    Son  Ou\rago   ne  lera, 
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certes,  pas  naître  des  vocations  nialhémaliques  ;  il  ne  for- 
mera pas  de  théoriciens,  mais  il  éveillera  cette  intuition  indis- 
pensable aux  praticiens  et  qui,  comme  ou  peut  s'en  convaincre 
en  lisant  ce  Cours,  est  susceptible,  dans  bien  des  cas,  de  mener 
très  loin  sans  l'aide  d'aucun  raisonnement  d'analyse.  Les  défini- 
tions sont  données  avec  une  précision  impeccable;  sur  les  règles 
fréquemment  utilisables,  l'Auteur  insiste  beaucoup;  il  les  illustre  de 
nombreuses  applications  concrètes.  De  nombreux  exercices  très 
élémentaires,  des  applications  numériques  à  la  lin  de  chaque 
Chapitre,  habitueront  de  bonne  heure  l'étudiant  à  appliquer  les 
règles  apprises  et  à  évaluer  rapidement  les  grandeurs  des  résultats. 
On  sait  combien  cette  estimation  des  ordres  de  grandeur  des 
résultais,  qui  ne  s'acquiert  que  |)ar  une  longue  pratique,  est 
indispensable  aux  jjhjsiciens  et  aux  ingénieurs.  Un  point  délicat, 
on  le  devine,  était  l'exposé  des  principes  de  la  Mécanique.  11  y 
avait  là,  pour  rester  au  |)oiut  de  vue  élémenlaiie,  une  difficulté 
considérable  dont  M.  Cotton  a  si  bien  triomphé  que  le  Chapitre 
relatif  aux  Principes  contient,  crojons-nous,  les  plus  belles  pages 
de  cet  Ouvrage,  et  suffirait  à  lui  seul  à  le  signaler,  aussi  bien  aux 
théoriciens  (pi  au\  jiraliciens.  En  particulier,  les  professeurs  de 
renseignement  secondaire  et  tous  ceux  qui  doivent  enseigner  la 
Mécanupie  élémcnlairement  et  pour  ses  applications  pratiques, 
de  jour  en  jour  plus  nombreuses,  consulteront  utilement  ce  petit 
modèle  de  clarté,  d'élégance  et  de  sim|ilicilé. 

Le  Chapitre  1  est  consacré  à  la  théorie  des  vecteurs,  à  la 
recherche  des  centres  de  gravité  et  des  moments  d'inertie.  Dans 
l'exposé  de  la  théorie  des  vecteurs,  les  démonstrations  ne  sont 
indupiées  que  très  rapidement.  La  |)liiparl  des  étudiants  con- 
naissent déjà  cette  théorie  qui  est  développée  dans  les  Ou\  rages 
élémentaires  et  il  n'est  besoin  que  de  rafraîchir  leurs  souvenirs  et 
pré(Mscr  leurs  idées.  Toutes  les  (jucslions  de  sens  sont  traitées  en 
introduisant  un  observateur  traversé  des  pieds  à  la  tète  par  un  a\e 
(ayant  à  sa  droite  certains  éléments  ou  voyant  un  point  se  tiéplacer 
de  sa  (boite  vers  sa  gauche  ou  inversement)  et  en  fai>aiil  a|)|)t'l  à 
la  vision.  C  est  la  ini'lliode  habituellement  sunie.  I)ans  le  calcul 
des  centres  de  grasilé,  l'Aiileur  insiste  sur  remploi  des  ch'-mcnis 
de  symétrie  du  système  iiMtéiiel  suppos(''  d'abord  forme  d  un 
nombre    iini    de    points   et   ensuite    d  iiin;    matière    eoiiliiiiie   el    en 
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gérKÎral  lioinogône,  ce  qui  est  le  cas  rencontré  clans  la  prati<|iie 
industrielle.  De  très  nonihreiix  exercices,  suivis  de  quelques  indi- 
cations reliilives  à  li  solulioii,  [Xîpmeltent  le  cjdcid  de  la  position 
du  centre  de  i;ravité  des  solides  lionio/^ènes  usuels  :  triangle, 
télraèdre,  cylindre  droit  ou  oljli(|ue,  ligne  courbe,  arc  de  cercle, 
arc  d'hélice,  surfaces  du  trapèze,  du  quadrilatère,  du  secteur 
circulaire,  du  secteur  d'anneau  circulaire,  du  segment  de  cercle 
à  une  base,  du  segment  parabolique,  d'une  zone  de  surface  de 
ré\oIiition  avec  application  à  la  zone  s|)Kérique,  à  la  splière,  au 
cône  et  au  cylindre,  volumes  des  pyramides,  cônes,  solides  de 
révolution,  calotte  de  paraboloïde,  segment  sphérique.  etc.,  le 
tout  terminé  par  des  indications  pratiques  sur  le  calcul  des  centres 
de  gravité,  la  démonstration  des  théorèmes  de  Guldin  et  leurs 
applications.  M.  Cotton  définit  ensuite  les  moments  d'inertie  d"un 
ensemble  de  points  matériels  par  rapporta  une  droite,  à  un  plan, 
à  un  point  et  les  rapports  mutuels  de  ces  trois  sortes  d'éléments 
qui  interviennent  souvent  en  Dynamicpie  et  dans  les  calculs  de 
résistance  des  matériaux.  Le  calcul  des  moments  d'inertie  et  des 
rayons  de  gyration  des  systèmes  simj)les,  l'étude  de  la  variation 
du  moment  d'inertie  el  les  théorèmes  classiques  sur  cette  variation 
et  les  axes  principaux  d'inertie  précèdent  de  nombreux  exercices 
de  calcul  pratique  des  moments  d'inertie  des  corjis  qui  se  pré- 
sentent dans  les  mécanismes  industriels. 

La  Cini'niatiipie  est  rol)jet  du  Chapitre  IL  Les  notions  si  impor- 
tantes de  svslème  invariable  et  la  relativité  des  états  de  repos  et  de 
mouvement  retiennent  un  peu  l'Auteur  qui,  après  avoir  ensuite 
précisé  la  notion  de  vitesse  numérique  d'un  mouvement  rectiligne 
uniforme,  passe  ensiiile  à  eelh'  de  vitesse  moyenne  dans  un  mou- 
vement quelconque  et  enfin  à  la  définition  de  la  vitesse  niiméritpie, 
puis  du  vecteur  vitesse  à  un  instant  donné.  L'accélération  est  définie 
comiue  liiiiilc  d  un  ceilaiu  vecteur  accélération  mo\eniie  dont  la 
définition,  faisant  intervenir  des  cpiantités  inliniment  petites  avec 
le  temps,  aurait  peut-éire  été  avantageusement  rem|)Iacée  par 
celle  (ju'en  fournit  si  simplement  la  considération  de  l'hodographe. 
Evidemment,  cette  dernière  a  l'inconvénient  de  détacher  l'attention 
de  l'élève  de  ce  qui  se  passe  sur  la  trajectoire  même,  mais  elle  évite 
l'introduction  très  délicate  et  difficile  à  bien  comprendre  du  vec- 
teur accéléialioii  moyenne  dont  la  longueur  égale  le  (piolient  de 
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deux  quanlilés  f|ni  deviennent  infiniment  petites  simultanément. 
Les  formules  classiques  sur  ia  représenlalion  analytique  des  vitesses 
et  des  accélérations  et  de  nombreux  exercices  où  ligurent  Télude 
des  principaux  mouvemenis  simples  lerminent  la  Cinémalicpie  du 
point. 

La  deuxième  Partie  du  second  Cliapitre  est  consacrée  au  mou- 
vement d'un  solide  et  aux  formules  de  composition  des  vilessej5 
et  des  accélérations  dans  le  mouvement  relatif.  Les  formules  sont 
établies  dans  des  cas  simples;  par  exemple,  l'accélération  de 
Coriolis  est  calculée  dans  le  cas  où  0;  est  Taxe  de  lolalion.  Les 
propriétés  classiques  des  mouvements  plans,  du  centre  instantané 
de  rotation,  des  bases,  roulantes  et  roulettes  si  fréquemment 
utilisées  dans  les  mécanismes,  les  engrenages  entre  autres,  sont 
très  simplement  établies.  Là  encore,  l'Auleur  propose  de  très 
nombreux  exercices  fort  judicieusement  cboisis  <pii  sctnt  j)res(pie 
tous  des  applications  praticpies,  des  calculs  industriels  bien  plus 
tpie  des  problèmes  de  malliénialiques. 

Les  principes  de  la  Mécanique  sont  exposés  au  Chapitre  IIL  La 
force  appliquée  à  un  point  matériel  en  repos  est  regardée  comme 
analogue  à  l'action  qu'exercerait  sur  le  point  un  fil  élastique 
attaché  au  point,  convenablement  diiigé  et  lendu.  Il  en  est  de 
même  des  forces  de  liaison.  On  en  déduit  aisément  la  re[)résenta- 
tion  des  forces  par  des  vecteurs.  Quant  aux  principes  mêmes,  ils 
sont  souvent  envisagés  comme  étant  suggérés  par  des  expériences 
sur  des  fils  tendus.  La  masse  est  définie  à  l'aide  du  poids.  Le 
poids  d'un  corps  varie  avec  le  lieu  d'observation,  mais  le  rapport 
des  poids  de  deux  corps  en  vm  même  lieu  ne  change  pas  avec  ce 
lieu.  A  l'un  des  corps  (I')  de  poids  (II)  faisons  correspondre  le 
nombre  i,  aux  autres  de  poids />,/>' yo",  ...,  en  un  même  lieu  des 
nombres  m,  m',  m",  ...,  tels  qu'on  ait 

I         ///        //i'        m" 

n  ~  />"/>'  ~  //'  ~  ■"  ' 

les  nombres  in^  ni' ^  ni\  .  .  .  sont  les  nond)ies  (|Mi  mesurent  les 
masses  des  divers  corps  (piand  on  |)reud  la  masse  du  corps  (F) 
comme  unité.  L'Auteur  insiste  sur  h;  ihoixdes  unités  et  le  passage 
de  ruu  des  deux  systèmes  couramment  em|>lojés  (6'.  (r.  S.  et 
système  imliislriel)  à  l'aulic.   Les  principes  tie  la  Staticpie  cl  de 
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la  Dynamique  sont  exposés,  nous  l'avons  dil,  avec  nnr"  leinar- 
qiiahle  netteté  et  loujdMrs  eu\isai;és  comme  avant  une  hase 
expérimentale.  AOiis  |)('us(>ns  cpi  ainsi  piésenlés  ils  n'ofTiiront 
aucune  «linîculté  à  léhidiaiil  (|iii  ne  se  doirtera  certes  pas  f|iie, 
derrière  celte  simplicité  ap|)atenlc,  se  ca(dienL  de  grosses  diffi- 
cultés, que  ces  principes  ont  été-  le  fruit  du  labeur  de  nondjreux 
siècles  avant  que  le  génie  de  New  Ion,  utilisant  les  résultats  de  ses 
devanciers,  ne  les  eiU  mis  tout  ù  fait  au  point  et  qu'enfin,  ils  sont 
encore  aujourdliui  l'objet  de  fréquentes  discirssions.  Le  principe 
de  Finertie  condirit  aux  éqirations  générales  de  la  J3jnami(jue. 
Au  sirjel  du  chdngcmenL  de  repère.^  M.  Cotton  indique  Tintro- 
duclion  des  forces  fictives  (correspondant  à  l'accélération  d'en- 
ti'aînemenl  et  à  celle  de  ('oriolis)  :  force  centi'ifuge  el  force 
centrifuge  composée  et  dil  que  les  deux  forces  sont  pratiquement 
négligeables  vis-à-vis  des  autres  quand  on  passe  du  repère  théo- 
rique au  repère  industriel  (le  premier  est  le  trièdre  absolu  des 
astronomes,  le  second  est  le  sol).  Peut-être  serait-il  bon  d'insister 
un  peu  sur  ce  point,  d'autant  plus  que  c'est  toujours  une  question 
délicate  de  savoir  dans  une  équalion  ce  qu'on  peut  négliger  et  qui 
emhar'rasse  tonjoiirs  les  débutants.  De  plus,  ces  étudiants  ne  sont 
pas  sans  avoir  entendu  parler  du  pendide  de  Foucault,  par 
exemple,  où  les  forces  fictives  ne  sauraient  évidemment  être 
négligées.  Dans  l'élude  des  mécanismes,  en  général,  ces  forces 
ficlives  sont  négligeables,  mais  celles-ci  ne  sont  pas  toujours, 
dans  lorries  les  questions  de  Mécanique,  pratiquement  négli- 
geables. La  phrase  citée  du  texte  (p.  io4)  devrait  au  moins  être 
précédée  des  mois  en  s;é/iéral  on  le  plus  souvent. 

Dans  la  Slali(|ue  (pri  est  l'objet  du  Chapitre  1\  ,  ^L  Collon 
recommande  arrx  éhrdrants  les  méthodes  graphicpies  cpri  donnent, 
en  génér-al,  une  ap|)ro\imation  largement  srrffis.mte.  Les  premiers 
principes  de  la  Stati(pie  graphiqire  dont  l'élude  est  poussée  jirsqu'à 
la  recherche  des  forces  dans  les  systèmes  triangulés  ré[)ondent  à  ce 
but.  Depuis  (piekpre  lemps,  les  mélhoiles  gra[)hiqires  sont  de  jour 
en  p)irr-  plus  employées  el  il  est  ceriarrr  (pre  ces  premiers  pr-rrr- 
cipes  de  Stalicpie  i;iaphi(pre  orienteront  très  heurensemeni  I  t'tu- 
diairl  vers  des  méthodes  (pii  sont  au jorrrd'liui  couramment  utilisées 
par  les  ingénieur-s  el  les  |jratieiens  de  l(»nl(>  nairrre. 

Les   {•ondrlr(Mis   d  l'ipr  r  I  ibi  e    du    pmnl    Irbr'e    oir    gêné,   celles    du 
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solide,  la  rédiiclion  des  difFérenls  syslèmes  simples  de  forces  sont 
l)rièvemeul  Irailées  et  pi'écèdent  les  éléments  de  Statique  gra- 
phique. Là,  comme  ailleurs,  M.  Cotton  est  resté  très  bief;  l'étudiant 
sentira  lui-même  fpie,  la  plupart  du  temps,  il  est  possible  de  déve- 
lo|)per  beaucoup  plus  les  idées  exposées,  d'aller  beaucoup  plus 
loin  que  rViiteur  ne  l'a  fait  dans  son  Cours  qui,  à  ce  point  de\ue, 
ne  manquera  pas  de  di.spoJ^er  le  lecteur  à  des  études  plus  appro- 
fondies et  plus  complèles  pour  lesquelles  ils  se  sentira  très  bien 
préparé. 

A  l'étude  de  l'équilibre  du  corps  solide  assujetti  à  certaines 
liaisons  habituellement  rencontrées  dans  la  pratique,  succède  un 
paragraphe  relatif  au  frottement.  L'Auieur  donne  les  lois  de  frot- 
tement au  lepos,  puis  cherche  les  conditions  d  équdiljre  du  corps 
solide  en  contact  avec  certaines  surfaces  dans  I  hvpolhèse  où  le 
frottement  n'est  pas  négligeable.  Il  traite  quelques  exemples 
empruntés  aux  mécanismes. 

Les  systèmes  déformables  étant  très  employés  dans  les  construc- 
tions, M.  Cotton  leur  consacre  un  paragraphe.  Il  rappelle  d'abord 
le  principe  de  solidi /ication  qui  est  à  la  base  de  la  staticpie  du 
corps  solide  et  indique  comment,  en  subdii'isant  le  système  en 
sysii'mes  partiels^  ce  même  principe  conduit  à  de  nouvelles  équa- 
tions qui  permettent  de  déterminer  les  forces  agissant  sur  les  dif- 
férentes parties.  Cette  méthode  est  appliquée  aux  polygones  funi- 
culaii'es,  aux  syslèmes  Irianguh'S  et  enliii  à  TcMpiilibre  des  fils 
inextensibles. 

Quant  à  la  forme  même  de  TOiivrage,  elle  est  exem[)te  de  toiile 
critique.  INL  Cotton  s'est  inlertlit,  avec  un  soin  méliculeux,  loule 
liberté  de  langage,  distinguant  bien  dans  les  énoncés  une  grandeur 
et  le  nombre  qui  la  mesure,  évitant  toute  faute  de  français.  Kl  ceci 
mérite  d'êlre  signalé  à  une  épo(pic  où  nombre  d'auteurs  écrivent 
d'une  manière  souxenl  fort  incorrecte  et  semblent  croire  cpie  les 
Maihémaliqiies  s'en  accommoilenl  liés  bien. 

L'Ouvrage  sera  complété  pai-  un  second  fascicule  coiisacii'  au 
Travail,  à  la  Ovnamiqiiedu  point  et  des  systèmes  ;  l'Auteur  a  Iroiivé 
naturel  de  rnp|)ro(dier  le  primipe  d(!s  travaux  virliicis  du  |)iin(ipe 
des  forces  vives  (pu  scionl  tous  d(Mi\  expos(''s  dans  cette  secoiule 
()arlie  du  Coiii-s. 

Si    «''h' m  en  ta  ire    (pTil    |)uissc    |)aiMili<\   ce    (louis   de    Mc-cainipic 
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générale  rendra,  crovons-nous,  les  plus  grands  services  à  loules 
les  personnes  désireuses  d'èlre  iuiliées  à  la  Mécuniqiie  sans  pou- 
voir cependant  acquérir  au  préalable  les  notions  niathénialiques 
indispensables  à  la  lecture  et  à  la  compréhension  d'un  traih'  de 
Mécani(pie  ralionnelle.  Il  peut  servir  de  base  à  renseignement  |)ré- 
paratoire  au\  écoles  pratiques  industrielles  d'électricité,  d'électro- 
chimie,  etc.,  qui  sont  destinées  à  former  des  ingénieurs  qui  soient 
avant  (eut  des  praticiens.  Il  a  sa  |)lace  marquée,  non  seulement 
dans  la  bibliothèque  de  llngénieur  el  de  rElève-ingc-nieui-,  mais 
dans  les  bibliothèques  des  praiiciens  désireux  de  ralraichir  de 
temps  en  lein|)s  leurs  souvenirs  théoriques,  dans  celles  des  lycées 
également  où  il  serait  souhaitable  que  le  professeur  de  Mécani(|ue, 
au  lieu  de  chercher  dans  cette  science  des  applications  du  cours 
d'Algèbre  ou  d'Analyse,  orientât  son  enseignement  vers  un  but 
pratique  et  le  rendit  plus  directement  applicable  aux  problèmes 

que  pose  la  |)ratique  industrielle. 

Gastojv  Cotty. 
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UN  TRAVAIL  DE  JEAN  MERLIN  SUR  LES  NOMBRES  PREMIERS 


Avec  tant  d'autres  admirables  jeunes  gens,  sur  lesquels  la  Science  de 
notre  |)avs  était  en  droit  de  compter  el  dont  la  fin  brutale  nous  atteint  à 
la  fois  comme  Français  el  comme  savants,  Jean  iMerlin,  aide-astronome  à 
l'Observatoire  de  Lyon,  est  tombé  au  champ  d'honneur. 

D'autres  retraceront,  mieux  (jue  je  ne  saurais  le  faire,  celle  vie  doni  la 
lin  glorieuse  ne  dément  pas  le  laborieux  commencement.  Merlin  fut  un 
modeste,  qui  eut  comme  la  pudeui-  de  son  talent.  Etranger  à  toute  pensée 
d'ambition  personnelle,  il  fut  uniquement  possédé  de  ce  double  désir  : 
avancer  dans  la  Science  et  la  faire  avancer  à  son  tour;  la  servir  en  un 
mol,  à  son  rang,  comme,  finalement,  il  a  servi  la  Patrie. 

N'est-ce  pas  sous  une  telle  inspiration  de  désintéressement  et  d'idéal 
qu'il  s'adonna,  sans  pouvoir  en  attendre  aucun  avantage  professionnel,  à  la 
branche  la   plus  élevée  des   Mathématiques  pures,  je  veux   dire  l'Arithme- 
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tique?  C'e!>t  ainsi  qu'il  mnv.iil,  il  v  a  trois  ou  quatre  ans,  communiqué  un 
essai  de  démonstration  du  célèbre  tliéorème  de  Goldl>âcli  :  «  Tout  nouil)re 
pair  est  la  somme  de  deux  nombres  premiers.  » 

Cette  d('*mousl  iMi  ion  |)r(''?i'ut,iil  une  iacuni»,  et  c'est  la  raisun  pour  laquelle 
elle  n'a  pas  été  pul)lifi'.  (lependint.  il  ne  me  païaît  nullement  démontré 
que  la  méthode  si  originale  et  si  intéressante  de  Merlin  ne  soit  pas  suscep- 
tible de  mener  au  but.  Autant  qu'un  jugement  de  celte  nature  est  possible 
à  l'avance,  on  peut  espérer  la  compléter  un  jour.  Le  principe  me  paraît, 
en  tout  cas,  devoir  eu  être  retenu  :  je  ne  me  crois  pas  le  droit  de  le  laisser 
ignorer    à   ceu\    qui  s'intéressent  à  ce  genre  de  recherclies. 

J'analyserai    donc    succinctement,   ci-dessous,   le   travail   de   Merlin.   Les 

parties  imprimées  en  grand  caractère  sont  citées  textuellement  (  à  quelques 

détails  de  notation  près)  d'après  le  Mémoire. 

.1.    M. 

I. 

Le  principe  de  la  méthode  emplovée  par  Merlin  iTest  outre  (]ue  le 
«  ciil)!e  (1  l"lraloslliène  »  liii-rnènie. 

Soil  A  un  entier.  Soient  /'i='^./'j />,,  les    nombres   premiers 

égaux  on  iii féiieiirs  à  \  A,  avec 


P\<l>i 


<  p,i- 


On    sait  qu'on  obtient  tous  les  nombres  premiers        \    en    eflacant  de 
l'inti'ixalle  (o,  A)  tous  les  nombres  de  la  forme 


(I) 


X  Pi 


où<=rF,^,  .  .  . ,  «,  et  .z- est  on  entier  (|iielronque.  Dans    la   termino- 
logie de  Merlin,  ceci  s'appellera  un  crible  iV Eralosthène  d'origine  o. 
Iillaçons   également,  du    même   intervalle,    tous   les  nombres  de  la 
foiine 


(l') 


7'/^ 


/  prenant  encore  toutes  les  valeurs  i ,  c>,  .  .  . .  «  el  .?•  étant  encore  un 
entier  arbitraire  (vi-^iblenienl  négatif,  celle  foi>).  C'est  ce  (|u"ou  appel- 
lera un  crible  d' I\raloslhcnc  d'origine  A. 

Totil  entier  de  i inicrccillc  (o,  A)  y///  n\tpparticndra  à  aucune 
de"!  progressions  arillinièti<iues  (i),  (  i')  sera  à  /a  fois  de  la  fornieV 
cl  A  —  V  (les  nomi^res  P,  I*'  étant  premiers)  el,  par  conséquent,  four- 
nira la  décomposition  dont  le  théorème  de  Goldbach  affirme  V exis- 
tence. 


'1.    l'oiir   cvaluei-  le    nombre    des    Ici  mes    cllaoés,    il    (MuniiMil.    bien 
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enlendu,  de  lenir  compte  des  nombres  f|ui  apparLiennenl  à  la  fois  à 
plusieurs  des  progressions  précédenles,  afin  de  ne  pas  les  compter 
plusieurs  fois. 

Je  dis  f|uc  deux  progressions  ax -\-  h,  a' x  +  b'  interfère  ni  ^ 
lorsqu'il  existe  des  nombres  comnuins  à  ces  deux  progressions  ; 
j'appelle  ces  nombres  communs  des  interférences. 

Pour  que  deux  |>rogressions  ax-Y-b.,  a' x-\-b'  inlerfèrenl,  il  faut 
et  il  suffit  fpie  le  plus  grand  commun  di\iseur  de  a  et  de  a 
divise  (/;' — b).  i.orsquil  en  est  ainsi,  la  raison  des  iiilcrIVrcnces 
est  le  plus  pelit  commun  mulli|)le  de  a  et  de  a' . 

Pour  (|ue  plusieurs  |)rogressions 

(2)  a^x-^b^,     a-ix -Y  b-i,      ...,     UnX^b,,, 

aient  un  point  d  interférence  commun  (elles  en  ont  alors  une  infi- 
nité), il  laut  et  il  suffit  ([ue  ces  progressions  interfèrent  deux  à 
deux.  La  raison  des  interférences  communes  est  le  plus  pelit 
commun  multiple  des  nombres  r/,,  r/^,  ....  a„. 

Supposons  en  particulier  (jue  «,,  «25  ••••,  <^n  soient  premiers 
entre  eux  deux  à  deux.  Alors,  les  progressions  (2)  ont  toujours 
une  interférence  commune  à  chacune  d'elles. 

3.    Considérons  la  suite  des  termes  de  la  //"""^  progression 

et  le  système  d'interférences  1,  produites  sur  celte  suile-de  termes 
par  cbacune  des  n  —  i  autres  progressions 

bi-^a^x^     bi-Ya^x,      ...,     bni-Y  ctn-\X. 

La  configuration  ainsi  obtenue  sera  idenli(pie  (')  à  celle  formée 
par  les  interférences  L  de  /?  —  i  |)rogressions 

b\-^a\X,     b'.2  +  OiX,      ...,     b[,_i -\- O/i-iX, 
sur  la  suite  des  nombres  entiers. 


(')  Ceci  signifie  (|iie  (les  nombres  b'  élanl  convenablemenl  clioisis)  les  valeurs 
qu'il  faut  donner  à  x.  dnns  l'expression  (i),  pour  oblenir  les  interférences  I,, 
Sont  pfécisénient  les  nombres  donnés  par  les  interférences  I,.  (J.  II.) 
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4-.  En  parliciilier,  lorsque  les  coefficients  r/i,  «oi  •••j'^/j  sont 
des  nombres  premiers  tlilTérents,  les  progressions  (2)  onl  toujours 
un  |)oinl   d  inlerférence  commune. 

n. 

Démonstration  d' an  théorènxe. 

5.  Suivant  l'usage,  je  désigne  par  /?„  le  /z'^"'»  des  nombres  pre- 
miers i-angés  par  ordre  de  grandeur  croissante,  en  posant  /?,  =  2. 

\x\  désigne  le  plus  grand  entier  non  supérieur  à  x. 

J"aj>[)elle  A(6,  «)  ropéralion  qui  consisie  à  eflacer  dans  le 
tableau  T  des  noml)rcs  entiers  positifs  et  négatifs  les  nombres  de  a 
en  a  à  partir  de  h^  dans  le  sens  des  entiers  croissants  comme  dans 
celui  des  entiers  décroissants.  Généralement,  on  auia 

o  1  6  <  rt. 

Cette  opération  consiste  donc  à  elîacer  dans  T  tous  les  nombres 
de  la  progression  ax  H-  h. 

Considéions  une  progression  ;•,  -\- P\X  relative  au  nombre  pre- 
mier/?, =  2,  el,  pour  les  nombres  premiers  />/ autres  (|ue  2,  simul- 
tanément deux  progressions  telles  que 

/•[■"'-l-/7/.r,      /•■."-t-/)/.r 

avec    o  S /•'/'<<  p,-,    o^/-^"<</P/,   (]iii^    naturellement,    n'interfèrent 
pas. 

On  tait,  dans  linterxalb,'  ties  A  premiers  nombies,  les  opérations 

iA('-|,/>i), 
•  ■  •  • )      ? 
.\(/-l»\/>«).     \(r[}\p„). 

Le  lliéorème  que  je  veux  (li'inonlrcr  est  le  suivant  : 

Dans  Initl  inIf'iK'allc  de  Ion i^iicur  v/;„  log/'„,  v  dési i; nant  une 
certaine  constante,  il  y  a  au  moins  un  nombre  non  e (face. 

().  .Je  désignerai  les  dillércnles  constantes  que  j  aiiiai  à  inlio- 
(  luire  par  v, ,  Vo,  .... 
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J'emploierai,  siii\;inl  M.  Landau,  la  nol;ilioii 

pour  indiquer  (\uc,f[x)  eL  g  {x)  étani  fondions  de  ^(la  fonc- 
tion g  élant  positive),  on  a 

lim    SUD. -!-^^- — '-^   <->n'-r.. 
Je  me  servirai  des  formules 

(2)   y  —  =  — i — h... H —  =  iogiog/?„-i- v,-)- 0 ( -j— - — ). 

t  2?(/j„)  =  log7?,-i-  log/?.2  — .  .  .-h  log/?„  =  />„+  0\  pne     ^  "-/'"  j' 

l  log/?„  Vlog2/>/»/ 

(Landau,  ]  erteilung  der  Piimzahlen ,  t.  I,  p.  102,  icp,  196), 
Tt{x)  désignant  le  nombre  des  nombres  premiers  non  supérieurs 
à  X. 

Enfin,  j'aurai   besoin  d'une  valeur  approchée    de    chacune  des 
deux  expressions 

""=('-7;)('^7J-"('-/"^ 

On  trouve,  à  l'aide  des  formules  qui  viennent  d'être  rappelées, 


t   Un 


(4)  ■  <!  (log/?„)2e2v,-v,/^'o^7'-. 


7.  Revenons  maintenant  an  calcul  du  nombre  H  des  termes  que  les 
opérations  (A.)  eflacent  dans  l'intervalle  A,  afin  de  reclierclier 
si  A  —  B  >  o. 

On  est,  comme  il  est  bien  connu,  conduit,  |)our  tenir  compte  des 
termes   communs  à   piusieuis  progrosions   et   ne   les   eilacer    qu'une 
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seule  fois,  à  écrire  B  sous  la  forme 

B  =  Ai-i-  AoWH-  A2(>)-i-  A3(o)-i-  A:j(.)—  A,.2(")  —  Ai2(>)  — . .  .-h. . . 

+  (—  l)«  +  l  Ai2030...„n +  ..._,_  (_  1)"  +  '  A,, (03(0. ..„(•>, 

A^/'=*'y'?'...    flésignaiit    le    uombre    des    termes   suivant  lesquels  inter- 
fèrent, dans  rinlervalle  (o,  A),  les  progressions 

( 5  )  /•/(».)  -1- p,  .r ,      rj<P)  -^  pjX,      ... 

(a  =  o,  I  ;  [3  =  o,  I  ;  i,  j\  ...  =  i ,  i,  ...,«). 

Or  il  est  clair  que,  d'une  manière  générale,  le  nombre  des  termes 
de  la  progression 

r  -h  px 

[celle-ci  étant  rinlerférence  des  progressions  (5)]  contenus,  dans   un 

A     . 

intervalle  d'amplitude  A  est,  à  une   unité  près^  représenté  par  —  ;  il 

est  de  la  foiine 

A  -^  0 

avec  I  ô  I  5 I . 

I^a  quantité   V  —  B  pourra  donc  s'exprimer  par  la  somme 

pJ     — ^  V     p 

Nous  désignerons  respectivement  (')  par  (1)  et  (II)   les   deux  |)ar- 

A  6 

tie-^  i  ±  —   et  i  zt  -  de  la  somme  précédente. 
P  P  ' 

8.    Calculons  d  ahord  [\). 
Cette  soinine  est  égale  à 

.         A         ■?.  A        i  \        ^         -i  \  'i\  2  A 


P\  Pi  Pi  Pu  Pi  Pi  PiP.i 

■i\  22  A  22  A  22A  ,  2"-»  A 


Pi  Pu  P-lPi  PiP-  Pn-\Pn  P\Pl--Pn 

OU 

V  P\l    \  pJ    \  /^/   '"'   \  Pnj' 


(')   Nous  ail>i|)l(iiis  ici  une  nol.ilioii  li-yrifiiiciil  «lillcreiilc  de  cellf  tic  Miilin. 
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D'aprrs  (4),  (;e  produit  est  égal  à 


L'imporlance  de  la  restriction  de  ne  considérer  (|irune  seule 
proj^ression  r,-{-ptX  relative  à  p^=^^2  aj)])aiaît  ici  (  '  ).  Si  nous 
considérions,  relativement  à  y;,  =  2  coiiinic  pour  les  antres  nom- 
bres premiers,  deux  progressions  f'^" -\-  xp^-,  r^'r-^-xp,^  nous 
lrou\  crions  1  I  )  =  o. 

0 

9.  Passons  au  calcul  de  la  paitie  (11),  c'est-à-dire  de  i  m  -  • 

/' 
Merlin  la  décompose  elle-même  de  la  manière  suivante  : 

Soient  /•  le  plus  petit  terme  de  la  progression  r -^  px  contenu  dans 
Tintervalle  considéré  el  A  —  0  le  plus  gr;ind  terme  de  la  même  pro- 
gression contenu  dans  cet  iiiterxallc.  Le  nombre  total   des    teimes  en 

A  —  /•  --  0 

questmn  sera  — — 1-  1. 

P 
Toutefois,  celte  expression  sera  en  défaut  lorsrpi'il   n'y  aura    aucun 

de  ces  termes;  elle  ne  redeviendra  exacte  (|u'en  remplaçant  le  terme  1 
par  zéro,  les  (piantilés  /•  et  p  étant,  d'autre  part,  choisies  par  conven- 
tion telles  i|ue  /  -1-  p  =1  A. 

L'expression  (11)  sera  donc,  à  son  tour,  la  somme  des  deux  parties 

(II')  ^  +  ^^^^ 

p 

et 

(II")  Sipr., 

Tj  étant  égal  à  i  ou  à  o,  suivant  cpi'un  au  moins  des  terriies  à  énumérer 
existe,  ou  qu'il  n'en  existe  aucun. 

10.  Contrairement   à   (I),  on  n'établira  pas  cpie  (U)  >oit  nécessai- 


(')  Dans  le  lliéorème  de  Goldbach,  l'li3polliése  que  le  nombre  à  (i('Coni|)(iser 
soil  pair  est  évidenniient  essentielle. 

Dans  l'analyse  de  Merlin,  c'est  à  ce  point  du    riiisoniieinonl    (|n"elk'   inlci"\iont. 

D'autres  nombres  premiers  peuvent  d'ailleurs  se  conipoiter  comme  />,,  c'est- 
à-dire  ne  correspondre  qu'à  une  seule  jtrogression  chacun  :  c'est  le  cas,  dans  la 
démonstration  du  théorème  de  Goldbach,  pour  tous  ceux  qui  fisurenl  en  fadeurs 
dans  le  nombre  à  décomposer.  La  rédaction  du  texte  l'ait  abstraction  de  cotte  cir- 
constance, dont  i'I  est  aisé  de  tenir  compte.  (J.  Il  ) 
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rement  positive;  mais,  clans  le  cas  contraire,  on  obtiendra  néanmoins 
une  limite  inférieure  (négative)  de  cette  expression. 

Pour  cela,  il  faut  faire  intervenir  les  destructions  mutuelles  des 
difl'érents  termes  qui  y  figurent.  Merlin  3' parvient  en  établissant  entre 
eux  une  subordination  qu'on  peut  exposer  de  la  manière  suivante  : 

Soient 

les  progressions  dont  l'interférence  sert  à  définir  un  terme  de  (II') 
(les  £  étant  tous  égaux  à  o  ou  à  i  et  les  Pr^  étant  tous  distincts,  puisque 
deux  progressions  de  même  raison  n'interfèrent  pas).  H  est  d'abord 
clair  que  le  nombre  /  de  ces  progressions,  qui  sera  dit  le  rang  du 
terme,  fait  connaître  le  signe  de  ce  terme  [toujours  contraire  à  celui 
du  terme  correspondant  de  (  I),  soit  ( —  1  )'"*"']  et  que  le  dénominateur 
du  même  terme  est  le  produit 

P  =  P^iPo-,-  •  ■  f'Oir 

On  va  convenir,  en  premier  lieu,  de  ranger  ces  progressions  par 
ordie  de  i-aison  croissante  (de  sorte  que  a,-<a.2  ■<  ...  <  a,). 

Ceci  fait,  si  Ton  supprime  la  dernière  d'entre  elles,  les  piogressions 
restantes  définissent  un  autre  terme  de  (II),  qu'on  peut  apj)eler  Van- 
técédent  du  premier,  lequel  en  sera  dit  le  conséquent. 

On  voit  que  : 

1°  Dans  tous  les  cas,  on  a 

/•  -H  p  £  A  ; 

T"  Tout  terme  de  (11')  (sauf  ceux  de  rang  i)  a  un  antécédent 
unique,  tandis  qu'il  a  plusieurs  conséquents  (sauf  si  i^=in,  auquel  cas 
il  n'v  en  a  aucun  )  ; 

3°  L'antécédent  et  le  conséquent  sont  toujours  de  signes  con- 
traires ; 

4"  Le  dénominateur  de  l'antécédent  divise  celui  du  conséquent; 

5°  Le  niiniératear  (z'+p')  d'an  conséquent  est  toujours  au 
moins  égal  au  numérateur  /  -l- p  de  son  antécédent,  d'après  la 
manière  dont  /•  et  p  ont  été  définis. 

Si  donc  Test  un  terme  de  rang  /  figurant  dans  (  11'),  l'un  (pielconque 
de  ses  conséquents  sera  de  la  forme 

T'  =  -T-iL, 

/'a,,, 

Il  étant  un  nombre  (en  général  fractionnaire)  au  moins  égal  à  1. 
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11.  Gela  posé,  mêlions  d'abord  à  part,  dans  Texpression  (11'),  les 
termes  de  rang  i,  lesquels  sont  tous  positifs. 

Dans  ce  qui  reste,  nous  associerons  à  lout  terme  T  dont  le  rang  i 
est  pair,  Tensemble  de  ses  conséquents  T'.  La  somme  algébrique 
ainsi  constituée  esl,  d'après  ce  qui  précède,  de  la  forme 


(6)       T-^ET'  =  - 


-2 


(— T)>o,         a,^.,  : 


r-T; 


R>i. 


Pour  trouver  une  limite  inférieure  de  l'une  quelconf|ue  des  expres- 
sions précédentes,  voyons  à  quelle  condition  la  parenthèse  (|ui  mul- 
tiplie ( — T)  esl  sûrement  positive. 

Dans  celte  parenthèse,  la    somme   i   est  étendue  à   tous  les  indices 

o(,vi  tels  que 

«,-+-  I  :=a,+,^  n. 

Chacun  de  ces  indices  fournil  d'ailleurs  deux  termes  de  celte  somme. 
Celle-ci  sera  donc  supérieure  à  i  si 


1 

Pn 


/^a,  +  i         /^a.^-2 


D'après  les  forn)ules  précédemment  rappelées,  cette  condition  peut 
s'écrire 

I 


(7) 


—  I  -i-  2 


1 tendant  vers    O   quand   p^x    croît  indélininienl,  011  peut 


prendre  a/  assez  grand  pour  que 

o(^')-o(-J- 

\log/>„/  \log/?a. 


<h 


y    étant   choisi   aussi  petit    que    l'on    veiil  ;    et    la    condition    (j") 

devient 

1      /  —  2(loglog/)„—  loglog/?x,)  <o, 

c"est-à-dire 

P'i>fx,      • 
Bull,  des  Sciences  matkém.,  2-  série,  t.  XXXIX.  (Juin  1910.)  11 
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So'il  p-x  le  plus  petit  nombre  premier  tel  que 


(8) 


T'a,      =P>i- 


Tous  les  termes  T  tels  que  c./ia  doniieroiit,  dans  la  somme  (ll')> 
après  le  groupement  qui  vient  d'être  indiqué,  des  sommes  partielles 
po.sitii'es. 

12.  Occupons-nous  maintenant  des  sommes  partielles  pour  les- 
quelles a,^  a  (y  compris  celles  pour  lesquelles  a,=  fi  et  qui  sont,  par 
conséquent,  réduites  à  leur  premier  terme)  ou,  du  moins,  de  celles 
d'entre  elles  qui  seront  négatives. 

Considérons  une  de  ces  sommes  partielles  ;  elle  sera  en  valeur 
absolue  inférieure  à  la  somme  obtenue  en  remplaçant  :    la  paren- 

llièse  jiar  i;  el,  dans  le  premier  facteur,  />a,  j'^n'/^/i  '  [J'j^pi't-s  (8)], 
et  le  numéiateur  par  A  (d'après  la  première  remarque  faite  au 
n"  10).  Cette  somme  partielle  sera  donc  en  valeur  absolue  infé- 
rieure à 


(0) 


f'a,/>a. 


T'a,-, 


(-==/<■), 


et  d  ailleurs,    y    étant    arbitrairement    petit,    f   est    aussi    voisin 
de  -7^(|ue  Ion  veut,  pour  y.  (léterminé  en  fonction  de  y. 


V'e 


En  groupant,  d'après  la  formule  (2),  toutes  les  sommes  partielles 
correspondant  à  un  même  système  des  indices  inférieurs  a,,  %.,,  ..., 
a/  ,,  a/,  on  obtient  une  deuxième  somme  |)arlielle  dont  la  valeur 
absolue  est  inférieure  à 


/';,   /'a,/' a. 


/'a,    ■ 


A 


/'/,    Poi,Po:,  ■■■  Px, 


suivant  (pie  le  déiiomiiia tciir  du   second  lacteur  ne  contient  pas  ou 
contient  /^i . 

l*2n  laisant  varirr,  de  toutes  les  bifoiis  possibles,  ce  systèined  in- 
dices inlérieurs,  on  (»bticnl  par  le  groupement  considi'ré  des 
tciino    de    rang    /    et    de   rang    /-j-i,    tint'    somme  dont    la    valeur 
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absolue  est  infcrieiire  à 

'•-1  +  1 


.,'0 
•2 


P^,---P0i,    , 


la  somme  S  s'élendanl  à  toiiles  le-;  peiiniilalious  /  —  i  à  /  —  i  des 
U'tires />! , />2,  ...,/>«.),  el  o  ou  i  devanl  èlic  choisis  dans  l'acco- 
lade suivant  que  le  dénominateiii"  coiTes|)on(lant  contient  on  no 
contient  pas  />| . 

A 

Or  il  est  clair  que  le  facteur  de  — ,.  est  inférieur  à 

P'n 


PJ  \        Pi 


Pn. 


D'après  l'évaluation  indi(|uée  plus  haut  pour  celte  dernière  quan- 
tité, la  partie  restante  de  (II)  (celle  qui  correspoiul  à  of.j^la.)  est  infé- 
rieure en  valeur  absolue  à 

A(log/,„;2e2v,+v,+  .. 

In 

Rlle  est  donc  d'ordre  de  grandeur  visiblement  inférieur  à  celui  de 
la  quantité  (1). 

13.  Il  resterait  à  s'occuper  de  l'expression  (IIP. 
C'est   pour  cette   dernière   que   Merlin    n'obtient   pas   d'évaluation 
satisfaisante. 

III. 

\k.  L'application  du  théorème  principal,  supposé  démontré,  au 
théorème  de  Goldbach,  est  immédiate. 

Soil  a/  un  nombre  pair.  Conslrnisons  les  dtuix  crd)les  d  l^ralo- 
sthène  d'origines  o  et  il  jus(|n'an  |)liis  i;iand  nombre  premier 
contenu  dans  y/a  /  ;  le  théorème  en  (jiieshon  \eul  (|u  il  v  ail  an 
moins  un  nombre  non  efTacé  entre   o   et   9.1. 

Ornons  a\ons  vu  (')  an  n"  1  (|ne  celle  consirnclion  est  précisé- 
ment celle  qui  est  étudiée  dans   le   parai^rapiic  11.  Soit  p,,  le  plus 


(')  On  doit  lenir  coinple  <le  la  reniai'(|ue  linalc  du  ii"  8  [voir  pagf  127.  noie). 

(.1.  H.) 
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grand  nombre  premier  contenu  dans  \''j.I\  il  est  démonlrë  dans  ce 
paragraphe  que,  dans  loiil  intervalle  de  longueur  au  moins  égale 
à  yp,Aogp,i,  il  y  a  au  moins  un  nombre  non  tlTacé.  Il  en  sera 
donc  ainsi  dans  l'intervalle  de  o  à  2/.  Toutefois  il  faudra,  pour 
qu'il  en  soit  sûrement  ainsi,  (jue 

>/   v/27log\/-ï7<  '2/, 

inégalité  toujours  vérifiée  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  ■>. /. 

Pour  pouvoir  énoncer  le  ihéorème  dans  toule  sa  généralité,  il  y 
aurait  donc  lieu  d'entreprendre  une  vérification  numérique  pour 
les  premières  valeurs  de  /. 

On  peut  obtenir,  par  la  formule  du  n°  8,  une  limite  inférieure 
du  nombre  de  manières  dont  un  nombre  pair  est  décomposable  en 
une  somme  de  deux  nombres  premiers.  En  effet,  ce  nombre  de 
manières  est  au  moins  égal  à  la  moitié  du  nombre  de  nombres  non 
effacés  de  o  à  2/  qirand  on  construit  les  deux  cribles  d'Eraloslbène 
que  nous  venons  de  considérer-.  Nous  aurons  une  limite  inférieure 
de  ce  dernier  nombre  en  faisant  A  = />;,  dans  le  second  membre 
de  la  formule  (I)  du  n°  8. 

La  limite  inférieure  que  nous  obtenons  ainsi  est  asymplo- 
tiqne  à 

1  ^'^'> 

15.  Applications  diverses.  —  Merliir  indique  une  série  d'autres 
questions  délicates  susceptibles  d'être  résolues  par  les  mêmes 
moyens. 

CVest  ainsi  qu'on  peut  se  demander  si  l'on  trouve  indérinirnenl  des 
couples  de  nonibr-es  premiers  différant  entre  eux  de  deux  nnilés  seu- 
lemerrt. 

Nous  nous  pro|)osons  de  clierclier  s'il  existe  rrne  inlinité  de 
valeurs  de  n  telles  qrrc 

/>«+-!  — /'//  ^   i- 

iJans  la  construction  dir  crible  d'KraloslIrènc,  on  ellcctue  suc- 
cessivement les  opérations 

A(o, />i),     A  (o. /'..),      ..-,     A(o, />„). 
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EfTecliions  d'abord  les  deux  premières  opérations  A  (o,  /?,), 
A(o,  p-j).  II  ik;  resle  plus  non  harr('S  que  Ions  les  nombres  de  la 
forme  6m  ±  i .  Soit  T'  le  lableau  ainsi  formé. 

Je  fais  corres|)ondre  à  cliaque  nombre  6/n  ±  i  non  barré  du 
tableau  T'  le  nombre  ni  du  lableau  T  des  nombres  entiers  positifs 
et  négatifs;  de  sorti'  qu'à  un  nondjre  m  de  T  corres[)ondent  deux 
nombres  de  T'. 

Continuons  maintenant  sur  T'  la  formation  du  crible  dErato- 
stliène,  en  barrant  dans  le  tableau  T  les  nombres  corrcspondanls 
des  nombres  que  nous  barrons  dans  le  tableau  T'. 

En  faisant  l'opération  A(o,  />o),  nous  barrons  dans  ï'  tous  les 
nondjres  5  (G/?  ±  i),  ou 

(6.1  — i)(t)nd=i)  (n  =  i.,  -î,  ...). 

En   faisant    l'opération   A(o,yD4),    uous  barions,  dans  T',   tous 

les  nombres 

-(G/zdzi)         («  =  i,2,...) 
ou 

(G.  I -h  i)  (G/i  d=  i)         («  =  1,2,...),         .... 

Arrêtons-nous  après  l'opération   A(o,  p/,-)  el  soit,  d'ailleurs, 

/j/.  =  6/-t-£i,  £i  =  ±i; 

à  ce  moment  nous  avons  barré,  dans  T',  tous  les  nombres 

(Cm  d=  i)  (G/î  ±  ()         (/«  =  I,  2,  ...,/  —  I  ;  «  =  i,  2.  .  .  .), 
(()/    — i)(6n~i)         (n    =1,2.,...), 

siî|==i — i;  et  tous  les  nombres 

(6 m  ±  i)  {6 II  ±  i )         (/H  =  1 ,  2,  ..../;  n  =  i ,  -i,  . .  .), 

si  £,  =  +  I. 

Quels  sont  les  nombres  du  tableau  T  que  nou^  avons  barrés  en 

même  temps  ? 

i  ç  =rb  1, 
((\ni  zt:  i)((\/i  dz  i)  =  (j(mn  --  tiii  -\-  i'  n)  -\-  il'  ),•__> 

c'est-à-dire  que  nous  avons  barré  dans  T  tous  les   nombres   de    la 
forme 

<■)  m  n  -T-  e  m  -^  i  n         (  /»  =  1 .  2,  .  .  . ,  /  —  1  ;  //  =  i ,  2,  .  . .  ), 

(jl/i    —    ti    -!-_£/  {n    =1,2,...), 
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si  £|  =  —  ',  et  tous  les  nombres  de  la  forme 

Ctmn^zm~-z'n         (  ni  =  i,  i,  . .  . .  / :  n  —  i,  -î,  . . .), 

si  £  ,  zz=  -j-  I  . 

A  chaque  nombre  non  barré  de  T  correspond  un  eou|)le  de 
nombres  6 m  —  i,  ()/?2+  i  non  barrés  deT'.  Comme /^a  ==  6/  +  ;,, 
le  premier  nombre  de  T  rpie  l'on  barrera  en  faisant  l'opéra- 
tion A(o,  pk+i)  sera  au  moins 

=  -2  /(5/-t-i). 

b 

Si  donc,  après  la  X"^'"'^  opération,  il  y  a  des  nombres  de  T  non 
barrés  supérieurs  à  /  et  inférieurs  à  C)l'--r-  2/,  il  v  aura,  après  />A', 
un  couple  de  nombres  premiers  tels  que  pu  et  p„+  2.  Il  en  sera 
toujours  ainsi  et,  par  consécpient.  il  v  aura  une  infinité  de  valeurs 
de /î  telles  que />rt^.,  =/>,/+ 2  si,  entre  l  et  2/(3/+ 1),  il  v  a  an 
moins  un  nombre  qui  nest  d'aucune  des  formes 

G  ma  -+- 1  ni  -i-  l' n         (^  //?  =  1  ,•>,...,/  ;  /i  =  i ,  2,  .  .  .  ). 

Merlin  démontre  que  l'existence  d'un  tel  nombre  se  ramène  bien 
au  liiéorème  général  énoncé  ci-dessus. 

16.  Une  méthode  toute  semblable  est  appliquée  par  lui  à  la  démon- 
stration : 

De  l'existence  d'une  infinité  de  valeurs  de  n  telles  que 

Pn-t-i — pn  =  4  ; 

Da  l'existence  dune  infinité  de  valeurs  de  /i  telles  que  Ion  ait  à  la 
fois 

/'«  ^  1  —Pn  =  'i,  Pn  +  1  —  P,i^\  =  4- 

17.  Plus  généralenienl^  on  peut  se  proposeï"  de  résoudre  en  nom- 
bres premiers  l'équation  indéterminée  du  premier  degré  à  deux 
inconnues  a-,  y. 

Soit 
(\(>)  ax  -^  b  y  =  c 

l'érpiation  en  (pie>ti(ju  ;  nous  supposons  </.  />,  c  premiers  eutie  eux 
deux  à  df'ux. 
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Supposons  d'abord  a  et  b  positifs, 
(considérons  les  deux  progressions 

(il)  ax 

et 

(il')  c  —  by. 

D'après  le  n"  2,  elles  ont  une  infinité  d'interférences  communes 
formant  une  progression  aritliinétique  de  raison 

(12)  «6, 

qui  donnent  les  solutions  de  réf|uation  (10). 

Pour  irouver  les  solutions  en  nombres  premiers  de  l'équa- 
tion (io)j  il  faut  d'abord  eiracer  les  termes  de  la  j)rogression  (11) 
à  partir  de  o  de  2  en  2,  de  3  en  3,  de  5  en  0,  ...,  de  ,o«  enyo,j, 
p,i  désignant  le  j)lus  grand  nombre  premier  non  supérieur 
.    ,   /c 

Puis  il  faut  eflacer  les  termes  de  (11)  à  partir  de  c  de  2  en  2, 
de  3  en  3,  de  o  en  5,  . .  .,  de  p„i  en  /?,„,  p„i  désignant  le  plus  grand 

i  •  .  .       .      Te 

nombre  premier   non  supérieur  a  i/T* 

Les  termes  de  la  progression  (12)  qui  n'auront  pas  été  ellacés 
entre  zéro  et  c  donneront  les  solutions  cliercbées. 

Appelons  A,  Tensemble  des  opérations  que  nous  venons  de 
définir  relativement  à  la  progression  ax. 

Appelons  13,  l'ensemble  des  opérations  (jue  nous  venons  de 
définir  relativement  à  la  progression  c — -  by . 

\|)pelons  xV,  l'ensemble  des  opérations  qui  constituent  xA , ,  sauf 
celles  relatives  aux  nombres  premiers  facteurs  de  6;  A!,  l'ensemble 
des  mêmes  opérations  A',,  mais  eft'ecluées  sur  la  suite  des  nombres 
entiers. 

Appelons  B',  l'ensemble  des  opérations  qui  constituent  B,,  sauf 
celles  relatives  aux  nombres  premiers  facteurs  de  a\  B',  l'ensemble 
des  mêmes  opérations  B', ,  mais  effectuées  sur  la  suite  des  nombres 

entiers,  et  l'origine  étant     t    • 

Les  opérations  A,,  ne  contenant  que  des  progressions  dont  la 
raison  est  première  avec   6,  forment,  d'après  le  n"  3,  sur   la    pro- 
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£;ression  (12),  une  configuralion  identique  à  celle  produile  jiarles 

opéralions  A,  sur  un  cerUiin  intervalle  1,  de  longueur    — 7    • 

Les  opérations  B^  ne  conieiiant  que  des  progressions  dont  la 
raison  est  première  avec  <7,  forment,  d'après  le  n"  3,  sur  la  pro- 
gression (12),  une  configuralion  identique  à  celle  produite  parles 

opéralions  B,  sur  un  certain  intervalle  L  de  longueur    — 7    • 

Pour  oblenir  la  configuration  produite  sur  Ja  piogression  (12) 
par  les  opéralions  A',  et  Bj  faites  simultanément,  il  suffit  d'amener 
les  intervalles  I,  et  L  à  coïncider  en  déplaçant  convenablement 
l'origine  des  opérations  B!,,  par  exensple. 

On  constate  d'ailleurs  que  les  facteurs  premiers  qui  (Igurenl  dans  a 
et  dans  b  sont  sans  effet. 

Bien  entendu,  il  faut  encore  que  les  opérations  A  et  B  ne  fassent 
intervenir  qu'«//e  seule  et  même  progression  de  raison  2.  Ceci  corres- 
pond à  une  restriction  évidente  nécessaire  pour  la  possibilité  de 
Téquation  (  ro)  en  nombres  premiers  (  le  cas  de  .r  on  y  r^  2  excepté). 
Il  est  clair  que  c  doit  être  pair  si  a  et  b  sont  tous  deux  impairs,  impair 
dans  le  cas  contraire. 

La  méthode  ainsi  développée  permettrait,  on  le  \oit,  la  résolution 
en  nombres  premiers  du  problème  de  l'analvse  indéterminée  du  pre- 
mier degré. 

18.  Généralisation.  — Ajoutons  que,  à  la  fin  du  Mémoire,  l'Auteur 
indique  comment  on  pourrait  appliquer  la  même  marche  à  un  plus 
grand  nombre  de  progressions  en  substituant  aux  nombres  premiers 
des  systèmes  de  nombres  |iremiers  entre  eux  deux  à  deux. 
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Bigouhdan  (G.).  —  Petit  .Atlas  crtcste  contenant  ')  cartes  en  deux 
couleurs,  prccéclé  d'une  introduction  sur  les  Conslellalions,  sur  les  moyens  de 
les  reconnaître,  etc.  Brochure  in-8  de  Sq  pages.  Paris,  Gauthier  \illars  et  C'*", 
1915.   Prix  :  2^'',  7». 
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Opère  matematiche  di  LUIGI  CREMONA.  Tomo  Secondo  con  fototipia 
del  monuniento  eretlo  ail.  Autore  nella  R.  Scuola  d' Applicazione per 
gli Ingegneri di Roma.  i  vol.  in-^",  Î5i  pages.  Alilan,  Ulrico  Hoepli,  hjiS. 

Au  moment  où  nous  venions  de  terminer  le  compte  rendu  du 
Tome  I  des  OEuvres  de  Cremona,  nous  recevions  ce  second  ^  olume 
dont  l'apparition  nous  présage  la  terminaison  prochaine  de  Tœuvre 
entreprise  par  M.  Hoepli  sous  les  auspices  de  l'Académie  royale  des 
Lincei.  En  relisant  les  Mémoires  qui  le  composent,  nous  nous 
sommes  reportés  aux  temps  de  notre  jeunesse  où  Chasles,  Cajlej, 
Clebsch,  Cremona  et  bien  d'autres  poursuivaient  d'un  commun 
accord  ces  études  géométriques  que  l'on  néglige  si  complètement 
aujourd'liui  et  que  l'on  a  bien  tort  de  négliger.  La  part  de  Cremona 
a  été  grande,  et  l'on  retrouvera  ici  grand  nombre  d'écrits  où 
il  a  énoncé  et  démontré,  par  les  méthodes  les  plus  simples,  les 
propositions  les  plus  dignes  d'intérêt.  Nous  citerons  en  particulier 
un  grand  nombre  de  Mémoires  sur  les  cubiques  gauches,  sur  les 
surfaces  réglées,  sur  les  coniques,  sur  la  surface  de  Steiner,  sur 
l'hjpocycloïde  à  trois  rebroussements,  sur  les  hyperboloïdes  de 
révolution  qui  contiennent  une  cubique  gauche  donnée,  etc. 
Cremona  a  dit  aussi  son  mot,  et  nous  le  retrouvons  ici.  sur  cette 
théorie  des  caractéristiques  des  systèmes  de  coniques  que  Chasles 
avait  créée  dans  l'âge  le  plus  avancé  et  qui  a  donné  naissance  à 
tant  d'écrits  publiés  dans  les  Comptes  rendus  àe  notre  Académie. 
Tout  cela  mérite  l'attention  et  la  lecture  des  géomètres;  mais  les 
deux  morceaux  qui  nous  paraissent  devoir  attirer  surtout  1  alten- 
tion  dans  le  nouveau  Volume  sont,  d'une  part,  les  deux  JNotes  sur 
les  transformations  biiationnelles  des  figures  planes,  où  se  trouve 
exposée  la  découverte  capitale  de  Cremona,  et,  d'autre  part,  les 
Preliminari  di  una  teoria  geometrica  délie  superficie,  écrit 
didactique  de  \\o  pages  in-4°  faisant  suite  à  l'essai  analogue  cjue 
l'Auteur  avait  publié  sur  la  théorie  des  courbes  planes. 

G.  Dauuolx. 


Bull,  des  Sciences  matkeni.,  2"  série,  t.  \XXI\.  (Juillet  191J.) 
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KA.MPE  DE  FERIET.  —  Scr  les  Fonctions  hypersphériques.  Thèse 
présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  pour  obtenir  le  grade 
de  Docteur  es  Sciences  niatltématiques,  soutenue  le  24  avril  i;)i5 
sous  la  présidence  de  M.  Paul  Appell.  i  vol.  in-4,vii-iii  pages.  Paris, 
Gauihier-Villars  et  G'*,  191 5. 

La  question  traitée  par  M.  Rampé  de  Fériet  se  rapporte  à  un 
sujet  étudié  presque  exclusivement  par  des  géomètres  français.  La 
théorie  des  fonctions  sphériques,  due  à  Laplace  et  à  Legendre,  a  élé 
généralisée  par  Hermite  (  '  )  par  des  considérations  purement 
algébriques  et  indépendantes  de  lathéoriedu  potentiel.  En  suivant 
une  voie  ouverte  par  M.  Appell  (-),  M.  Kampé  de  Fériet  rattache 
la  théorie  purement  algébrique  dHermile  et  les  généralisations 
dues  à  Didon,  à  Tensemble  déjà  imposant  des  recherches  sur  les 
fonctions  harmoniques  à  un  nombre  quelconque  de  variables.  11 
obtient  ainsi  des  formules  très  générales,  d'un  caractère  intuitif, 
qui  placent  la  question  sur  son  véritable  terrain. 

Dans  le  premier  Chapitie  se  trouvent  rap))elées  des  généralités 
sur  les  fonctions  liarmoniques  :  l'Auteur  v  donne,  en  outre, 
l'expression  qui  nous  parait  nouvelle  et  qui,  dans  tous  les  cas,  est 
obtenue  par  une  méthode  nouvelle  de  AoF  dans  un  svstème  de 
coordonnées  curvilignes  de  Ihyperespace  non  orthogonales. 

Dans  le  second  Chapitre,  TAuteur  étudie  la  première  classe  des 
polynômes  V  d'Hermile  et  en  donne,  par  une  méthode  générale  et 
nouvelle,  l'expression  tirée  des  formules  de  la  théorie  du  poten- 
tiel: il  établit  les  proj)riétés  les  plus  importantes  de  ces  polynômes, 
en  se  plaçant  au  plus  haut  degré  de  généralité  |iossible. 

Dans  le  troisième  Chapitre,  l'Auteur  montre  la  nécessité  d'ad- 
joindre aux  polvnomcs  \  une  nouvelle  classe  de  polynômes  l 
pour  obtenir  le  développement  d  une  fonction  hypersphérique 
quelconque.  Il  donne  la  défînilion,  l'expression  générale  et  les 
propriétés  essentielles  de  r(!s  polvnomes  l, ,  toujours  d'apiès  les 
mêmes  mélhoJes  générales. 

Dans  le  (pinlrième  Chapitre,  1"  \uteur  étudie  le  développement 
d'une  fonction  arbitraire  de  n    variables   en   série   de  polynômes 


(')  Œuvres,  t.  II,  p.  :Ji9-.3',6. 

(-)  Comj/tes  rendus,  l.  CLVI,  i"  semestre  iim^i  P-   ''|2''  ('^  '^ï 
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liypersphériques  zonaux.  Il  y  aura  là,  pour  lui,  un  clianip  consi- 
dérable tie  recherches  (ju'il  se  propose  de  développer  plus  tard. 

Enfin,  dans  un  dernier  (chapitre,  M.  Kampé  de  Fériet  introduit 
des  fonctions  qui  sont,  aux  polynômes  A  et  L,  ce  que  les  harmo- 
niques tesséraux  sont  aux  polynômes  zonaux  de  la  théorie  élémen- 
taire. 

Parmi  les  instruments  analytiques  employés  se  trouve  une  géné- 
ralisation de  la  formule  de  Lagrange  à  plusieurs  variables,  qui  est 
différente  de  la  généralisation  d'Hermite  et  qui  se  raltacbe  à  une 
forme  donnée  par  M.  Darboux.  Depuis  la  soutenance  de  sa  Thèse, 
M.  Kampé  de  Fériet  a  donné  une  nouvelle  généralisation  de  celle 
formule  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences 
(séance  du  2(J  avril  191  5). 

La  R. 


COFFIN  fJ.-G.).  —  CvLcuL  VECTORIEI.,  f/ivc  Applications  aux  Mathé- 
matiques et  à  la  Physique.  Traduction  et  notation  française  par  ALh\. 
Véronnet.  Avec  une  Lettre  au  traducteur  par  Pacl  Appell.  i  voL  in-8, 
xxxn[-2i'2  pages.  Paris,  Gauthier-^  illars  et  G'^,   1914- 

Un  grand  nombre  d'Ouvrages  ont  été  déjà  consacrés  au  C;ilcul 
vecloriel  et  à  ses  nombreuses  applications.  En  dresser  la  liste  (') 
serait  fort  long;  il  y  en  a,  peut-on  dire,  pour  lous  les  goûts.  Les 
uns,  théoric|ues,  atteignent  les  plus  hauts  sommets  de  la  Science 
en  mettant  plus  spécialement  en  évidence,  soit  la  ihéorie  des 
qualernions,  soit  les  diverses  théories  physiques  d'Electricité,  de 
Magnétisme,  d'Optique,  d'Hydrodynamique,  de  Mécanique  des 
solides,  de  Dynamique  des  corpuscules  électrisés  ou  non  ;  d'aulres, 
plus  élémentaires,  sont  écrits  pour  les  étudiants  et  tout  à  fait 
classiques;  enfin  les  traités  d'Algèbre,  de  (ic'ométrie  et  de  Méca- 
nique renferment  tous  un  Chapitre  plus  ou  moins  développé, 
consacré  à  la  tliéorie  des  vecteurs.  Et  même,  la  difficulté  qu'on 
rencontre  le  plus  souvent  aujourd'hui  dans  l'étude  de  ces  questions 
vient  de  ce  que  les  notations  (et  en  résumé,  le  calcul  vectoriel  est-il 


(M  t  ne  liste  dclaillée  elcs  Ouvrages  sur  les  quatcrniDns  se  trouve  dans  la 
Jiibliof^raphy  du  professeur  .Macfarlane.  publiée  par  l'Association  for  tlie  pro- 
motion of  tlie  study  of  qualernions  and  allied  iiiatlieniatics  (Dublin,  190  j). 
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autre  chose  qu'une  simple  nolation  bien  plus  qu'une  méthode  nou- 
velle?) sont  très  nombreuses;  on  ne  sait  lesquelles  adopter,  diflé- 
rents  systèmes  ayant  été  imposés  par  des  savants  distingués  pour  des 
raisons  logiques  et  présentant  tous  certains  avantages  qui,  autant 
que  la  personnalité  de  leurs  inventeurs,  empêchent  de  les  rejeter. 

Il  semble  donc  qu'un  nouvel  Ouvrage  sur  les  vecteurs  ne 
s'imposait  nullement.  Malgré  cela,  les  étudiants  français  doivent 
être  heureux  de  l'excellente  idée  qu'a  eue  M.  Véronnet  de  traduire 
le  manuel  nouveau  de  Calcul  vectoriel  du  professeur  G.  Coffm. 
Ce  manuel  «  donne,  dit  M.  Appell,  une  excellente  idée  de  ce 
Calcul,  des  avantages  qu'il  présente  dans  l'enseignement,  de  ses 
applications  à  la  Géométrie  et  surtout  à  la  Mécanique  et  à  la 
Physique.  D'ailleurs,  écrit  l^'-mineut  mathématicien  dans  sa  lettre 
au  traducteur,  votre  notation  très  simple  semble  réduire  au 
minimum  les  éléments  nouveaux  à  introduire  dans  le  Calcul. 
Elle  me  paraît  conserver  toute  la  clarté  des  formules  algé- 
briques sous  une  forme  plus  condensée,  plus  maniable,  plus 
réelle  aussi,  en  rendant  la  Mécanique  plus  géométrique  et  la 
Géométrie  moins  exclusivement  algébrique  ».  l*rati(piement,  et 
c'est  l'expression  même  de  l'Auteur,  ce  Livre  est  un  Cours  élémen- 
taire de  Physique  mathématique  destiné  à  donner  le  goût  de  cette 
science  et  à  éveiller  le  désir  d'en  poursuivre  l'étude. 

La  méthode  cartésienne,  si  prodigieusement  féconde  et(ju"impo- 
sèrent  surtout  les  travaux  de  Lagrange  qui  en  mirent  si  bien  en 
lumière  les  merveilleuses  ressources,  présente  quelque  chose 
d'artificiel.  On  n'obtient  l'unité  parl'aite  de  toutes  les  opérations, 
de  tous  les  calculs,  on  ne  les  ramène  tous  à  des  opérations  sur  des 
noinbres,  sur  des  grandeurs  algébriques  qu'après  avoir  décomposé 
la  grandeur  géométrique  en  trois  morceaux:  ses  trois  composantes 
suivant  les  axes.  L'unité  de  la  grandeur  géométrique  se  trouve 
brisée.  Voilà  ce  (|ui  clio(|ue  beaucoup  de  savants,  en  |)arli(ulier 
les  physiciens  anglais  et  américains,  ceuxsurtoiit  qui  tiennent  en 
outre  à  i;o//- les  phénomènes  au  travers  des  calculs,  comme  Faïaday 
voyait  les  lignes  de  force  et  suivait  dans  ses  raisonnements  leurs 
mouvements  onduleux,  les  voyait  dans  ses  calculs  se  condenser 
dans  certaines  régions  de  l'espLC^j  avoir  l'air  de  fuir  certains  corps, 
s'en  éloigner,  se  raréfier  dans  certains  endroits.  L'enq)l()i  des 
quantités  algél)ri(pies,  des   trois    (•()uq)osant('s  de    Descarlcs  rend 
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difficile  celle  inlerprétation  constante  des  équations;  il  faut 
arrêter  son  calcul  ou  plutôt  les  trois  calculs  relatifs  aux  trois 
composantes,  reconstruire  la  grandeur  géométrique  brisée  en 
trois  pour  avoir  une  vue  réelle  des  choses.  D'autre  part,  il 
serait  absurde  de  njer  l'avantage  considérable  que  présente  souvent 
la  méthode  cartésienne  et  de  se  priver  systématiquement  de  son 
emploi.  Les  géomètres  anglais  du  temps  de  Newton,  qui  raison- 
naient toujours  sur  les  grandeurs  géométriques  sans  introduire 
d'axes,  n'ont  abouti  qu'à  des  méthodes  lourdes,  sans  élégance 
et  sans  portée  suffisante.  CoJicilier  les  avantages  de  la  méthode 
cartésienne  et  ceux  de  la  méthode  vectorielle,  voilà  le  but  de 
l'Auteur.  Que  fallait-il  pour  l'atteindre  ?  Adopter  une  notation 
vectorielle  qui  permît  sans  cesse  d'écrire,  de  traduire  les  équations 
vectorielles  en  langage  cartésien.  Ceci  était  relativement  très 
facile  dans  l'état  actuel  de  la  Science. 

L'étudiant  qui  connaîtra  bien  le  Livre  de  AL  G.  Coffin,  qui  en 
aura  lu  attentivement  le  texte  et  qui  aura  fait  les  nombreux 
exercices  très  élémentaires,  mais  tout  à  fait  appropriés  aux 
Chapitres  qu'ils  suivent  et  judicieusement  choisis  pour  faire 
mieux  saisir  les  notions  et  les  idées  générales  qui  v  sont  exposées, 
sera  familiarisé  avec  ce  passage  d'un  langage  à  l'autre.  11  aura 
acquis  en  outre  un  petit  bagage  de  Physique  mathématique  élé- 
mentaire suffisant  pour  lui  permettie  d'en  aborder  l'étude  plus 
complète  dans  la  branche  qu'il  choisira  et  il  sera  à  même  de  lire 
les  Mémoires  originaux,  quelles  que  soient  les  méthodes  choisies 
par  les  auteurs.  Ceux-ci  emploient  de  |)lus  en  plus,  d'ailleurs,  le 
Calcul  vectoriel  couru,  non  pas  comme  une  méthode  nouvelle,  à  la 
manière  d'Hamilton  (dans  les  quaternions)  ou  de  Grassmanu 
(dans  les  Ausdehniingslehre),  mais  comme  une  méthode  auxi- 
liaire, une  notation  commode  réunissant  les  a.vantages  des  qua- 
ternions et  de  l'analyse  cartésienne.  En  France,  les  principaux 
travaux  de  Physique  mathématique  emploient  surtout  la  méthode 
cartésienne,  mais  à  l'étranger,  la  notation  vectorielle  est  beaucoup 
plus  couramment  utilisée  et  il  est  indispensable  d'être  familiarisée 
avec  elle  pour  aborder  l'élude  de  la  Phvsiquc,  —  pourrait-on 
concevoir  cette  étude  non  précédée  de  la  lecture  des  œuvres  de 
savants  camme  Lorentz,  Gibbs,  Haevesid,  Bucherer,  Bjerkness, 
Sommerfeld,  Abraliam  et  tant  d'autres  qu'il  faudrait  citer? 
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La  Iraduclion  de  M.  \  éronnet  est  faite  sur  la  seconde  édition 
du  Vektoranalysis  de  M.  Coffin,  la  première  édition  de  1909 
avant  été  rapidement  enlevée,  ce  qui  témoigne  du  succès  qu'eut 
l'Ouvrage  dans  les  pars  de  langue  anglaise.  Cette  seconde  édition 
a  permis  à  l'Auteur  de  corriger  quelques  fautes  de  détails,  de 
rédiger  à  nouveau  certaines  parties  et  d  ajouter  quelques  Notes; 
bref,  l'Ouvrage  est  tout  à  fait  mis  au  point. 

La  première  Partie  est  consacrée  à  un  rapide  exposé  des  prin- 
cipes fondamentaux  du  Calcul  vectoriel  et  au  choix  des  notations. 
Les  Chapitres  suivants,  qui  comprennent  presque  la  moitié  du 
Manuel,  traitent  des  applications  de  l' Anahse  à  l'usage  des  débu- 
tants en  Phvsique  mathématique,  comprenant  Géométrie, 
Mécanique,  Magnétisme,  Electricité,  Chaleur,  Hydrodynamique. 
Evidemment,  ce  n'est  pas  un  Traité  complet,  c'est  plutôt  une 
introduction  à  l'étude  de  la  Physique;  beaucoup  d'applications 
intéressantes  n'ont  pu  être  traitées  dans  ce  petit  Ouvrage.  Quant 
à  la  théorie  si  importante  des  courants  alternatifs,  l'Auteur  l'a 
volontairement  omise  parce  que,  dit-il  dans  la  Préface,  les 
Ouvrages  modernes  sur  ce  sujet  contiennent  tous  l'exposé  de  la 
méthode  vectorielle  employée. 

La  notation  de  M.  Coffin  était  celle  du  physicien  améri- 
cain Willard  Gibbs,  D'ailleurs,  les  éléments  essentiels  de  cette 
notation  commencent  à  être  à  peu  près  universellement  admis. 
\\n  beaucoup  de  points,  M.  Véi-onnet,  dans  sa  traduction,  a 
adopté,  en  la  simplifiant,  la  notation  française  de  Massau. 

Les  vecteurs  et  les  directions  s  écrivent  en  lettres  grasses,  les 
grandeurs  en  lettres  italiques.  En  cartésien,  le  vecteur  se  décom- 
pose en  trois  composantes  suivant  les  trois  directions  x.  y,  Z.  On 
a,  pour  la  définition  d'un  vecteur  r.  les  formules 

r  =  /T]  =  .7X  —J'y  —  ^z, 

ce  qui  signifie  que  le  \ecteur  r  a  une  longueur  ;•  suivant  la 
direction  r»  ou  qu'il  se  décompose  en  trois  composantes  de  lon- 
gueur X  suivant  la  direction  x,  y  suivant  la  direction  y,  z  suivant 
la  direction  z. 

i'in  général,  les  opérations  faites  sur  les  composantes  x,  y,  Z 
peuvent  tout  aussi  bien  se  faire  sur  le  vecteur  r  lui-même.  Par 
exemple,  si  un  point  M  se  déplace,  le  Necteur  r,  qui  a  j)Our origine 
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l'origine  des  coordonnées  el  pour  extrémité  le  point  M.  varie;  la 

vitesse  du  point  est  -r-,  son  accélération  est  — pr»  etc.  ^51  les  axes 
^  dt  at^ 

sont  fixes,  on  a 

dv  dx  dv  dz 

dr  =  X  dx  —  y  dy  —  z  dz,         —   =  x —, — i-y^  -r-z— -, 
■^    '  dt  dt        ^    dt  dt 

ce  qui  signifie  que  la  variation  c/r  de  r  a  dx,  dy,  dz  pour  compo- 
santes suivant  les  axes. 

JJans  le  premier  Chapitre,  l'Auteur  définit  les  opérations  élémen- 
taires sur  les  vecteurs,  ia  composition  et  l'intégration,  et  traite 
brièvement  la  Géométrie  analytique  de  la  droite  et  du  plan  avec  la 
notation  vectorielle.  Le  second  Chapitre  est  consacré  au  produit 
algébrique  et  au  produit  géométrique  de  deux  vecteurs.  Le 
premier  est  un  nombre  algébrique  égal  à  la  somme  des  jjroduils 
des  composantes  ou  bien  au  produit  d'un  vecteur  a  par  ia  compo- 
sante parallèle  de  l'autre  b-  11  est  noti-  ab.  Faisons  remarquer 
qu'il  est  écrit  en  lettres  grasses,  bien  que  ce  ne  soit  pas  un 
vecteur.  Le  produit  géométrique  de  deux  vecteurs  a  et  b  est  un 
vecteur  dont  la  direction  ii  est  normale  au  plan  de  a  et  b  et  la 
longueur  est  égale  au  produit  de  l'un  des  vecteurs  par  la  compo- 
sante normale  de  l'autre.  On  le  distingue  du  premier  en  le 
surmontant  d'un  trait  horizontal;  il  est  ainsi  noté  ab  (remarquons 
qu'il  ne  s'écrit  pas  de  la  même  manière  qu'un  vecteur  ordinaire). 
L'Auteur  étudie  les  propriétés  et  les  diverses  formes  analytiques 
de  ces  produits  et  quelques  applications  au  mouvement  des  solides. 

^^es  produits  algébriques  et  géométriques  comprenant  plus  de 
deux  vecteurs  sont  définis  dans  le  Chapitre  III  qui  contient,  en 
outre,  diverses  applications  à  la  Géométrie  analvtique  du  plan,  de 
la  droite  et  de  la  sphère  en  Calcul  vectoriel  et  à  la  réduction  d'un 
système  de  forces,  tout  cela  exposé  très  brièvement. 

La  différentiation  des  vecteurs  est  l'objet  du  Chapitre  IV.  En 
général,  les  difïérentiations  des  vecteurs  se  font  comme  dans  le 
calcul  algébrique.  De  très  nombreuses  applications  à  la  Géométrie 
infinitésimale  des  courbes  et  des  surfaces  (tangente,  normale,  plan 
normal,  courbure,  torsion,  lignes  géodésiques  des  surfaces)  et  à  la 
cinématique  du  point  précèdent  l'étude  du  ])roblème  inverse  de  la 
dillérentiation  :  l'intégration.  Ces  opérations  fondamentales  sont, 
croyons-nous,  traitées  beaucoup  trop  brièvement  et  d'une  façon 


i44  PREMIÈRE  PARTIE. 

insuffisante  en  plusieurs  points.  La  continuité  n'intervient  jamais. 
La  seule  définition  qu'on  en  trouve  et  que  l'Auteur  qualifie  Ae pra- 
tique est  la  suivante  :  «  Si  nous  passons  d'un  point  de  l'espace  à 
un  autre  point  de  l'espace  immédiatement  voisin  sans  que  la  gran- 
deur ni  la  direction  de  la  fonction  vectorielle  n'éprouvent  aucun 
changement  brusque,  la  fonction  vectorielle  est  appelée  fonction 
xiectorielle  continue  «  (p.  8). 

M.  Coffin  va  même  plus  loin;  il  nie  l'introduction  des  disconti- 
nuités en  Physique  mathématique  :  «  Les  fonctions  qu'on  ren- 
contre en  Physique  sont  presque  toujours  continues  avec  des 
valeurs  uniques,  sauf  parfois  en  des  points  isolés  ou  sur  des  lignes 
ou  des  surfaces  en  nombre  fini.  Dans  le  cas  contraire,  on  les 
ramène  à  jouir  de  ces  propriétés  par  divers  movens,  comme  en 
insérant  des  diaphragmes  qui  empêchent  de  traverser  une  région 
suivant  deux  ou  plusieurs  trajectoires  différentes,  etc.  Les  fonc- 
tions étudiées  dans  la  suite  sont  toutes  supposées  ainsi  définies 

Toutes  les  fonctions  naturelles  étant  continues,  leur  étude  (celle  des 
discontinuités)  purement  physique  est  inutile.  y>  Ces  lignes  (p.  85) 
précèdent   immédiatement  l'étude   des  potentiels   newtoniens   et 

de  leurs  dérivées Elles  font  prévoir  combien  ce  qui  en  est   dit 

est  insuffisant  et  laissent  croire  au  lecteur  non  prévenu  que  ces 
potentiels  ainsi  que  leurs  dérivées  premières  et  secondes  sont  tous 
et  toujours  des  fonctions  continues.  Ceci  est  d'autant  plus  grave 
qu'on  sait  l'importance  considérable  des  discontinuités  de  ces  fonc- 
tions dans  les  solutions  des  problèmes  de  Physique  mathématique. 
Il  y  a  là  une  lacune,  nous  dirons  même  une  erreur,  impardonnal)le. 
(hi'on  ne  s'embarrasse  jias  de  questions  délicates  relatives  à  la 
continuité  dans  un  Ouvrage,  même  aussi  comjilet  que  cehii-ci,  qui 
ébauche  la  pluj)art  des  grandes  théories  électriques  comme  celle 
de  Maxwell,  ou  hydrodynamiques  (celle  des  tourbillons,  par 
exemple)  et  parle  même  de  vecteurs  à  plus  de  trois  dimensions..., 
on  peut  peut-être  l'admettre;  mais  que  le  lecteur  ne  soit  même  pas 
prévenu  de  l'existence  des  discontinuités  de  certains  potentiels  et 
de  certaines  de  leurs  dérivées,  pour  ne  parler  ici  que  de  ces  fonc- 
tions très  élémentaires,  on  ne  j)eut  l'accepter.  De  la  considération 
des  discontinuités  des  potentiels  de  volume  de  sim})le  ou  de 
double  couche  et  de  leurs  dérivées  j)remières  et  secondes  dan.s 
certaines  ci^nditions,  on  déduit  la  solulion  d'un  "land  nombre  de 
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])roblème5  de  Physique  mathématique.  Evidemment,  avec  des 
«  diaphragmes  ^> .  on  peut  rendre  toutes  ces  fonctions  continues, 
mais  c'est  presque  toujours  leurs  discontinuités  qui  les  rendent 
intéressantes  et  aptes  à  fournir  la  solution  des  problèmes  nom- 
breux d'Electricité,  d'Hvdrodynamique,  etc. 

Si  l'on  s'astreint  à  ne  pas  envisager  ces  discontinuités,  il  ne 
suffît  pas,  en  tout  cas,  d'affirmer  la  continuité  des  fonctions  natu- 
relles et  de  ne  même  pas  prévenir  l'étudiant  de  l'existence  des  sauts 
brusques  de  certaines  fonctions  très  naturelles  comme  AV  si 
longuement  étudié  par  M.  Coffin  (qui  n'étudie  que  des  fonctions 
naturelles).  AV  n'en  fait  pas  moins  un  saut  brusque  à  la  surface 
d'un  conducteur  électrisé  par  exemple.  Ce  saut  joue  un  rôle  fon- 
damental dans  toutes  les  branches  de  la  Physique  et  TAuteur  est 
bien  obligé  d'en  tenir  compte  dans  la  suite  de  l'Ouvrage. 

Aux  opérateurs  différentiels  est  consacré  un  long  Chapitre, 
le  cinquième.  On  définit  d'abord  la  divergence  ou  vecteur  opéra- 
teur V  (délia  renversé)  ou  D.  La  conception  de  cet  opérateur 
comme  vecteur  est,  comme  on  le  sait,  très  utile  et  l'Auteur  en 
donne  immédiatement  de  nombreuses  applications.  L'opéra- 
teur Si  D  correspond  à  la  dérivée  suivant  une  direction  Si-  Le  cm/ / 
ou  tourbillon  est  défini  comme  on  le  fait  ordinairement.  Le  théo- 
rème de  la  divergence  est  montré,  jjlutôt  que  démontré,  à  l'aide  de 
considérations  intuitives  relatives  aux  flux.  î^' Auteur  dit  bien  qu  il 
ne  donne  pas  de  démonstration  rigoureuse.  11  a  prévenu  d  ailleurs 
dans  la  Préface  que,  «  si  une  démonstration  ne  satisfait  pas  les 
difficiles  et  les  puristes,  ils  pourront  trouver  les  résultats  établis 
plus  rigoureusement,  sinon  plus  clairement,  dans  les  Ouvrages 
consacrés  aux  démonstrations  mathématiques  rigoureuses  ».  Si 
l'on  remarque  que.  dans  toute  la  suite  de  l'Ouvrage,  il  est  fait  cons- 
tamment et  presque  uniquement  usage  des  trois  théorèmes  de  la 
divergence,  de  Stokes  et  de  Gauss,  qu'une  preuve  rigoureuse  de 
ceux-ci  est  bien  plus  courte  et  plus  claire  que  les  nombreuses 
explications  plus  ou  moins  naturelles  que  donne  lAuleur,  on  peut 
regretter  que  ces  propositions  tout  à  fait  fondamentales  ne  soient 
pas  toutes  démontrées  (car  une  démonstration  mathématique  non 
rigoureuse  n'en  est  pas  une);  mais  que  1\L  Coffin  les  fasse  simple- 
ment pressentir  par  des  vues  physiques  plus  ou  moins  convain- 
cantes. Il  est  bien  donné  dans  l'Ouvrage  trois  preuves  du  théorème 
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de  Stokes,  plusieurs  preuves  également  du  théorème  de  Gauss  dont 
une,  la  seconde,  masquant  le  caractère  purement  géométrique  de 
la  proposition  devrait  bien  ne  pas  figurer  dans  ce  Manuel  ;  pourcjuoi 
la  démonstration  précise  et  inattaquable  du  théorème  de  la  diver- 
gence, qui  est  bien  simple,  n'est-tlle  pas  donnée? 

Les  applications  à  la  théorie  électrique  sont  exposées  au  Cha- 
pitre \I.  Après  les  théorèmes  de  Gauss,  de  Green,  leurs  applica- 
tions immédiates  aux  potentiels,  on  trouve  en  notation  vectorielle 
la  plupart  des  formules  classiques  d'Electricité  concernant  les 
potentiels,  les  forces  électriques,  l'énergie  d'un  système.  Ensuite, 
l'Auteur  donne  les  équations  du  champ  électromagnétique,  équa- 
tions de  Maxwell,  celle  de  la  propagation  des  ondes  électromagné- 
tiques, le  théorème  de  Poynting,  puis  les  formules  relatives  à 
l'action  des  courants,  à  l'action  mutuelle  de  deux  circuits,  à 
l'énergie  mutuelle  de  deux  systèmes  de  conducteurs  et  à  la  self- 
induction.  Les  formules  vectorielles  sont,  en  général,  bien  plus 
condensées  que  les  mêmes  formules  en  notation  cartésienne. 

Le  Chapitre  A  II  traite  des  applications  à  la  Dynamique,  à  la 
Mécanique  et  à  l'Hydrodynamique.  On  y  rencontre  les  théorèmes 
généraux  de  la  Mécanique,  l'étude  du  mouvement  du  corps  solide 
sans  forces  extérieures,  du  mouvement  à  la  Poinsot,  quelques  for- 
mules relatives  au  gyroscope,  les  équations  d'Euler,  celles  de 
Lagrange,  enfin  les  équations  fondamentales  de  l'Hydrodynamique 
et  du  mouvement  des  fluides,  une  ébauche  de  la  théorie  des  tour- 
billons et  la  démonstration  de  l'impossibilité  de  la  production  d'un 
tourbillon  dans  un  fluide  sans  frottement.  En  somme,  la  plupart 
des  grandes  théories  v  sont  amorcées  suffisamment  |)our  «pie  l'étu- 
diant puisse  ensuite  les  étudier  dans  les  Ouvrages  s|)éciaux. 

De  nombreux  exercices  à  la  fin  de  chaque  Chapitre  avec  quek]U('s 
indications  relatives  à  la  solution  seront  très  utiles  à  l'étudiant. 
Enfin,  un  index  alphabétique  permettra  d'utiliser  ce  Livre  comme 
un  mémento,  un  formulaire  où  l'on  retrouvera  rapidement  les 
équations  dont  on  a  besoin  pour  traiter  un  problème  à  l'aide  du 
calcul  vectoriel. 

Au  point  de  vue  du  fond,  nous  a\oiis  déjà  déploré  le  manrpie 
de  rigueur  de  plusieurs  parties  de  ce  Manuel  qui  rend  certains 
passages  très  obscurs  et  susceptibles  de  donner  des  idées  fausses 
au  lecteur.  L'absence  totale  des  discontinuités,  leur  omission  com- 
plète, laisse  planer  une  obscurité  sur  loiil   l'Ouvrage  et  emjicche 
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de  saisir  même  la  véritable  manière  dont  sont  traités  les  problèmes 

de  Physique  mathématique.  Et  cependant,  ceci  n'est  ])as  inhérent 

à  la  notation  vectorielle  qui  est  susceptible  de  s'adapter  à  la  rigueur 

la  plus  absolue. 

Au  point  de  vue  de  la  forme,  nous  nous  |)ermetlrons  également 

quelques    observations;    il    est   bon   que    la    ])récisioil    du    style 

ajoute  à  celle  des  idées.  Or,  que  penser  de  celte  phrase  (p.  64)  : 

«    ...nous  exprimerons   ce    fait   en   écrivant  /•  =  /'(/),    en   lisant 

comme  s'il  y  avait »  Pourquoi  ne  pas  faire  concorder  écriture  et 

langage?  A  la  page  ^4^   nous  lisons   :  a  l'équation   ci-dessus  est 

égale  à  deux  fois  l'aire  balayée...   »   (une  équation  égale  à  une 

aire?).  De  nombreux  passages  sont  ainsi  rédigés  avec  peu  de  soin 

et  le  traducteur  aurait  pu  remédier  à  ce  défaut  et  ne  pas  écrire 

comme  à  la  page  80,   par  exemple  :  "  ...trouver  les  composantes 

dr 
de  -r-  dans  la  direction  et  perpendiculairement  au  rayon  vecteur.  » 

Malgré  ces  critiques  et  observations,  nous  sommes  convaincu 
que  ce  Manuel  rendra  des  services  aux  étudiants  qui  n  osent  s'en- 
gager dans  la  Physique  mathématique  avant  de  posséder  une  mé- 
thode de  calcul  commode  et  une  notation  simple  qui  leur  per- 
mettent d'en  aborder  l'étude  avec  fruit. 

(JASTOA   CiTTV. 


MARCELIN  (1)  (René).  —  Contribution  a  l'étude  de  la  Cinétique  physico- 
chimique.  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  pour 
obtenir  le  grade  de  Docteur  es  Sciences  physiques,  soutenue  le 
19  juin  I9i4)  sous  la  présidence  de  M.  G.  Lippmann.  i  vol.  in-8,  vii- 
ii3  pages.  Paris,  Gauthier-Villars  et  C'^,  igij- 

Le  travail  de  Al.  Marcelin  comporte  une  partie  expérimentale 
intéressante  sur  révapo/'ation.  La  difficulté  des  mesures,  élégam- 
ment surmontée,  prouve  l'habileté  de  l'opérateur.  Le  sens  expéri- 
mental de  M.  Marcelin  est  peut-être  au  reste  encore  plus  évident 
dans  la  recherche  originale  qu'il  présente  comme  seconde  Thèse, 
recherche  qui  met  en  évidence  des  pellicules  cristallines,  d'épais- 
seur uniforme,  pouvant  s'abaisser  jusqu'à  l'épaisseur  d'une  couche 
de  molécules. 

Pourtant,  le  ti'ès  grand  intérêt  du  travail  présenté  réside  surtout, 

(')  Tué  à  Fennemi  en  sejjtenibre  nji!\. 
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à  noire  avis,  dans  les  théories  qu'il  développe.  Ces  théories  nous 
semblent  les  plus  importantes  (en  ce  qui  regarde  la  cinétique 
chimique)  qui  aient  été  formulées  depuis  celles  de  Gibbs  et  de 
\  an    t  Hoir,  qu'elles  prolongent  au  reste  directement. 

On  sait  que  même  ces  puissants  esprits  n'avaient  pu  découvrir 
comment  les  vitesses  de  réaction  dépendent  des  variables  autres 
que  la  concentration  des  corps  étudiés.  En  particulier,  on  ne  pos- 
sédait que  des  règles  empiriques  en  ce  qui  regarde  l'influence  de 
la  température  sur  les  vitesses  de  réaction.  Ce  sont  ces  lacunes 
que  M.  Marcelin  vient  de  combler,  de  la  façon  la  plus  satisfaisante. 

1°  Procédant  du  particulier  au  général,  il  a  d'abord  cherché  si 
quelque  formule  ne  contiendrait  pas  toutes  les  formules  spéciales 
déjà  trouvées  en  cinétique  chimique.  11  y  est  arrivé  en  approfon- 
dissant la  notion  de  potenliel  chimique  ou  d'affinité,  sous  la  forme 
précisée  par  Gibbs.  La  vitesse  apparente  se  présente  toujours 
comme  dilTérence  des  vitesses  d'accroissement  de  deux  systèmes 
antagonistes,  les  variables  déterminantes  de  chaque  vitesse  étant 
la  température  et  l'affinité, 

A,  As 

f  =  t'i  —  i--,-^  kic    1^'  —  kne    ^^ . 

2°  Rattachant  la  (^iuélique  aux  théories  moléculaires  statistiques^ 
M.  Marcelin  a  montré  alors  comment  cette  formule  générale  se 
présentait  comme  une  conséquence  de  la  doctrine  de  l'équipar- 
tilion  (Boitzmann-Gibbs-Einstein).  L'idée  générale  est  cpie  les 
molécules  actives  sont  celles  qui  ont  atteint  un  certain  état  cri- 
tique très  différent  de  1  état  mojen. 

3"  \J énergie  «  critùjiie  »  nécessaire  pour  passer  de  l'état  moyen 
à  l'état  critique  peut  être  déterminée  par  les  expériences  qui 
donnent  l'influence  de  la  température  sur  la  vitesse  de  transfor- 
mation. En  même  temps,  on  voit  comment  le  logarithme  de  la 
constante  de  vitesse  déjicnd  de  la  température, 
dlnh,         a,         b\ 


\ 


d'ï  T» 


c,. 


En  résumé,  et  bien  qu'il  faille  attendre,  pour  juger  à  coup  sur 
de  l'importance  d  une  théorie,  de  voir  quelle  influence  elle  exerce 
sur  l'expérience,  nous  sommes  portés  à  regarder  comme  de  tout 
premier  ordre  les  considérations  développées  par  ^L  Marcelin. 

La  II 
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SUR  LE  GROUPE  DE  RATIONALITÉ 
DES  ÉQUATIONS  DU  SECOND  ORDRE  DE  M.  PAINLEVÉ 


Par  m.  Jules  DRACH. 


Dans  un  Mémoire  fondamental,  M.  Painlevé,  en  1900,  a  réussi 
à  former  efFectivement  et  méthodiquement  les  divers  types  d'équa- 
tions différentielles  du  second  ordre 

(i)  y'=R(y,r.  ^), 

rationnelles  en  ^',  algébriques  enj^,  analytiques  en  x^  dont  l'inté- 
grale générale  est  une  fonction  uniforme  de  la  variable  x. 

Si  l'on  écarte  ceux  de  ces  types  qui  se  ramènent  immédiatement 
à  des  systèmes  linéaires  (et  s'intègrent,  par  suite,  à  laide  de  trans- 
cendantes uniformes  attachées  à  des  groupes  linéaires)  il  en 
reste  six.  qu'on  peut  regarder  comme  des  dégénérescences  de  lun 
d'eux,  qui  définissent  des  transcendantes  uniformes  essentielle- 
ment nouvelles. 

Ces  divers  types  se  sont  présentés  depuis  à  M.  R.  Fuclis 
dans  un  problème  relatif  aux  équations  différentielles  linéaires 
du  second  ordre  (formation  déquations  difTérenti elles  avec  des 
points  singuliers  déterminés  dont  le  groupe  de  monodromie  est 
indépendant  de  l'affîxe  de  lun  des  points  singuliers).  Je  les  ai 
retrouvés  également  (')  dans  l'étude  des  cas  de  réduction  des 
équations  du  premier  ordre 

où  P3  est  un  polynôme   en  u  du   Iroisième  degré,  à  coefHcient.-s 

arbitraires  en  x^  P,  un  polynôme  du  premier  degré.  En  jn-enant 

comme  forme  réduite 

/s  ,       ui  u  —  i)(  .r  —  r) 

(  2  )  a  =  — i ■—: , 

.r  (  j"  —  1  I  (  //  —  )  -  ) 


(')  J.  Da.vcii.  C.  /?.  Acact.  Se,  3o  mars  1914. 
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<le  manière  à  meltre  en  évidence  les  solutions//  =  o,  u=iy:, 
/^  =  I ,  u  r::^  X,  y  désignant  nne  fonction  arbitraire  de  x,  on  trouve 
les  équations  de  M.  Painlevé  pour  y  quand  on  exprime  que  le 
groupe  de  rationalité  de  (2)  est  le  groupe  projectif,  l'invariant 
correspondant  avant  une  expression  rationnelle  facile  à  préciser. 
Cela  nest  d'ailleurs  pas  essentiellement  distinct  de  l'observation 
de  M.  R.  Fuclis. 

Pour  établir  que  ses  transcendantes  sont  esscittiellemcnt  nou- 
velles^ M.  Painlevé  a  dû  faire  appel  à  ma  théorie  de  la  rationa- 
lité (')  et  montrer  que,  pour  la  plus  simple  de  ses  équations,  le 
groupe  de  rationalité  est  un  groupe  infini  :  c'est  le  groupe  des 
transformations  à  deux  variables  qui  conservent  les  aires. 

Mais  sa  démonstration,  relative  à  cette  équation 

fait  intervenir  les  |)ropriétés  de  la  transcendante  j',  établies  par 
une  étude  préliminaire.  Je  me  propose  de  donner  ici  une  théorie 
plus  élémentaire,  aboutissant  aux  mêmes  conclusions. 

Remarques  préliminaires. 

L'équation  de  M.  Painlevé 

y  =  6/-  -t-  a.r  -1-  p 

se  ramène  immédiatement,  lorsque  a  n^est  pas  nul^  à  la  forme 

(1)  j»"=  G/î-i-aa? 

sur  laquelle  nous  raisonnerons  généralement. 
Lue  transformation 

.r  =  A  X ,        y  =  \^  ^  1 

(pii  donne  r'=  ^  \'.  change  cette  équation  (i)  en 

'  ■'■'• 

en  posant  -/a- =  1,  on  aura  donc 

Y"  =  0  Yî  -+-  a>.  '  X  =  6 Y2 -H  AX 

('j  F".   l'AiM.ivi:,  C.  /{■  Acad.  Se,  27  octobre  11^02  et  igK)2-i()o3  passim. 
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et  Ton  voit  qu'on  peut  disposer  de  ),,  si  a  ^  o,  de  manière  à 
donner  au  coefficient  de  X  une  valeur  fixe  arbitraire,  i  par 
exemple.  Au  lieu  de  procéder  ainsi,  nous  laisserons  ce  coefficient 
indéterminé,  de  manière  à  pouvoir  le  supposer,  à  l'occasion,  infi- 
niment petit  et  nous  interpréterons  le  résultat  précédent  en  disant 
que  la  transformation 

-  „  Y  A 

conserve  l'équation  (i). 

Parmi  les  intégrales  de  l'équation  à  quatre  variables  x,  y^  y\  a, 

df       df    ,       ôf 

on  peut  donc  se  borner  à  considérer  celles  qui  sont  formées  de 
termes  de  même  poids^  ou  isobares,  quand  on  attribue  respecti- 
vement à  X,  y^y,  a  les  poids  i,  —  2,  —  3,  —  5. 

En  divisant  ces  intégrales  par  une  puissance  convenable  de  a, 
qui  est  aussi  une  intégrale,  on  pourrait  même  ne  considérer  que 
des  intégrales  de  poids  zéro. 

Comme  les  deux  équations 

!>(/)  =  o,  ^(/j=o, 

OÙ  l'on  pose 

^•^  '  dx  -^   dy  -^    dy  0-x 

forment,  en  vertu  de  l'identité 

un  système  complet  à  deux  solutions,  cela  revient  à  substituer  ce 
système  à  l'équation  unique  fi  (y)  =  o.  Quand  on  étudie  celte 
dernière,  il  résulte  immédiatement  de  l'absence  dei'  dans  le  coef- 
ficient de  —,  qu'on  peut  choisir  deux  solutions  cp,  'j>  pour  lesquelles 


à{y,y'  ) 


autrement  dit  :  l'unité  est  un  multiplicateur  de  Jacobi  pour  l'équa- 
tion îî(/)  =  o.  Les  deux  solutions  'j,  6  sont  alors  délinies  aux 
transformations  près  du   groupe   infini,   ((ui  a  pour  équation  de 
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définiLion 

Pour  le  système  complet  à  quatre  variables  x^  -)',  y\   a,  on   doit 
remplacer  l'équation  précédente  par 

d((ï),  ^)    _  _ 

à{y,y')  ~ 
en  raison  des  identités 

^  I  do\  do  „  /  ào  \       ^   do 


\ûy/       "  ôy  '  \dy' J  dy 

/  do\  do  /  âo\        do 

\dyj  -^  dy'  \àyj        dy 

et  des  identités  analogues  relatives  à  'l .  En  faisant  tendre  a  vers 
zéro,  les  deux  intégrales  es  et  di  cesseraient  donc  d'èlre  distinctes 
en  y  etj''  et  l'on  ne  pourrait  tirer  aucun  parti  de  la  considération 
de  récpialion  j^"^  6y-,  regardée  comme  cas  limite  de  Téquation 
de  Painlevé. 

Nous  abandonnerons,  pour  celle  raison,  les  intégrales  de  poids 
zéro  et,  en  observant  que  les  intégrales  les  plus  simples  de  l'équa- 
tion j"^  Ç>y-  sont  respectivement 

dy 

2  W  - 


J  sfVy 


pour  lesquelles — r  =  i  ^-t  dont  les  poids  sont  —  ()  et  i ,  nous 

d\y^  y  ) 

considérerons  deux  intégrales  o  et  -i/  de  f)(y)  =  o,  de  poids  res- 
pectifs —  G  et  I,  qui  se  réduisent  pour  a  =  o  aux  précédentes  et 

vérifienl  la  condition 

do   à^  dcp   d^ 

h'  ^y'        ày'  dy  ~" 

On  aura  donc,  pour  ces  intégrales,  les  relations 

0(ç)  —  «>(.^)  =  o 

avec 

v(cp)  =  —Go.         ^{'!^}  =  'i, 

et  il  est  aisé  de  voir  que  toutes  ces  relations  forment  un  s\stème 
complètement  intégrable. 
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Les  intégrales  '^  et  'j   étant  supposées  développées  suivant  les 
puissances  de  a,  sous  la  forme 


'il 


=  0  —  aO,   —  a^O, 


awi  -f-  a-oji 


les  éléments  0,,  8^,  .  .  -,  oj,,  wj,  .  .  .  s'obtiennent  de  proche  en 
proche  par  des  quadralures  qui  portent  sur  des  fonctions  de  y 
seul.  Les  périodes  des  intégrales  définies  ainsi  introduites  font 

apparaître,  dans  0) ,  Oo,  (o,  oj,,  ojo,  ...,de  nouveaux  termes  A) , 

)v25  •  .  . ,  'J^,  |J-i,  'Ml  •  •  ■  et  l'expression  générale  de  -o  et  -S,  obtenue 
par  continuation  analytique  d'une  expression  particulière, 
sera 

*!'  =  w  -!-  u  —  a  (  w  j  -f-  iJLj  )  -H  a-  (  wo  -f-  ixo  )  -f- .  .  . . 

Nous  savons,  d'autre  part,  qu'on  doit  avoir  aussi 

41  =  *r'j,  -Va),         >r  =  T(9,  -i/|  a), 

les  deux  fonctions  du  second  membre  devant  satisfaire  aux  condi- 
tions 

c>(¥,  i)  ~'' 
1(4»)  =  —  Gï  --  -4-'!/  — -  —  ja  ^  =  —  (j*, 

Si  Ton  pose  alors,  eu  égard  aux  remarques  faites  sur  h  et  w, 

'ï>  =  o -H  a-^  1 -^  a^  cp2  ^- .  .  . , 

xt'=  ,L^-6o^a.l.,^a2'V  — ..., 

on  obtiendra  des  équations  aux  dérivées  partielles  qui  permettent 
(le  déterminer  de  proche  en  proche  les  expressions  les  plus  f^énr- 
raies  de  es,,  's.>.  .  ■  ..  '^o?  '}ii  '^25  •  •  •  '^  moyen  des  variables  'j  et  -l 
seules. 

Les  identités  en  a  : 


a).i  -H  a-  À-2 -^- .  .  .  =  a'^/i  -!-  a-'-jj  -h  , 


î.J. 


;jL  -H  aU]  -H  a-  ijio  —  .  .  .  —  yo~  aOj  -r-  a- O2  -•-••• , 

où  les  expressions  C5|,  cSi-  •  ■  ••  '|'ii<  'fi?  ':'.>'  •  •  •  doivent  être  déve- 
Dull.  des  Sciences  niathém.,  >"  scric,  t.  \X\I\.  (Jiiillcl  191').)  i3 
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loppées  elles-mêmes  suivant  les  puissances  de  a,  donnent  alors  le 
moyen  de  calculer  effectivement  les  expressions  particulières 
de  c:ii,  c5o,  .  .  .,  -Iq,  '},,  ^i,  .  .  .  qui  correspondent  aux  périodes 
introduites  dans  ce  et  'l  par  des  contours  fermés  convenables 
décrits  par  la  variable  y  -dans  son  plan,  c'est-à-dire  les  transfor- 
mations effectives  du  groupe  de  nionodromie  de  l'ensemble  (cp,  '!;). 

A  notre  point  de  vue,  les  intégrales  principales  e?i  x  =  .Xq  de 
l'équation  i^(/)  =  o,  c'est-à-dire  celles  qui  se  réduisent  respecti- 
vement à  y  et  à  r'  lorsqu'on  y  fait  .r  :=  .ro  et  qu'on  obtient  en  per- 
mutant X,  Xq,  y-  y 01  y\  .Vo  fl^^s  les  développements  de  l'intégrale 
générale,  développements  méromorphes  d'après  M.  Painlevé, 
doivent  être  étudiées  comme  fonction  des  arguments  cp  et  «!>;  leur 
uniformité  entraîne  l'existence  de  deux  fonctions  uniformes  de 
ces  arguments  o  et  'l  qui  demeurent  inaltérées  par  les  transforma- 
tions du  groupe  de  monodromie  de  l'ensemble  (o,  'l). 

On  peut  encore  dire  que  j^  e\.y'  seront  définis  en  x  par  l'inver- 
sion du  système 

'lix,  y,  y'  )  =  6. 

Pour  justifier  cette  manière  de  voir,  dont  le  développement  fera 
l'objet  d'un  travail  ultérieur,  il  importe  d'abord  d'établir  que  les 
intégrales  es  et  'l  sont  effectivement  les  plus  simples  qu'on  puisse 
définir  pour  l'équation  i^(/)  =  o,  ou  d'une  manière  plus  précise, 
qu'il  n'est  pas  possible  de  clioisir  parmi  tous  les  systèmes  cp,  ^î/ 
qui  vérifient  les  conditions 


i>(C3)  =   i>('^)  =  O, 


^<{y.y) 


un  système  particulier  vérifiant,   en  outrc^  une  relation  d'ordre 

,  -Il  ,  .      do      t)^      di)      d'h 

<iueiconque,  rationnelle  en  x^  y,  y,  es,  o,  ~,  --^>  -p->  —^j  •••> 

1  ^  '  ',/',-'        1    '        l    '      C*^,  ()y'  ()y  ,)y 

non-conséquence  des  précédentes.  Dans  ma  teiminologie,  le 
groupe  de  rationalité  de  l'écpiation  lî(y')=o  est  le  groupe 
général  des  transformations  à  deux  variables  cp,  •!>,  qui  conservent 
les  aires;  il  est  défini  par  la  condition  nnif|Mc 

—, — i —  =  '  ; 

c'est  ce  (jui  va  résulter  de  ce  (pu  suit. 
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i"  Il  n'y  a  pas  cV intégrales  parliculières  algébriques.  ■' — 
S'il  existe  pour  réquation 

une  inlégrale  particulière^',  rationnelle  et  entière  en  x,  y,  y',  il  y 
en  aura  aussi  une  qui  sera,  en  outre,  rationnelle  et  entière  en  a. 
Cela  résulte  du  fait  que  a  est  une  intégrale  ou  encore,  ici,  de  la 
nature  de  la  transformation  qui  conduit  de  l'éqnation 


à  1  équation 
Admettons  qu'on  ait 


— —  =  Gv^-f-  U.X. 


^-(J)  =  W\ 


où  /  est  un  polynôme  en  x,  y,  y\  a;  L  sera  aussi  un  polynôme 
en  :r,  jk,  y'-,  a  de  degré  i  au  plus  par  rapport  à  l'ensemble  de  ces 
quatre  lettres. 

Si  l'on  suppose  y"  de  degré  m  en  a, 

et  si  l'on  pose  L  =  LoH-Li^-^  où  L,  est  une  constante  et  Lo  une 
fonction  du  premier  degré  de  x,  y,  y',  l'identité 

donnera  immédiatement 

Q«(/o)  =  U/o, 


T   '^■^'"    -    I        f 

La  dernière  équation  exige  L)  =  o,  sans  quoi  le  degré  du  second 
membre  eny'  dépasserait  celui  du  premier. 
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Considérons  alors  ridentité 

ûo(/o)  =  Lo/o; 

elle  exprime  que  la  relation 

définit  des  intégrales  particulières  de  Téquation  du  second  ordre 
Or,  cette  dernière  s'intègre  au  moven  des  deux  relations 

elle  n'a  manifestement  pas  d'autres  intégrales  premières  particu- 
lières algébriques  que  celles  qui  sont  de  la  forme 

P(0)  =  o, 
où  P  est  un  poljnome. 

On  peut  le  montrer  directement  :  si  l'on  avait  identiquement 

oùyo  dépend  de  x,  Lq  serait  indépendant  de  x  et  il  en  résulterait 

ri  f 

que  -^vérifie  une  identité  analociie. 

L'équation j)/"  =  6y-  auraitdonc  l'intégrale  première  rationnelle 


ô.r 


consl. 


/o 
qui  dépendrait  de  x. 

On  conclut  donc  de  là  (|ue  y,,  est  un  polvnome  on  0,  dont  les 
coefficients  sont  des  puissances  convenables  de  a,  choisies  de  ma- 
nière que  tous  les  termes  de  /o  soient  île  même  poids.  Mais  alois 
Lo  est  nécessairement  nul  et  le  polynôme  y (:r,  y,  y',  a.)  d('\ra  satis- 
faire à  ridentité 

!>(/)  =  o. 

l'-n  d'autres  termes,  Vcxislcncc  d'un  polynnnic  f  satisfaisant  à 
une  identité 
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entraine  celle  d'une  intégrale  première  al gébrique  {vdilionweWe 
eX  entière) 

f(x,  y.  y,  aj  =  const. 
pour  r équation 

y  =  Cj-'*-;-  OLX. 

Si  l'on  se  reporte  aux  identités  vérifiées  par/o,/,.  . .  ..//„,  elles 
s'écrivent  simplement 

^■^oif\)-^oc  -^  =  o, 
oy 


loif.,)-^-'^'"'-' 


^7' 


àf,n 

X  -\—r  =  O  : 
ày 

d'après  la  dernière, /",„  est  indépendant  dey'. 

Soit,  en  mettant  en  évidence,  dans /o?  la  plus  haute  puissance 

de  e, 

proposons-nous  de  calculer  dans  /< ,  /21  ■  •  •  les  parties  correspon- 
dantes à  ce  terme,  parties  que  nous  désignerons  respectivement 

par  cp,.  '-p., 

L'équation 

— ' 1 — -^  >■ —;  G  >'--i-  .r/i  fjA-1  -p  y  =  O 

ax  dy^  ^  dy 


exige  que  cp,  dépende  de  x;  en  dérivant  par  rapport  à  .r.  on  aura 

d'où  l'on  conclut  que  le  polynôme 

dOt  ,     „ , 

satisfait  à  l'identité 

2o(cf)  =  o; 

<7  est  donc  simplement  un  polynôme  en   0  dont  les  coefficients 
dépendent  de  a. 
Dans  l'équation 

^  -^  ■>./.■  1-0/'-'=  j(0), 
d.r 
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-^  est  formé  de  termes  de  même  poids;  ce  poids  est  celui  de  )-h^"*^ 

ox  ^ 

c'est-à-dire  — 6(/i-  —  i)  —  2.  Il  en  résulte,  en  passant,  que  n  ne 
peut  renfermer  B  à  une  puissance  /.'  supérieure  à  (A-  —  4)i  car  a 
est  de  poids  — ^  5  et  la  plus  grande  valeur  de  /.'  satisfaisant  i\ 

5in  -+-(j k'  =  -2  -^  6( k  —  I  ) 

correspond  à  m  =  4- 
La  forme  de  '^t  est 

cpi  =  (t  —  ■2kyb'^-i)x  -^  À(  j,  j'), 
où  le  polynôme  A  doit  satisfaire  à  l'identité 

^''-       '  '^'^-    r      ■-,  /       0/      , 

nous  sommes  ainsi  amenés  à  remplacer  la  variable  y'  par  la  va- 
riable 9, 

et  à  poser 

À  =  A-+-B  v/4j''-+-0, 

où  A  et  B  sont  des  polynômes  en  y  et  8.  L'identité  à  vérifier 
donne  alors 


I 
1 

1 


— -^ /4 jK^ -H  0  =  —  (7  H-  2A-j-6''-i 


=0,  ^  (  4  y3  _|-  0  )  -u  ()  v2  P,  =  9.  A-  r  6''-i  —  :r. 

Supposons  B  de  degré/»  en  y, 

le  premier  membre  de  la  seconde  équation  renfermera  un  tonne 

(|ui  ne  [)Out  jamais  se  trouver  au  second  membre,  même  [)our/j  =  o. 
11  est  impossible  que  li  soit  un  polynôme  en  t  et  0. 

Lorsque  /o  dépend  de  0,  C5,  ne  peut  donc  être  un  polynôme 
en  X,  y,  y'  et  il  en  est  de  même  de  /, .  Il  n'existe  pas,  par  suite, 
d'intégrale  particulière  algébrique. 

Si  yo  se  réduisait  à  une  constante  absolue,  on  pouriail  la  siip- 
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primer  dans  y^  et  diviseï'  ensuite  par  a;  J\  jouerait  alors   le   rôle 

L'équation  -}-"=  (iy- -|- a:r,  où  a^o,  ne  possède  donc  pas 
dHntégrale première  algébrique. 

2"  Le  groupe  de  rationalité  est  primitif.  —  Quand  il  s'agit 
de  déterminer  le  groupe  de  rationalité  d'une  équation  du  second 

ordre 

y"  =  F(>,  y,  y), 

la  première  recherche  à  faire  est  celle  de  la  primitivité  du  groupe. 
Lorsque  le  groupe  est  imprimili/\  s'il  n'existe  qu'une  famille  de 
courbes  invariante  par  les  transforma tions  du  groujje,  ces  der- 
nières s'écrivent 

et  l'invariant  différentiel  -^  :  -^  appartient  au  domaine  de  ratio- 

nalité. 

S'il   existe  deux    familles    invariantes,    les    transformations  du 

groupe  sont  de  la  forme 

j   <!•  =/('cp), 

les  deux  expressions 

dj'  •  àf  '  dy  '  dy' 

sont  algébriques  dans  le  domaine  de  rationalité,  leurs  fonctions 
symétriques  étant  rationnelles  dans  ce  domaine. 

S'il  existe  plus  de  deux  familles  invariantes,  il  en  existe  une 
infinité;  les  transformations  du  groupe  de  rationalilé  sont  engen- 
drées par  le  groupe 

1   <P  —  ao  -+-  b, 

\   \Y  =  a  '!;  —  c, 

auquel  on  adjoint  des  transformations  linéaires  formant  un  groupe 
fini  quelconque,  de  manière  à  constituer  un  groupe  complexe. 

Les  invariants 

d-i>  ^   d-^  à^  ^  db 
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sont  algébriques  dans  le  domaine  de  ralionalité.  Sans  insister 
sur  les  caractères  précis  de  ce  cas,  disons  simplement  que  leur 
étude  correspond  entièrement  à  celle  d'une  équation  diflerenlielle 
linéaire  du  second  ordre  lorsque  l'intégrale  générale  est  algé- 
brique :  on  est  amené  à  considérer  les  groupes  linéaires  finis 
(dièdre  et  corps  réguliers),   les  éléments   transformés  étant,   par 

exemple,  -7-^  et  -7-^,  • 
r        dy        oy 

Nous  n'avons  heureusement  pas  ici  à  envisager  Ions  ces  cas. 

L'équalion  à  étudier 

se  réduit,  pour  a  ^  o,  à  l'équation 

dont  le  groupe  de  rationalité  est  imprimitif,  ainsi  (pie  cela  résulte 
(les  formules 

dy 


0  =  7'- —  4  r^,         iM  ^=  X  —   /  -— 


v/47^-^0 

et  la  seule  famille  invariante  est  9  =  const. 

Si  donc    le   groupe  de    rationalité  cherché   est   imprimitif,   ses 
tiansformations  sont  de  la  forme 

1>=/(cp),  T  =  ^('^,  ^) 

et  la  résolvante  en  —  :  —4  possède  une  seule  solution  rationnelle. 

ôy      éy  ^ 

En  d'autres  termes,  il  existera  un  système  complet 

'^("i)  =  :^.  ^  ^^  —  \^y  ^  T^t'  "=  ^' 

à  coejfficicnts  rationnels  (jui  définit  rint(''grale  es,  et  l'intégration 
de  l'équation  du  second   ordre  est  ramenée  à  celle  de  l'équation 

La  résolvante  en  v.,  qui  doit  posséder  une  solution  rationnelle 
dans  le  domaine  de  F,  est  donc 


-i- 

F  — 

\^y') 

ùo 
ôy 

'ôy 

-f- 

^  oy' 

=  0 
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c'est-à-dire 

^/  (JF  dF 

Pour  léquahon  j'"=  ()J'- +  aj",  celle  résolvante  s'écrira  simple- 
ment 

On  observera  que  o  étant  formé  de  termes  de  même  poids,  y.  sera 
de  poids  ( —  i)  ;  si  Ton  pose,  par  suite, 

P 

où  p  et  Q  sont  des  polynômes  en  x,  y,  y'\  a  sans  diviseur  com- 
mun, le  poids  de  Q  dépassera  d'une  unité  celui  de  P. 

L'identité 

QQ(Pj  —  I'Q(Q)  =  i'2yQ2— P2 

donne  immédiatement 

Q(P)  — 127Q  =  LP, 
û(Q)--P        =LQ, 

où  L  désigne  un  polynôme  en  x,  y,  y' ,   a  qui  sera  du  premier 
degré  au  plus  en  x^  y,  y . 

Désignons  respectivement  par  p,  q^  l  les  degrés  de  P,  Q.  L  par 
rapport  à  l'ensemble  des  lettres  ,r,  t,  y';  les  deux  identités  précé- 
dentes exigent^  dans  lliypothèse  /  >■  i , 

p  -^  l  =  rj  ->r-\,  q  ^  I  =/?, 

ce  qui  donnerait  2  /=  1 ,  d'où  l'impossibilité.  Si  l'on  suppose  /  =  1 , 
on  n'a  plus  que  des  inégalités 

qui  n'admettent  que  la  solution/?  =  <y  -}-  1 . 

En  désignant  par  m  le  poids  de  P,  celui  de  Q  est  (/.v  -t-  1  )  et 
celui  de  L  est  —  i . 

Le  polynôme  L,  linéaire  en  x,  r,  )  ',  entier  en  a  et  de  poids 
{ —  i),  ne  peut  qu^être  identiquement  nul. 

Les  deux  polynômes  P,  Q  en  x^  j',  y',  a  devront  donc  vérifier 
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les  équations 

Q(P)-i2jkQ  =  o, 

«2(0)  — P  =  o. 

Nous  pouvons  toujours  poser 

P  =  p  — !-  1  Q  =  —  p  — ^ , 

'    Oy  ^  '    ôy 

p  désignant  un  facteur  convenable,  et  si  l'on  porte  ces  expressions 
dans  les  équations  |irécédentes,  on  trouve,  en  vertu  de  i'i{o)  =  o, 

c'est-à-dire  que  o  est  une  intégrale  de  1  équation  à  étudier.  Si 
cette  intégrale  est  fonction  de  o,  en  modifiant  cette  dernière  on 
peut  supposer  p  =  i,  c'est-à-dire  que  les  dérivées  de  l'intégrale  cp 
relatives  à  y,  à  y'  (et  par  suite  aussi  à  x)  sont  des  polynômes 
en  :r,  j,  y. 

La    fonction  o   elle-même   est  donc  aussi   un  polynôme   en  x, 
y,  y',  c'est-à-dire  qu'il  existera  une  intégrale  première  algébrique 

?(^,  r.  y')  =  const. 

pour  l'équation  r'^  ^JK'H-  ^-X.  Or  on  a  établi  qu'il  n'y  en  a  pas. 

Si  l'intégrale  o  est  indépendante  de  'o,  on  peut  la  prendre  |)0ur 

seconde  intégrale  fondamentale  'l  de  l'équation  Q(y")  =  o  et  l'on 

aura 

'Il  d'j  =  —  [  Py  -+-  Q ( 6y-  -L-  oiX)]  d.r  -f-  P  <://  —  Q  dy' . 

Mais,  si  cela  était,  on  aurait  une  identité  analogue  pour  l'équation 

qui  se  déduit  de  l'équation  donnée  en  ajoutant  une  constante  à  .r, 
et  cette  identité  subsisterait  ensuite  (piaud  on  ferait  a  =  o,  c'est- 
à-dire  pour  l'équation 

y"  =  (i  r-  +  ^. 

Or,  celte  dernière  équation  s'intègre  par  les  deux  relations 


où  H  et  ti>  sont  les  constantes  arbitraires;  l'équation  aux  dérivées 


f'  =  y'"- -  '\y'  —  2 Pr ,       -x to  ^.  T~  \  —==L===  : 

j  v/47rrTpyn) 
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partielles  correspondante 

dx         ôy  ^  Oy        -^  ^ 

est  imprimitive  et  l'Intégrale  0  joue  le  rôle  de  'j,  c'est-à-dire  est 
définie  isolément. 
L'identité 

,y  do  =  V  dy  -  Q  dy'-  \V  y  ^  Q(GX-^H-  ^  j]  dx 

exigerait  qu'une  seconde  intégrale  <^j  s'obtienne  explicitement  sous 
la  forme 

d'v  -+-  \iy'--\-  -1  ^ 

dy 

c'est-à-dire  soit  rationnelle  en  x^  j',  y'  :  ce  qui  est  manifestement 
impossible  d'après  la  forme  de  w  qui  comporte  une  intégrale  ellij)- 
tique. 

En  résumé,  pour  aucune  intégrale  es  de  l'équation 

àf         Of     ,         âf 
il{f)=  -^  -^  —y  -t-  -^-  (Gv2_wa:r)  =  o, 
^■'  <J.r        dy  -^         dy 

,  .  d-^        d'J       ,  •  ,  ,  ,  ,     ,. 

le  quotient  -p  :  — -^  n  est  lationnel  en  x^  j)',  y  ,  a;  c  est-a-dire  que 

le  groupe  de  rationalité  de  cette  équation  est  primitif . 

3"  Le  groupe  de  rationalité  est  le  groupe  infini  T  des  trans- 
formations qui  conservent  les  aires.  —  Ce  groupe  V  est  défini 
par  l'équation  unique 

d(o,   <l)    ~     ' 
.,      ,  ,,  .  .  .  ,  d(o,  <li) 

il  n  a  pas  d  autre  invariant  rationnel  que  — ■ — '-r- 

Pour  établir  ce  point,  nous  remarquerons  que  le  seul  type  de 
sous-groupe  du  groupe  précédent  qui  soit  primitif  est  un  groupe 
fini,  le  groupe  linéaire  spécial.  En  réalité,  les  types  qui  se  pré- 
sentent dans  le  cas  général  sont  des  groupes  complexes  engen- 
drés par  le  groupe  linéaire  spécial  auquel  on  adjoint  des  transfor- 
mations linéaires  constituant  un  groupe  fini.  Dans  le  cas  actuel, 
ces  transformations,  devant  appartenir  à  F,  appartiennent  elles- 
mêmes  au  groupe  linéaire  spécial.    Le    groupe    de   rationalité    ne 
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peut  donc  être  que  le  groupe  linéaire  spécial  lui-même,  s'il  n'est 
pas  r.  L'examen  du  tableau  des  six  groupes  primitifs  à  deux  va- 
riables, donné  par  Lie,  le  montre  immédiatement.  On  est  ainsi 
amené  à  recliercher  si  les  invariants  du  groupe  linéaire  spécial 
en  C5,  àj  ((ui  sont  ici  les  coefficients  de  c/y\  dy'-dy\  dy  dy'-^  dy''^ 
dans  le  développement  de  l'expression 

où  o  et  'h  sont  regardés  comme  dépendant  de  y  et  y' ^  peuvent 
recevoir  des  valeurs  rationnelles  en  x,  y^  y' •,  a'-  par  un  choix  con- 
venable des  intégrales  C2,  'l  qui  satisfont  déjà  à  la  relation 

0(0.  •]>) 


^{y.y  ) 


En  tenant  compte  des  deux  dérivées  de  cette  dernière  relation, 
ces  invariants  se  réduisent  à  quatre  distincts  : 


à-:,  ^^^ 

ày  oy^  ' 

dto     c^2 .1 

ày  oy 

dy  ôy  dy' 

ôy  àydy' 

et  les  résolvantes  correspondantes  s'obtiendraient  sans  difficulté. 
On  évitera  la  discussion  du  système  résolvant  en  remarquant 

que  l'équation  étudiée 

y"  =  6y~  -t-  a  a?  -r-  3 

se  réduit,  pour  a  =  o,  à  l'équation 

dont  on  définit  la  solution  générale  par  les  formules 

^  J  v/47^+.37  +  0 

Les  deux  intégrales  0  et  to  satisfont  à  la  condition 

dy  6/        Oy'  dy  ~    ' 

comme  on    le   reconnaît   immédiatement,    en   remplaçant    la    va- 
riable 1'  par  0.  Le  groupe  de  rationalité  correspondant  e.^t  formé 

des  transformations 

0,=  0, 

w,  =  W-+-  l'(0), 
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où  P(9)  représente  une  expression  de  la  forme  A,  P, -f- /,^. Po» 
formée  avec  les  deux  périodes  P,,  Po  de  l'intégrale  elliptique  la 
plus  générale  et  deux  constantes  arbitraires  À,,  A2,  c'est-à-dire  la 
solution  g^énérale  transcendante  d'une  certaine  équation  diflcren- 
tielle  linéaire  du  second  ordre. 

Si  le  groupe  de  rationalité  de  l'équation  y"  =^()y- -\- (j.x -\- '^ 
était  le  groupe  linéaire  spécial,  ce  groupe  ou  l'un  de  ses  sous- 
groupes  pourrait  être  choisi  pour  groupe  de  rationalité  de  l'équa- 
tion jk''=  6}'-+  [^.  Il  existerait  donc  deux  fonctions  cp,  -^  de  B  et  oj 

à(^,  'h) 

lions  linéaires  quand  on  j  remplace  co  par  oj -h  P(B).   De  plus, 
les  invariants  du  groupe  linéaire  spécial,   formés  avec  ces  deux 
fonctions  ca,  -i;,  seraient  rationnels  en  x.  y^  y',  [i. 
La  {)remière  condition  qui  exprime  que  le  groupe 

0,  =  0,      to,  =  oi-f- P(e) 

est  semblable  à  un  groupe  linéaire  ne  peut  être  satisfaite.  Elle 
exigerait,  en  effet,  qu'on  pût  déterminer  es  et  'h  par  l'identité 

P(0)  ^  =.  (^ao  +  b'b  -^  c)  ^  -r-( n'o  +  b''!^  -^  c' )  ^, 

OÙ  a,  è,  c,  a',  b\  c'  sont  des  fonctions  de  À,,  Ao  lorsqu'on  pose 

P(0)  =  X,P,4->.oI^, 

en  désignant  par  P,,  Po  les  deux  périodes  de  Tintégrale  elliptique. 
On  en  déduirait  donc 

OOi  OU) 

a,c2  +  b,'\>  +  c,  =  F.,(0  )^,         «'.,0-4-  b'.,  4;  -I-  r,  =  P2(0  )  ^  , 


avec 


«1  //,  —  a\  b\  =  «2  ^o  —  ci'i  b-i  =  I 


et,  pai-  suite,  en  éliminant  les  dérivées,  deux  équations  linéaires 
en  cp,  '!»,  nécessairement  distinctes^  qui  donneraient  o,  'h  comme 
fonctions  de  0  seul,  ce  qui  est  contradictoire  avec  l'hypothèse. 
Le  groupe  de  rationalité  de  V équation  du  second  ordre 

y'=  Gy--hxT 
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est  donc,  pour  a^o,  le  groupe  infini  Y  des  transformations 
qui  conservent  les  aires  planes,  dont  réquation  de  définition  est 

(J(cp,  if) 


NOTE  SUR  UN  POINT  D'HISTOIRE  DES  MATHÉMATIQUES  ; 

Par  m.   E.  JABLONSKl. 


Les  savants  architectes  égyptiens  qui  ont  construit  la  célèbre 
pyramide  deCliéops,  4ooo  ans  environ  avant  J.-C,  connaissaient-ils 
le  nombre  t:,  rapport  d'une  circonférence  de  cercle  à  son  diamètre, 
dont  l'histoire  ne  fait  aucune  mention,  à  ma  connaissance,  avant 
Archimède,  3oo  ans  seulement  environ  avant  J.-C. 

Telle  est  la  question  que  posent  les  mesures  prises  sur  la  pyra- 
mide par  les  savants  qui  accompagnèrent  le  général  Bonaparte 
dans  son  expédition  d'Egypte.  Il  résulte  de  ces  mesures  que  le 
périmètre  de  la  base  divisé  par  le  double  de  la  hauteur  est,  au 
degré  d'approximation  que  comportent  ces  mesures,  le  nombre 
classique  ",  et  l'on  en  a  conclu  que  les  savants  égyptiens  étaient, 
à  une  époque  très  reculée,  en  possession  d'un  savoir  géométrique 
très  étendu  et  avaient  voulu  réaliser,  dans  leur  construction,  le 
symbole  mathématique  dont  la  découverte  est  généralement  attri- 
buée à  Archimède,  beaucoup  plus  tard. 

D'autre  part,  Hérodote  rapporte,  d'après  les  dires  des  prêtres 
égyptiens,  gardiens  des  traditions,  que,  dans  cette  pyramide,  la 
surface  du  carré  construit  sur  la  hauteur  est  équi\alente  à  celle  de 
chacune  des  faces  latérales  qui  sont  égales  entre  elles;  cette  aflir- 
mation  a  été  aussi  vérifiée  par  les  savants  français. 

Il  en  résulte  deux  équations  entre  le  coté  de  la  base,  (|ui  est  un 
carré,  et  la  hauteur.  Ces  équations,  en  vertu  de  la  similitude, 
restent  les  nuMues  pour  toutes  les  pA'ramidcs  de  même  sommet  et 
ayant  pour  bases  des  sections  liorizoulales  du  monument,  ce  qui 
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permet  fort  heureusement  de  n'avoir  pas  à  tenir  compte  des  chan- 
gements inconnus  qui  ont  pu  se  produire  dans  le  niveau  du  sol 
environnant. 

Si  l'on  désigne  par  x  le  demi-côté  de  la  base  et  par  y  la  hauteur 
de  l'une  quelconque  de  ces  pyramides  partielles,  ces  équations 
sont  respectivement  pour  les  deux  relations  énoncées  plus  haut  et, 
dans  leur  ordre, 

(0  Âx  =  -y 

et 


(2)  y^  =  xs/x-^-^y^. 

Il  est  manifeste  que  ces  deux  équations  sont  incompatibles,  en 
rigueur,  car  il  en  résulterait,  par  un  calcul  facile,  que  tz  est  racine 
d'une  équation  bicarrée  à  coefficients  entiers,  ce  que  nous  savons 
impossible.  • 

Comment  concilier  cette  impossibilité  théorique  avec  les  résul- 
tats apparents  de  mesures  soigneusement  prises?  Voici  :  il  arrive, 
et  c'est  là  le  point  intéressant  de  cette  petite  Note,  que  l'équation 
bicarrée  en  question  admet  une  racine  qui  n'est  pas  tt,  mais  qui  en 
est  approchée  à  moins  de  3o2  cent-millièmes,  par  excès.  Si  l'on 

pose,  en  effet,  —  =  ^,  1  érpiation  (2)  devient,  tous  calculs  faits, 

z'*  -^iÇ>z-- —  16-  =  o, 
dont  la  seule  racine  acceptable,  réelle  et  positive,  est 


y  —  8  -+-  v/^)2o  =  3 ,  [ 44608 . . . , 

dont  la  différence  avec  -  est,  par  excès,  o,oo3oi(3  — 

Chacune  des  relations  (i)  et  (2)  entraîne  donc  approximative- 
ment l'autre.  Quelle  est  celle  que  les  architectes  égyptiens,  ])our 
des  raisons  mystiques  inconnues  de  nous,  ont  voulu  réaliser?  il  est 
très  vraisemblable  que  c'est  la  seconde,  transmise  par  tradition 
dans  le  monde  des  initiés  de  l'antique  Egypte  et  communif|uée  à 
Hérodote,  tandis  que  la  première  n'a  jamais  été  l'objet  d'aucune 
mention  dans  l'antiquité.  Elle  est  d'origine  toute  moderne  et  n'esl, 
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à  mon  sens,  qu'une  illusion  qui  s'explique  par  un  accident  fortuit 
de  calcul. 

Il  faut  remarquer,  d'ailleurs,  que  la  notion  de  surface  plane 
devait,  dès  la  plus  haute  antiquité,  être  familière  à  l'esprit  humain, 
surtout  dans  un  pays  où  les  inondations  annuelles  du  Nil  rendaient 
fréquente  la  nécessité  de  refaire  les  bornages  des  propriétés  et  les 
partages  du  sol.  C'est  vraisemblablement  à  ces  nécessités  qu'est 
due  la  naissance  de  la  Géométrie  à  des  époques  très  antérieures  à 
l'ère  chrétienne;  la  notion  abstraite  de  la  mesure  des  lignes 
courbes  n'est  venue  que  bien  plus  tard  et  a  commencé  avec  Archi- 
mède  par  la  mesure  de  la  circonférence  de  cercle,  la  plus  simple  de 
toutes  les  courbes. 
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OElviœs  complètes  DI-;  Tho.m\s  JAN  STIELTJIi^S,  publiées  par  les  soins 
de  la  Société  mathématique  dWmsterdam.  Tome  I.  i  vol.  in-4",  viii- 
471    jtages.  (jroiiiiigeii.  I'.  NihiimIIimIT.    1914. 

J(?aii  Slielljes,  le  i;éotii('lic  si  ilislingiic  qui  a  ('le  pic'-iiialii- 
lénienl  enlevé  à  la  science  et  à  renseignement,  alors  c|u  il  était 
devenu  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  l'iniversilé  de 
Toulouse,  a  laissé  dans  noire  pavs  des  souvenirs  qui  sont  loin 
d  être  elFacés.  La  nature  même  de  ses  recherches  analytiques 
avait,  dès  le  premier  jour,  attiré  1  attention  de  notre  grand  géo- 
mètre Cliarles  Hermite  qui  entretenait  avec  lui  une  correspon- 
dance activée,  publiée  pour  le  plus  grand  bien  de  la  Science,  après 
la  mort  de  Stieltjes,  par  MM.  B.  Baillaud  et  H.  Bourget. 

Pour  rendre  compte  de  l'objet  et  du  but  de  la  publication 
actuelle,  nous  ne  saurions  mieux  faire  que  de  reproduire  la  belle 
Préface  mise  en  tête  des  OEuvres  jjar  la  Commission  chargée  de 
leur  publication. 

u  Dans  sa  réunion  du  3o  avril  1910,  la  Société  mathématique 
d'Amsterdam  prit  la  résolution  de  publier  une  édition  complète 
des  OEuvres  scientifiques  du  membre  défunt,  le  docteur  es  sciences 
Jean  Stieltjes.  Après  la  belle  publication  de  la  Correspondance 
d'Hermite  et  de  Stieltjes  par  MM.  B.  Baillaud  et  H.  Bourget,  la 
Société  tenait  à  témoigner,  elle  aussi,  de  sa  haute  admiration 
pour  l'œuvre  de  réminent  géomètre  qui,  nous  ne  saunons  l'ou- 
blier, avant  de  devenir  Français,  avait  été  notre  compatriote. 

»  L'exécution  de  ce  projet  fui  confiée  à  une  Commission  com- 
posée de  MM.  W.  Raptevn,  J.-C.  Ivlujver  et  E.-F.  van  de  Sande 
Bakhuyzen,  qui  acceptèrent  ccllt;  tâche  avec  empressement. 
Après  avoir  été  autorisée  par  les  rédactions  des  différents  joui  iiaux 
à  réimprimer  les  Notes  et  Mémoires  en  question,  la  Commission 
demanda  à  M°'"  Stieltjes  la  permission  de  consulter  les  papiers 
laissés  par  son  époux,  afin  de  |)Ouvoir  examiner  s'il  s'v  trouvait 
encore  quelque  travail  dans  un  état  assez  avancé  pour  en  per- 
meltre  la  publication.  M""^'  Stieltjes  ayant  gracieusement  aicpiiescé 

Bull,  des  Sciences  inathéin.,  2'  série,  t.  WXIX.  (Août  1910.)  14 
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à  celle  demande,  la  Commission  a  pu  ajouter  quelques  pelius 
Noies  au  second  \  olume  de  celle  Collection. 

»  Les  Noies  et  Mémoires  avaient  été  publiés  en  diverses 
langues,  dix  en  hollandais,  deux  en  allemand,  tous  les  autres  en 
("rançais.  La  Commission  décida  de  les  réimprimer  tels  qu'ils 
étaient,  en  ajoutant  une  traduction  française  aux  Articles  hol- 
landais. 

»  Pour  l'ordre  de  ce  travail,  la  Commission  se  guide  sur  l'im- 
portante Notice  sur  les  Ircwaux  scientifiques  de  T.-J.  Stleltjes 
pul)liée  dans  les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse [i^"  série,  t.  IX,  1890,  p.  1-64),  par  le  professeur  E.  Cos- 
serat.  Dans  celle  Notice,  l'auteur  donne  une  brève  analvse,  par 
ordre  chronologique,  des  Notes  et  Mémoires  de  Stieltjes.  On  y 
trouve  82  numéros  dont  les  n"'  lo  et  34  sont  des  traductions 
françaises  des  n"*  10  et  38  respectivement.  La  suppression  pure  et 
simple  de  ces  deux  traductions  eùl  donné  lieu  à  un  changement 
de  ninuérotage.  Pour  conserver  aussi  longtemps  que  possible,  les 
mêmes  numéros,  nous  avons  substitué  au  n"  15  un  autre  petit  Arlicle 
lire  de  la  Zeitsc/irift  fiir  V ermessungswesen  (Slullgarl,  t.  XV, 
188G,  p.  i4i-i44)-  ^^^  Article  fui  envoyé  de  Paris  au  rédacteur  de 
ce  Journal  par  un  inconnu,  mais  la  Commission  est  en  possession 
d'une  lettre  qui  sera  publiée  à  la  fin  du  second  Volume  et  dont  on 
peut  tirer  presque  avec  certitude  la  conclusion  que  cet  im;onnu 
était  Slielljes.  Cette  substitution  permit  de  conserver  les  numéros 
de  la  Notice  jusqu'au  n**  37.  Mais,  à  partir  de  là,  les  numéros  de 
l'édition  présente  sont  devenus  inférieurs  d'une  unité  aux  numéros 
anciens.  En  outre,  quelques  Noies  seront  ajoutées  à  la  (in  du 
second  Volume.  On  y  indiquera  (pielles  sont  les  lellresde  la  Cor- 
res|)Oiidance  qui  se  rap|)orlent  aux  diflerents  Articles,  on  y  insé- 
rera les  Notes  qui  se  trouvent  dans  la  Notice  de  M,  Cosserat, 
et  enfin  la  (Commission  ajoutera  encore  ([uelques  Notes  el  éclair- 
cissemenls. 

»  La  (Commission  n'a  pas  jugé  opportun  de  joindre  aux  OEuvres 
complèles  une  Notice  l)ibliographi(jue.  l*Clle  n  aurait  |)u  (pu'  redire 
ce  ([ui  a  déjà  été  si  bien  dit  dans  la  Notice  sur  Stieltjes  que 
\L  Ijourget  a  jointe  à  la  (Jiorrespondance  ;  elle  y  a  seulement  joint 
un  portrait  datant  des  dernières  années  de  Stieltjes.    » 

Nous  n'avons  (pTuii   mol  à  ajouter.  Le  \  olume  (pic  nou^  a\t)iis 
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sous   les  jeux  comprend    \j   numéros.    Le   second  Volume,    que 
nous  attendons  avec  impatience,  terminei'a  la  pul)lication. 

Gaston   Darkolx. 


THOMPSON  (A.  \V.  IL).  -  A  Niiw  anviasis  of  Plani:  Geometrv, 
FiMTE  A^n  DIFFKRENTIAL,  ivilh  nuinerous  Examples,  i  vol.  in-8. 
XVI-120  pages.  Cambiidge,  at  tlie  Univeisity  Press,  igi4- 

1.  Il  semble  tpie,  dans  la  j)ensée  de  >on  Aiileur,  cette  nouvelle 
Analyse  de  la  Géométrie  plane  devrait  se  suffire  à  elle-même, 
puisque  son  point  de  départ  est  donné  en  déHnilions  et  en  axiomes. 
Mais,  sans  même  essayer  une  discussion  approfondie  des  axiomes, 
que  M.  Thompson  avoue  n'avoir  pas  tentée,  les  ayant  seulement 
introduits  à  mesure  qu'ils  lui  paraissaient  se  présenter,  nous 
devons  constater  que  la  forme  de  plusieurs  de  ces  énoncés  fonda- 
mentaux laisse  subsister  des  difficultés  d'un  caractère  tout  élémen- 
taire, et  dont  on  s'étonne  que  l'Auteur  ne  paraisse  pas  s'être  avisé. 

Il  introduit  des  éléments  de  deux  sortes  :  les  points  et  les  lignes. 
Par  ligne,  il  entend  une  droite  dirigée.  Une  ligne  et  un  |)oiul  sur 
cette  ligne  sont  dits  en  relation  û^incidence.  Le  déterjniné  de 
deux  éléments  de  même  espèce  est  l'élément  de  l'autre  espèce,  qui 
est  en  incidence  avec  chacun  d'eux  :  ligne  par  deux  points  avec  la 
direction  de  lun  \ers  l'autre,  point  sur  deux  lignes. 

«  La  mesure  de  deux  éléments  est  une  certaine  cpiantité  [sic) 
déterminée  par  ces  éléments,  exprimant  la  relation  de  l'un  par 
rapport  à  l'autre.  La  mesure  de  deux  points  est  leur  distance,  la 
mesure  d'un  point  et  d'une  ligne  est  la  distance  du  pointa  la  ligne, 
la  mesure  de  deux  lignes  est  leur  angle.  La  question  de  signe  dans 
ces  mesures  est  fondamentale.  »  Il  ne  paraît  pas  douteux,  bien 
que  l'Auteur  ne  le  dise  pas,  f[ue  ces  quantités  sont  des  nombres 
algébriques,  car  il  calcule  avec  elles  au  moven  des  signes,  a-  com- 
pris celui  de  la  division,  et  des  règles  du  calcul  algébritjue. 

AI.  Thom|)soii  di'sigiiç  les  points  par  les  lettres  romaines  a,  b, 
c,  ...;  les  lignes  par  les  lettres  grec([ues  a,  |j,  '■\  ...;  le  déterminé 

de    deux    points    ou   de   deux   lignes   par   r/A,   a|j  ;    la   mesure    de 
deux    points   par  (cib);  d'un  point  et  d'une   ligne,  de  même,  par 

(«jj)  =  (i^^rt);  de  deux  lignes  par  (a[j). 
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Il  considère  ces  trois  symboles  comme  avant  des  signes. 
Pour  (a,3)  le  signe  dépend  du  sens  de  la  rotation  autour  de  a 
indiqué  par  la  direction  de  ^S.  Pour  les  deux  autres,  aucune  expli- 
cation n'est  donnée,  et  il  pose  les  axiomes  :  {cih')^  —  (^<^)5 
(a^)  =  —  (,3a).  Pour  {ab)  nous  ne  comprenons  pas  d'oîi  peut 
venir  le  signe,  si  r/,  6,  ne  sont  pas  pris  sur  une  ligne  supposée 
donnée  d'abord. 

Pour  (a^S),  il  j  a  d'autres  difficultés.  A  chaque  ligne  a  corres- 
pond la  ligne  opposée  a;  et  c'est  un  nouvel  axiome  que  (  aa)  =  -, 
■7Î  étant  une  «  quantité  positive  constante  ^>.  Que  signifie  encore 
ce  mot  de  quantité?  S'il  s'agit  d'un  nombre,  comme  on  a,  par  la 
définition  de  cette  quantité  tt,  (aa)  ==  (  aa  )  ;  et  que  Taxiome 

(a.3)=.-(.!îa) 

donne,  d'autre  part,  (aa)  :=  —  (  aa  ),  il  en  faut  conclure  2-  =  o. 
11  ne  peut  donc  pas  être  ici  question  d'un  calcul  algébrique  ordi- 
naire; mais  M.  Thompson  ne  nous  en  avertit  pas. 

En  ce  qui  concerne  la  détermination  même  d'un  élément  par 
deux  autres,  que  faut-il  penser  des  lignes  parallèles,  dont  il  n'est 
parlé  qu'incidemment,  comme  définies  par  le  fait  que  la  mesure 
de  deux  d'entre  elles  est  zéro? Introduiia-t-on  des  points  à  l'infini? 
Que  sera  la  mesure  (|uand  un  tel  élément  interviendra? 

Revenons  aux  angles.  Ils  n'interviennent,  en  général,  que  par 
leurs  lignes  trigonométriques.  L'Auteur  introduit  d'abord  le  sinus 
par  la  formule  de  définition 


(i;  i>\n{ab-i) 


(ay)  —  ib-;) 
\{ab)\ 


en  posant  en  axiome  que  «  cette  expression  (?)  ne  dépend  que  de 

la  ligue  "  et  du  déterminé  ab.  »  Il  faudrait  bien  ajouter  (ju'clle  ne 

dépend  même  que  de  la  mesure  [abyj  ! 

Le  cosinus  est  introduit  par  la  formule  de  définition 

cos  (a  j5  j  =  sin  /  a^ÏTjN, 
où  !5_  est  une  ligne  telle  (|ue  (,3"^')  =  -• 
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M.  Tlioni[)5on  n'a  pas  de  peine  ensuite  à  transcrire  dans  son 
écriture  symbolique  la  d('inonslralion  classicpic  de  la  formule 
d'addition  des  arcs. 

2.  A  vrai  dire,  l'objet  essentiel  du  Livre  est  une  onivre  de 
calcul.  Il  s'agit  d'une  méthode  de  réduction  qui  permet  d'exprimer, 
de  proche  en  proche,  dans  une  figure  quelconcpie  formée  de 
points  et  de  lignes,  les  mesures  des  couples  d'éléments  construits 
successivement  à  partir  des  éléments  donnés,  en  fonction  des 
mesures  des  couples  de  ces  éléments  initiaux.  On  obtiendra,  par 
exemple,  pour  la  figure  formée  par  deux  points  a,  b  et  deux 
lignes  V,  0  la  formule  : 

On  recherchera,  en  particulier,  sous  le  nom  d'climinan/s,  les 
relations  identiques  entre  les  mesures  des  couples  d'éléments 
initiaux,  qui  seront  essentielles  pour  la  démonstration  des  théo- 
rèmes de  Géométrie.  Telle  la  formule  de  Casev  qui  lie  les  distances 
mutuelles  de  4  points. 

Ce  calcul  de  réduction  a  j)Our  but  la  généralisation  de  la 
méthode  de  la  Géométrie  anal\  tique.  Dans  celle-ci  on  a,  pour 
figure  de  référence,  deux  lignes,  rectangulaires  par  exemple,  ç,  r, . 
Un  point  est  défini  par  les  mesures  («s),  («"l)  •  ""^  droite  par 
les  mesures  (ça),  (;r,a).  Les  formules  de  l'Auteur  permettront 
d'employer,  dans  un  but  analogue  et  avec  d'autres  mesures  fonda- 
mentales, des  figures  de  référence  quelconques. 

Une  courbe  est  engendrée  par  un  point  courant  .r  et  peut  être 
définie,  dans  les  conditions  les  plus  générales,    par  une  équation 

(3)  f[i^a)\,  \ixb)\.  ...,(:ra),  (^3),  .  . .  ]  =  o, 

où  peuvent  même  figurer  des  symboles  com|de\es  comme  celui 
qui  forme  le  premier  membre  de  ré(|ualion  (2). 

La  méthode  dillerenticlle  peut  s'appliquer  aussi;  si  x'  est  le 
point  infiniment  voisin  de  x  sur  la  courbe  considérée,  on  intro- 
duira la  direction  <lii  déplacement  xx.,  (pie  lAiileur  désigne 
parT^;  et  la  dillVrenliation  -7-  =  lim  -^  qi'i  n'est  en   lait   que 
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la  dérivalion  siiisanl  la  tangente  à  la  courbe.  M.  Thompson 
montre  comment  on  peut  efTecluer  cette  differentiation  sur  les 
déterminés  simples  ou  complexes  et  sur  les  équations  telles 
(pie  (3).  C'est  ainsi  cpiil  donne  la  loi  de  formation  d\ine  difFé- 
rentielle  totale  telle  que 


De  nombreux  exemples,  poussés  jusqu'à  la  théorie  de  la 
courbure,  illustrent  la  méthode  :  elle  s'applique  d'une  manière 
analogue  à  la  variation  des  lignes.  (Quelques  indications  sont 
données  aussi  sur  l'intégration. 

3.  Au  fond,  nous  craignons  bien  qne  cette  nouvelle  Analyse 
nait  qu'un  intérêt  de  curiosité.  Le  principe  de  la  symbolique 
employée  ne  diflère  guèie,  comme  le  remarque  l'Auteur  lui-même, 
de  celui  de  la  méthode  de  Grassmann.  Et  ce  symbolisme  ne  fait 
ici,  le  plus  souvent,  comme  on  a  j)u  le  voir  en  divers  points  de  cet 
aperçu  de  l'Ouvrage,  que  déguiser  des  calculs  bien  connus.  Dans 
les  cas  simples,  lemi^loi  de  notations  aljrégées,  spéciales  à  chaque 
cas,  et  d'une  lecture  moins  ardue,  y  suppléerait  avantageusement. 
Dans  les  cas  compliqués,  la  notation  symbolique  devient  inextri- 
cable :  le  fait  même  qu'elle  veut  réunir  sous  des  notations  ana- 
logues des  éléments  de  r)atures  géométriques  dillérentes  exige, 
pour  s'en  servir,  un  elTort  d'attention  qui  nous  paraît  hois  de 
proportion  avec  l'avantage  qu'elle  peut  ollVir  par  une  certaine 
condensation  des  calculs,  et  par  une  symétrie,  plus  apparente  que 
réelle,  dans  le  rôle  joué  par  les  ligues  et  les  points. 

E.  Vessiot. 


MAGGI  (GiAN  Antonio).  —  Geomktiua  dki,  Mom.mento.  f.ezioni  di 
Cinematica  cou  un  Appendice  sulla  Geometiin  delln  Miissn.  i  \ol. 
irr.  iii-8,  V  v.v..')  |)ai;es.  l'ise,  Kiiriro  Spoerri.   i»)ii. 

Ce  LiNrc.  |oinl  à  la  I hiimiiti/ ii<'  pliysiijut'  du  uiénu"  Aiilrur. 
constitue  un  coiir^  complet  de  Mé-canupie  rationnelle,  (domine  la 
plupart  des  aiileur'^  modernes,   M.  Maggi   a   sépaié-   l'iMiide  pure- 
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mcnl  malhém.nlique  du  mouvement  de  l'rlude  des  lois  du  mouve- 
ment des  corps  naturels.  Il  est  inutile  d'insister  sur  l'inlérèl  (jiie 
présente  cette  séparation  et  sur  les  incoin énicnts  universellement 
reconnus  aujourd'hui  qu'il  j  aurait  à  mêler  l'élude  de  la  Ciné- 
matique à  celle  de  la  Dynamique.  M.  Maggi  a  tenu  à  faire  cette 
distinction  très  nettement  et  à  l'introduire  dans  les  titres  mêmes 
des  deux  parties  de  son  cours,  éditées  séparément  et  sous  des 
désignalions  difTérentes. 

La  partie  que  nous  analysons  et  qui  est  intitulée  Géomélrie  du 
Mouvement  est  surtout  un  Traité  de  Cinématique.  L'Vnleur  a  en 
vue  l'étude  ultérieure  de  la  Dynamique  et  il  se  propose  de  pré- 
parer cette  étude  en  traitant  toute  la  partie  purement  mathéma- 
tique de  la  théorie  du  mouvement  :  aussi,  laisse-t-il  de  côté  les 
applications  concrètes  de  la  Cinématique  aux  mécanismes,  par 
exemple  l'étude  des  engrenages,  ainsi  cjue  les  questions  d'une 
nature  plus  parlicidièrement  géométrique  et  sans  intérêt  pour  la 
Dynamique,  [)ar  exemple  l'étude  de  la  distribution  des  accéléra- 
tions dans  un  corps  solide  en  mouvement. 

Mais  rOuvrage  n'est  pas  limité  à  Tf-lude  de  la  Cinématique.  Il 
contient  un  Appendice  important  intitulé  Géomélrie  de  la  masse 
dans  lequel  sont  ('tudi^'cs,  à  un  point  de  vue  purement  formel,  les 
diverses  notions  qui  se  présentent  en  Géométrie  ou  en  Cinéma- 
tique lorsqii  on  fait  intervenir  la  masse;  celle-ci  est  définie  d  une 
façon  purement  abstraite  comme  égale  à  une  intégrale  de  la 
forme 


/ 


kd- 


étendue  au  volume  t,  où  /•'  est  une  fonction  positive  diin  point  du 
champ  assujettie  seulement  à  être  telle  que  l'intégrale  précédente 
soit  indépendante  du  temps.  Cette  Géométrie  de  la  masse  com- 
prend l'étude  des  centres  de  gravité,  des  moments  d'inertie,  de  la 
force  vive,  de  la  quantité  de  mouvement  et  du  moment  cinétique 
d'un  système  matériel,  enfin  du  système  des  forces  motrices  (pro- 
duit de  la  mass(^  d'un  point  par  son  acct'-lération)  ajqiliquées  aux 
divers  points  d'un  système  maiériel  en  mouvement.  La  nature  de 
ces  questions  et  la  méthode  qui  sert  à  les  étudier  justifient  leur 
introduction  à  la  suite  de  la  Cinématique  proprement  dite. 

La  Dynamique,  ainsi  dégagée  par  avance  de  tous  les  déxelop- 
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pcments  généraux  de  pur  calcul,  pourra  cire  limitée  aux  poslulals 
physiques,  à  l'élude  de  quelques  mouvcmenls  particuliers  des 
corps  naluiels  choisis  paiini  les  plus  intéressants  et  à  l'inlcrpré- 
talion  physique  des  résultats  du  calcul. 

Il  est  bien  évident  qu'on  pourrait  aller  dans  celte  voie  encoie 
plus  loin  que  ne  le  fait  l'Auteur,  f.e  travail,  par  exemple,  pourrait 
êlre  aussi  défini  d'une  faç(ui  purement  formelle  en  envisageant  le 
travail  d'un  vecteur  pour  un  déplacement  donné  de  l'origine  de 
ce  vecteur,  puis  le  travail  d'un  système  de  vecteurs  pour  une 
variation  infiniment  petite  de  ce  système  correspondant  aux  varia- 
tions o<y,,  0^2,  •  '  •  1  2^«  des  paramètres  qui  le  définissent.  Le 
calcul  du  travail  total  des  forces  motrices  (vecteurs  définis  plus 
haut)  d'un  système  matériel  en  mouvement  nous  conduirait 
bien  près  des  équations  de  Lagrange  :  la  Dynamique  intervien- 
drait seulement  avec  le  principe  de  D' Alemberl  et  ce  principe, 
joint  au  calcul  ainsi  (ait,  nous  donnerait  immédiatement  les  équa- 
tions de  i^agrange.  La  Dynamique  ne  serait  j)as  alors  1res  loin 
d'être  absorbée  entièrement  dans  ces  préliminaires.  Mais  il  faut 
bien  avouer  que  la  compiéhension  de  la  Mécanique  n'en  serait 
nullement  facilitée,  car  les  définitions  de  la  force  vive  ou  des 
moments  d'ineitie,  par  exemple,  satisfaisantes  au  point  de  \ue 
logique,  paraissent  arbitrairement  choisies,  tant  qu'on  n'aborde 
pas  l'étude  des  mouvements  naturels.  Cette  remarque  n'est  nulle- 
ment une  critique  à  l'égard  de  l'Auteur,  qui  a  su  se  borner  et  qui 
s'est  contenté  de  développer  les  notions  signalées  plus  haut,  en 
nous  avertissant  d'ailleurs  qu'il  est  réservé  à  la  Djnami(|ue  de 
mettre  pleinement  en  lumière  l'iuiporlancc  de  ces  diverses 
notions  et  tout  d'abord  de  la  masse. 

M.  Maggi  divise  la  Cinématique  en  (|uatre  (chapitres  intitulés 
respectivement  Déplace/nent,  Moin'e/nen(,  Ij/cssc  et  yiccélé- 
ration.  Il  ne  se  borne  pas  à  la  Cinématique  du  point  et  à  celle  du 
corps  solide,  mais  il  aborde,  au  contraire,  dès  le  début  du  [.ivre,  la 
Cinématique  des  milieux  continus  di-formables.  Il  donne,  en  effet, 
au  mot  Dépldcemenl  le  sens  gi'iiéral  de  con'(;s|)on(lance  biuni- 
V()(pie  cuire  deux  points  I*  et  I*  :  ;iiiisi,  dans  le  premier  (lliapitre, 
après  l'('Mu(le  des  déplaceiiieii|>  d  un  eorjjs  solide,  ou  d(''|>lacements 
rigides  d  un  milieu,  on  tioii\e  I  «tuile  des  (h'-placemeiits  homo- 
graphicjues    et,   plus   généralement,    des    déformations    régulières 
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quelcon(|iies  d'un  milieu  continu,  en  particulier  des  d«'formations 
infinimcnl  petiles.  De  même,  dans  le  Cliapilie  relatif  à  la  vitesse, 
après  avoir  étudié  la  distribution  des  vitesses  à  un  instant  donné 
dans  un  corps  solide  en  mouvement,  l'auteur  étudie  la  déforma- 
tion infiniment  petite  d'un  milieu  continu  par  laquelle  on  passe 
des  positions  des  points  du  milieu  à  l'instant  t  aux  positions  des 
mêmes  points  à  l'instant  t-\-dt\  il  envisage  ensuite  les  mouve- 
ments irrotalionnels  d'un  milieu  et  il  définit  les  deux  systèmes  de 
coordonnées  classiques,  coordonnées  initiales  (variables  de  La- 
grange)  et  coordonnées  actuelles  (variables  d'Euler). 

Dans  tout  le  cours  de  TOuvrage,  M.  Maggi  fait  usage,  suivant 
les  cas,  de  la  Géométrie  analytique  ou  des  méthodes  vectorielles. 
Le  système  de  calcul  vectoriel  adopté  est  celui  de  MM.  Burali- 
Forti  et  Marcolongo,  devenu  si  rapidement  classique  en  Italie.  Un 
tableau  explicatif  des  notations  vectorielles  met  très  aisément  le 
lecteur  en  état  de  se  servir  de  ces  notations,  sans  qu'il  ait  à 
recourir  aux  travaux  de  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo.  Le 
calcul  vectoriel  donne  très  souvent  des  démonstrations  simples, 
débarrassées  de  tout  cet  appareil  de  calcul  qui  résulte,  non  pas 
de  la  nature  même  des  problèmes,  mais  nniquement  de  la  repré- 
sentation des  vecteurs  |)ar  des  coordonnées.  D'autre  part,  les 
coordonnées  cartésiennes,  emj)loyées  avec  discernement,  cons- 
tituent un  instrument  de  recherche  des  plus  puissants,  qui  a  fait 
ses  preuves  depuis  trois  siècles  et,  si  le  langage  cartésien  est  moins 
concis  que  le  langage  vectoriel,  il  est  souvent  plus  clair.  Aussi, 
M.  Maggi  n'a-t-il  pas  cru  devoir  suivre  complètement  MiNL  Burali- 
Forti  et  Marcolongo  et,  appelé  à  prendre  parti  entre  les  coor- 
données cartésiennes  et  le  calcul  vectoriel,  il  a  gardé  une  neu- 
tralité également  bienveillante  à  l'égard  des  *\q.\\^  méthodes, 
employant  dans  chaque  cas  celle  qui  lui  paraissait  con\enir  le 
mieux  à  la  question  traitée.  Remarquons  cependant  que  la  mé- 
thode cartésienne  s'introduit  tout  naturellement  dans  les  questions 
de  mouvement,  car  l'élude  d'un  mouvement  implique  nécessai- 
rement l'élaldissemenl  d  un  système  de  référence,  ainsi  que  le  fait 
remarquer  M.  Maggi  dans  sa  Préface,  et  la  nu'thode  cartésienne 
introduit  le  Irièdre  de  référence  sans  aucun  détour.  Aussi,  on  |)tMit 
présumer,  dit  M.  Maggi  «  qu'elle  pourra  conserver  dans  l'avenir 
sa  fraicheur  séculaire  ». 
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Dans  une  Note  placée  à  la  fin  du  Livre,  M.  Maggi  dit  quelques 
mots  de  la  théorie  des  homographies  vectorielles  de  MM.  Biirali- 
Forti  et  Marcolongo  qu'il  n'a  pas  cru  devoir  utiliser  dans  le  cours 
même  de  l'Ouvrage  et  qui  permettrait  d'étudier  par  des  méthodes 
vectorielles  les  propriétés  du  déplacement  homographique  étudié 
précédemment  à  l'aide  des  coordonnées  cartésiennes.  Une  autre 
Note  est  consacrée  au  principe  de  relativité  et  à  la  transforma- 
tion de  Lorentz  dans  leurs  raj^ports  avec  la  théorie  cinématique 

du  mouvement  relatif. 

S.  Lattes. 


?J[[i\VENGLO\VSFvI  (B.).  —  Cours  de  Géométrie  analytique.  Tome  III  : 
Géoméliie  dans  l'espace,  avec  une  Note  dç.  Emile  Borel  ««//•  les  trans- 
fnrrnatioiis  en  Géométrie;  seconde  éà'iùon.  i  vol.  ;L;r.  in-S,  iv-fioH  pages, 
4'3   figures.  Paris,  Gaulhier-Villars  et  C''^,  1914- 

Les  trois  volumes  de  ce  Cours  ont  été  analysés  par  Jules  Tannery 
dans  ce  Bulletin,  en  1896  (p.  3o8-  3  10).  Aussi  n'insisterons-nous 
pas  en  présentant  au  public  la  seconde  édition  du  Tome  IIL 

Cet  Ouvrage  a  été  rédigé  d'après  le  coins  (pie  l'Auteur  a  si 
brillamment  professé  au  Lycée  Louis-le-Grand.  Il  renferme  plus 
de  matières  que  celles  qui  sont  exigées  par  les  programmes,  du 
reste   bien  variables,   des  cours  de  Mathématiques  spéciales. 

Rappelons  que  l'on  trouve,  dans  le  Tome  1,  l'usage  des  coor- 
données triliiiéaires  et  des  coordonnées  tangentielles;  dans  le 
Tome  II,  l'étude  des  courbes  définies  par  des  équations  difieren- 
ticlles;  et  que  les  matières  contenues  dans  les  trois  Tomes  sont 
abondantes  et  traitées  d'une  façon  complète.  Dans  le  Tome  III, 
l'Auteur  explicjue  l'usage  du  trièdre  attaché  à  une  courbe,  donne 
les  formules  de  Frenet  et  de  J.-A.  Sciret,  emploitî  les  coordonnées 
polaires,  se  sert  de  la  définition  des  foyers  donnée  par  M.  G. 
Dar])OMx.  étudie  la  vaiiation  de  la  courbure  des  sections  normales 
en  un  point  simple  d'une  surface  (théorème  de  iNleusnier), 
détermine  {\ii>  courbes  et  des  siirlaees  par  d(;s  écpiaiions  dilb'ren- 
tielles  (formules  d'()liiKle  r»o(b  igiies),  donne  desnolions  sur  les 

quaternions. 

Fi,.  L. 
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SUR  LA  MÉTHODE  DES  FONCTIONS  MAJORANTES  ET  LA  MÉTHODE 
DES  APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES; 

Pau  m.  J.  PÉRÈS. 


Tuutes  les  fois  que  la  mélhode  des  fonctions  majorantes  et 
celle  des  approximations  successives  s'appliquenl  à  un  même 
problème  d'analyse  (résolution  d'une  équation  implicite,  inlégia- 
tion  d'une  équation  difTereutielle,  etc.),  on  constate  que  les 
approximations  successives,  convenablement  formées,  convergent 
dans  un  domaine  conlenanl  celui  où  la  méthode  des  fondions 
majorantes  permet  d'assurer  V existence  de  la  solution. 

Je  vais  montrer  qu'il  s'agit  là  d'une  propriété  intrinsèque  des 
deux  métliodes,  qui  subsiste  quelle  que  soit  la  précision  avec 
laquelle  on  emploie  les  fonctions  majorantes  ('). 

Prenons,  pour  simplifier,  une  seule  fonction  inconnue.  Les 
problèmes  envisagés  se  présentent  tous  sous  la  forme  suivante  : 
les  coefficienls  du  développement  de  Taylor  de  la  fonclion 
inconnue 

(i)  j'(.r)  =  Co+ Cia- -H.  . -H- c„3""-i-.  . . 

doivent  vérifier  des  relations  de  forme 

(■2)  C„r=  P„(«/A-,    Co,    Cl,     ...,C„-i), 

P„  désignant  un  polynôme  à  coefficients  positifs  par  ra|>port  aux 
lettres  Co,  C),  .  .  .,  c„_4  et  par  rap[)()rt  à  un  nombre  fini  des  quan- 
tités connues  rt/,A. 

i^a  métbode  des  fonctions  majorantes  fournit  une  limite  infé- 
rieure du  ruA'on  de  convergence  de  la  série  (  i  )  :  c'est  le  rayon  de 


(')  On   sail  que  celle  propriélé  est  vraie  pour  les  équations  dilTérei.tielles  li- 
néaires. 
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convergence  R  de  la  série 

dont  les  coefficients  C,i  sont  positifs  et  obtenus  par  les  relations 

(2')  C„=P„(A,-./,,  Go,  C,,  ...,  C„_,), 

déduites  des  relations  (2)  en  j'  remplaçant  les  aj/,  par  des  A//v  tels 
que 

A//,>  lrt,7,|. 

Pour  appliquer  les  approximations  successives,  on  peut  j)Oser 

et 

(3)  c\r=P„{oa;  c^r'\  c'r'\  ...,  étl^)        (./•  n  =0,  I,  ..  .,  ^). 
I^a  solution  sera  donnée  par  la  série 

(4)  ./'"'(^r)-^^    ]y^P{x)—yU'i>(x)\=yo''^\^^ij)(^:i.)^ 


dans   tout  domaine   où  celte   série  (4)  convergera  nbsolument  e 
uniformément.  Ivemarquons  enfin  que 

u 

avec 

in    —  ^n  '^11         > 

et  que  des  relations  (3)  on  peut  tirer 

n„  étant,   comme   l^„,    un    polynôme  à    coefficients  positifs   |)ar 
rapport  aux  lettres  qui  y  figui-ent.  l^n  eflet,  on  a 

[n    —  *  ii\  ''ilii  «^o         )    •  ■  •  )  ' vj    \    )        '  "  \"ihi  '  u         )    •  •  •  >  '-H-  1    /  ' 
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en  yroupanL,  pour  fonner  celle  dili'érence,  les  inoiiomes  corres- 
poiidanls  des  polynômes  V,i  el  en  se  servanl  de  ce  que 

et  ainsi  de  suite,  on  mettra  sans  peine  y^/  sous  la  forme  (5)  avec 
des  coefficients  tous  positifs. 

Il  reste  alors  à  démontrer  la  convergence  uniforme  de 

lors(pie  |j;|^lV-<R.  Pour  cela  remplaçons  dans  les  formules  (3) 
et  (5)  les  Hift  par  les  A/a.  Les  c',f  et  y^/'  sont  remplacés  par  des 
quantités  Q/',  Fj/,  positive^,  telles  que 

G</'>|c',/'|,         r(/)>|Yi/)|. 
La  série  S,,  C/;R'":=  \  (II')  converge  et,  comme  on  vérifie  que 

il  en  est  de  même  des  séries 

S„C</)H'«  =  Y'y)(R')<  Y(R') 
et 

On  a  enfin 

WU)(R')^\<^U\x)\         (si|:r|^R'). 

Tout  revient  donc  à  prouver  que 

converge.  C'est  immédiat,  car  cette  dernière  série  est  à  termes 
positifs  et  la  somme  de  ses  p  premiers  termes  est  égale  à  Yf/'^(1V) 
et  donc  inférieure  à  Y(R'). 

Le  résultat  annoncé  est  ainsi  démontré. 


PHEMIEKK   l»Ain  IK. 


EXEMPLES  DE  SURFACES  ALGÉBRIQUES  DE  DIVISEUR 
SUPÉRIEUR  A  LUNITÉ; 

Par    M.    Lucien    GODEAUX. 


On  sail  ce  qu'on  doit  entendre,  d'après  M.  Severi,  par  di\'i- 
seur  (7  cV une  surface  algébrique  (').  Ce  diviseur  est  le  nombre 
maximum  des  systèmes  complets  d'une  surface  algébrique,  équi- 
sous-multiples  d'un  même  système.  C'est  donc  le  nombre  maxi- 
mum des  systèmes  complets  |  C)  |,  |  Coj;  .  .  .  tels  que 

quels  que  soieut  ^C)|  et  À. 

M.  Severi,  dans  ses  travaux,  a  cité  |dusieurs  exeujples  de  sur- 
faces de  diviseur  supérieur  à  l'unité.  Parmi  ceux-ci,  il  convient  de 
citer  l'exemple  de  la  surface  de  genre  zéro  et  de  bigeiire  un 

{pa=  r*3==o,  P2  =  l), 

découverte  |)ar  M.  Enri(|ues  (-),  et  dont  un  modèle  projectif  est 
la  surface  du  sixième  ordre  passant  doublement  parles  arêtes  d'un 
tétraèdre.  C'est  l'étude  de  cet  exemple  qui  nous  a  conduits  à  la 
construction  de  surfaces  pour  lesquelles  on  a  a->3.  D'uue  façon 
plus  précise,  nous  démontrerons,  dans  cette  Note,  le  théorème 
suivant  : 


La  surface  cloni  les  équations  sont 
\o     X,     X,     ...     X, 


:,7-i 


Xf     X,     X3     ...      X 


-./'-+ Il 


:('       =cf/'x„,  X,,  ....  \ 


:,*/'  +  '> 


)■ 


(  '  )  V .  SevivRI,  Annales  de  l'École  Aornia/c  supérieure,  i!)i)8,el  /ietic/icoiili  dcl 
Circolo  Malemutico  di  Palernio,  h)io- 
{')  V.  Enuiques,  Meniorie  délia   Socictù  ilaliana  délie  Scicnze,  iijoii. 


MÉLANGES.  i83 

o  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  à  coefficients  géné- 
raux et  p  étant  premier ^  est  une  surface  de  di\iseur  7=/). 

1.   Considérons  le  plan/;-u|)le  cyclique 

{  :;'/'—"  -(w— 2/— 1)       .    ^  „  I 

zi' =  o\yi',  y^         X,  ....y-  ar-'-^i,   .  .  . ,  yxP-^^  xp  I , 

p  élant  un  nombre  premier  et  o  étant  une  fonction  rationnelle 
et  entière,  à  coefficients  généraux,  de  ses  -  {p  +  3)  variables. 

Dans  ces  conditions,  le  plan  /j-upie  envisagé  est  une  surface 
régulière  {pa^  Pg)  et  son  diviseur  est,  en  général,  a-  ^  i . 

Cette  surface,  que  nous  désignci-ons  par  F,  admet  plusieurs 
transformations  birationnelles  c\ cliques  en  elle-même;  parmi  ces 
transformations,  nous  distinguerons  celle  qui  est  définie  par  les 
formules 

(T)  x' =^  tx,         y' =  z-y,  ^'=^, 

£  étani  une  racine  primitive  /)-uple  de  l'unité.  Cetle  transforma- 
tion T  engendre  une  involulion  \p  d'ordre  p.  i^e  groupe  de  I^, 
contenant  le  point  (x,  y,  z)  contient,  en  outre,  les  p  —  1    points 

{zx,  f^y,  z),     (ô'-x,  t^y,  z),      ...,     {eP'^x,  zi'-^y,  z). 

L'involulion  I^  ne  possède  aucun  point  de  coïncidence.  En  efl'et, 
s'il  V  avait  de  ces  points,  ceux-ci  ne  pourraient  être  qu'aux  points 
unis  de  la  transformation  cyclique  (j:'=îx,  y'=s-r^  z'=z). 
Or,  la  fonction  es  étant  à  coefficients  généraux,  la  surface  F  ne 
passe  pas  par  ces  points,  donc  : 

L'invofution  \p  est  dépourvue  de  points  de  coïncidence. 

2.  Considérons  une  surface  normale  <I>,  image  de  linvolution  l^ 
dont  il  vient  d'être  question.  Remarquons  immédiatement  que  la 
surface  F  étant  régulière,  il  en  est  de  même  de  la  surface  4>. 

Soit  |1",|  le  système  des  sections  hyperplanes  de  4>  (système 
complet  puisque  <I>  est  normale).  Aux  courbes  F,  correspondent, 
sur  F,  des  courbes  que  nous  désignerons  par  C|  et  cpii  appar- 
tiennent à  un  système  complet  |C|,  en  général  plus  am|)le  (jue  |  \\  |. 

Si  |r,  I  et  |C|  avaient  la  même  dimension,  il  suffirait  de  prendre, 
au  lieu  de  U)],  un  multiple  suffisamment  élevé,  P-Til,  pour  que 
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la  dimension  de  | aC|  soit  supérieure  à  celle  de  |Ar,  |.  On  ))eul 
donc  supposer,  sans  restriction,  que  la  dimension  de  |C|  est  suj)é- 
rieure  à  celle  de  |  F,  [. 

La  transformation  T  change  |C[  en  lui-même  et,  parmi  les 
courbes  G,  il  y  en  a,  telles  les  C,,  que  T  change  en  elles-mêmes. 
Ces  courbes,  forment  des  systèmes  incomplets  |C||,  [Ca],  •••,  |Ca|. 

A  une  courbe  de  l'un  de  ces  systèmes  correspond,  sur  4>,  une 
courbe  dépourvue  de  points  doubles  [en  des  points  simples  de  O) 
engendrant  un  système  linéaire  complet.  Nous  désignerons  par  |r,>|, 
iFal,  ...,  |r;^|  les  systèmes  qui  cories|)ondent,  sur  <I>,  aux  sys- 
tèmes IC^I,  IC3I,  .  .  .,  |Ga|  respectivement. 

zV  une  couibe  C  quelconque  correspond,  sur  <1>.  une  courl)e 
dotée  d'un  certain  nombre  de  points  doubles  variables  et  qui 
appartient  au  système  |/?r,|.  En  ellet,  loisque  C  varie  dans  |C| 
d'une  manière  continue  et  devient  une  courbe  C|,  la  courbe 
homologue  de  C  sur  <I>  devient  une  courbe  /jF,.  De  même,  on 
voit  que  si  C  devient  une  courbe  Co,  son  homologue  sur  <I>  se 
réduit  à  une  coui'bcyoFo.  Par  suite,  on  a 

\pT,\  =  \pr,\=...=  \pV!,\. 

3.  M.  Sevei'i,  dans  le  dernier  travail  cité  plus  haut,  a  démonlrc 
que,  si  a-  est  le  diviseur  d'une  surface  algébrique  et  s'il  existe  des 
systèmes  complets  tels  que 

n  est  le  plus  grand  dénominateur  commun  de  t  et  de  A. 

Appliquons  ce  théorème  à  la  surface  <I>.  Le  sv>lènu'  |Fo|  existe 
certainement,  car  |G|  ayant  une  dimension  supérieure  à  celle 
de  |rJ,  T  agit  sur  les  éléments  de  |C|  comme  une  homographie 
sur  les  points  d'un  espace,  et  il  y  a  au  moins  deux  systèmes  de 
courbes  transformées  en  elles-mêmes.  On  a  donc-  /r>2.  I^'autrc 
part,  p  étant  premier  et  A"  devant  diviser  p  et  c,  on  a  nécessaire- 
ment Â  —-  p  et  7  est  multij)Ie  de  p. 

Supposons  (|u'il  soit  possible  de  trouver,  sur  <1»,  deux  sys- 
tèmes |F,  |,  \V[  I  tels  que 

lîJ-Fij  =  11^11",  I, 

•j.  étant   dilIV-rent    de    p;  alors,    les   nombres    (!,,    (!',    (|iii    corres- 
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pondent  sur  F  respectiveincriL  aux  coiiil)cs  F,,  T',  a|)parliennenl 
respectivement  à  des  systèmes  linéaires  [C(,  |C'|  diflérents.  Pour 
ces  systèmes,  (Ui  a  nécessairement  [|ji.C[  =  |  [j.C'|.  Mais  cela  im- 
|)lif|ue  que  le  diviseur  de  F  est  supérieur  à  runilé,  ce  cpii  n'a  j)as 
lieu  en  général.  On  doit  donc  avoir  u.  :=^  i  el,  par  suite,  d  après  la 
définition  du  diviseur,  7=/;. 

Le  di^'iseur  de  *^  e^t  n  ^  p. 


\.   11  nous  reste  à   clierclicr  les    équations    de    <ï>.    Pour   cela, 
remarquons  que  les  courbes 

I  1 

-(/'-D  -,t/'-3>     , 


dij'  X- 


«I         xi'  -\-  a  =  o 


forment  nn  système  linéaire,  sans  points-base,  de  degré  p-  et  sont 
invariantes  pour  T.  En  rapportant  projectivement  ces  courbes  aux 

plans  d'un  espace  linéaire  à  -(/^  +  3)  dimensions,  on  obtiendra 
par  suite  un  modèle  j^rojectif  de  <ï>  sous  forme  dune  surface 
d'ordre  /),  comptée  p  fois.  Cela  rev  ient  à  poser 


Xo  =  j/',  Xi=j2 


JI/.-l) 


-^/--1  =  / 


5>/' 


=:yxl"'-, 


X,  =  XP, 

-Ip+ll 


X, 


-(/)+3) 


On  a  alors 

x. 

X, 

~  x; 

X, 

7, 

)~i 

-  L 

~ X, 

Xo       y 

i  1-1 

x- 

Xf         =ç/Xo,  X,,  ...,  X,         Y 

On  en  déduil  les  équations  de  <I>  sous  la  forme 
Xo     X,     X,     ...      X, 


X?     Xo     X, 


ô7'-" 


ô7'+i 


=  o. 


x{' 


?/Xo,  X,. 


Bull,  des  Sciences  mathéni.,  1'  série,  t.  \\\I\.  (.\oùl  1911.) 
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SUR  LES  VOLUMES  DUS  A  LA  ROTATION  D'UN  CONTOUR; 
Pau    m.  a.   BUHL. 


1.  Les  célèbres  théorèmes  de  Guldin,  qiiil  faut  peut-être  faire 
remonter  jus(|u"à  Pappus,  ont  donné  lien  à  un  assez  grand  nombre 
de  considérations  supplémentaires.  Mais,  à  l'heure  actuelle,  la 
question  est  complètement  dominée,  quant  aux  volumes  tour- 
nants, par  le  Mémoire  de  M..  G.  Kœnigs  ;  Sur  la  cliHermination 
générale  du  volume  engendré  par  un  contour  fermé  gauche 
ou  plan  dans  un  mouvement  quelconcjue  [Journal  de  Afathé- 
mati<jues  pures  et  appliquées,  1889).  Comme  l'indique  ce  titre, 
il  s'agit  du  volume  correspondant  au  déplacement  d  un  contour 
quelconcjue,  dans  le  cas  cinématique  le  plus  général;  au  fond  la 
question  est  ainsi  épuisée,  tout  résultai  relatif  à  de  tels  volumes 
devant  forcénient  |)ouvoir  se  déduire  des  formules  de  M.  Kœnigs. 

Il  peut  arriver  cependant  que  certains  volumes  aient  une  expres- 
sion dont  l'élégance  particulière  rachète  ce  qui  lui  manque  en 
généralité,  et  c'est  surtout  une  expression  de  ce  genre  que  je  me 
propose  de  noter  dans  le  cas  d'un  \olnme  engentlré  par  la  rota- 
tion d'un  contour  fermé  quelconque  autour  d'un  axe  (piclcon(|ue 
ne  traversant  pas  ce  contour. 

!2.  Soit  un  contour  fermé  1!  sur  lequel  nous  jetterons  une 
cloison  1  tlont  1  élément  di  sera  considéré  au  j)oint  }\\{x,  y,  z). 
Ce  contour  est  relié  invariablement  à  un  axe  Ali  autour  duquel 
il  peut  tourner;  l'axe  AB  est  délini  par  le  point  A(^,  b,  c)  et  par 
les  cosinus  directeurs  A,  ij.,  v.  Le  volume  engendré  par  r/cr  est  le 
même  (pie  celui  engendré  par  la  j)rojeclion  de  (h  sur  le  plan  MAB 
et  cette  projection  est  cosOi/Tsi  0  est  l'angle  des  normales  menées, 
en  M,  à  la  surface  n  (cosinus  directeurs  a,  ^,  y")  el  au  plan  MAB. 

Celle     dernièic     normale     a     [)0ur    coeflicicnls     tlirecteurs    les 


M  KL  ANGE  s. 
mineurs  des  ast(''ris«|ues  dans  le  Tableau 


i-S: 


X  —  a     y  —  b      z  —  c 

et,  pour  transformer  de  tels  coefficients  en  cosinus  directeurs,  il 
faut  les  diviser  par  la  racine  carrée  de  la  somme  de  leurs  carrés, 
racine  qui  peut  s'écrire 


^\(^x  —  af-^{Y  —  bf-:-{z  —  cy-\—\\{x  —  a)-i-  ^{y-b)- 


c)\\ 


C  est-a-dire 


VMA— AP'  =  MF. 


si  P  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  \B. 
Dans  ces  conditions 


cosfi 


\\V 


X  —  a    y  —  b 


et,   le   volume   enj^endré   par  (h   élanl    v.-MP  cosO  Vt,    le   voliiine 
total  engendré  par  la  rotation  de  la  cloison  i  est 


(O 


--/.( 


X  —  a     Y  —  b 


dr:. 


Il  est  géométriquement  évident  (ju'iin  tel  \oliiine  ne  doit  pas 
dépendre  de  la  cloison  7,  mais  seulement  du  contour  ^  de  celle-ci; 
c'est  une  fonction  de  ce  contour,  une  fonction  de  ligne  au  sens 
de  M.  \ .  N'^olterra.  L'intégrale  double  que  nous  venons  d'obtenir 
est  donc  transformable,  par  la  formule  de  Stokes,  en  une  inté- 
grale de  ligne  attachée  à  S,  remarque  due  à  AI.  Kœnigs,  mais  sur 
laquelle  il  est  inutile  d'insister  en  vue  de  ce  (|ui  suit. 


3.   Je   rappelle  cerlaines   notations   dont    je   mo   suis   déjà    servi 
dans   mon  Mémoire   Sur   1rs   (tpplicdtions   s^ronirf/K/nes  de   la 
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formule  de  Stokes  {^Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Toulouse^  1910)- 

Nous  considérons  le  contour  S  non  pas  lorsqu'il  tourne,  mais 
lorsqu'il  est  d'abord  donné  dans  une  position  bien  déterminée.  Il 
a  alors  pour  projections  : 

Sur  Oyz  un  contour  d'aire  A.,,  et  de  centre  de  gravité  Ga(  o,  Tj.,.,  ^,,-), 
Sur  O  z.v  un  contoiu'  d'aire  Aj  et  de  centre  de  gravité  Gy(ç),  o,  Ç^), 
Sur  Oxy  un  contour  d'aire  A;  et  de  centre  de  gravité  G;(^;,  r^-,    o). 

PievenoMS  maintenant  ■.\  rinléj^rale  double  de  (1).  Les  fac- 
teurs a  r/7,  fjd'7^  ^' d'y  qu'elle  contient  sont  res|iecliveniènl  des 
éléments  d'aire  pour  les  aires  planes  A^.,  A,-,  A^  et,  dans  ces  con- 
ditions, les  facteurs  x,  y,  z,  qu'elle  contient  également,  donnent 
des  intégrales  doubles  s'exprimant  immédiatement  à  l'aide  des 
coordonnées  des  centies  de  gravilé  G.  P^nalemenl  on  a  pour  la- 
dite intégrale 


l(A,ri,-  A,Zy)  -f-  u(A.r^.r-  A,ï,)  -h  v(  Aj.ïj—  A.,-r,,r) 
et  l'on  peut  écrire 


A.. 
À 


(2) 


V  ^  -211 


l 

A,. 


A, 


Il  faut  convenir,  dans  le  dévelo|)pemcnt  du  déterminant,  que  les 
lettres  grecques  prennent,  aux  lieu  et  place  des  astérisques  dont 
elles  sont  pourvues,  les  indices  des  A  qui  viennent  les  multiplier. 

C'est  d'abord  celle  formule  (2)  qui,  quant  à  sa  for/ne,  m'a 
sendilé  originale  et  suflisammeiit  digne  d'«Ure  ('crite  [xtur  elle- 
même. 


I.  On  peut  maintenant  déduire  de  (ft)  certains  résultats  géomé- 
triques qui,  bien  entendu,  ne  sont  pas  plus  originaux  (pie  celte 
formule  ne  l'est,  cru  fond,  mais  (jui  peuvent  s'y  lire  avec  une  faci- 
lité et  une  élégance  particulières.  Ainsi  tout  ce  ipii  est  relatif  .1  la 
"éométrie  des  droites  de  Pliickcr  et    Mobius  v  est  absoliimenl  en 

o 

évidence. 

Pour  un  contour  il  donne.    I  ensemble  des  axes  de   \oliimes  V 
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conslanls    est    un    complexe    quadratique    pour   rélégante   étude 
duquel  il  n'v  a  même  pas  lieu  de  transformer  l'équation  (2). 

Les  axes  de  volumes  nuls  forment  un  complexe  linéaire. 

Cherchons,  plus  parliculièrement,  à  déplacer  l'axe  AB  parallè- 
lement à  lui-même  sans  modificalion  du  volume  tournant.  Alors 
les  coordonnées  a,  b,  c  de  A  deviennent  variables  et  doivent  satis- 
faire à  l'équation 

^x     A,     A3 


=  const. 


Ou  voit  que  l'axe  AB  doit  décrire  un  plan  parallèle  à  une  droite 
de  coefficients  directeurs  Aj-,  Ay,  \z,  c"est-à  dire  parallèle  au  vec- 
teur aréolaire  de  -M.  G.  Kœnigs.  Pour  une  cloison  plane,  ce  vec- 
teur est  perpendiculaire  au  plan  de  la  cloison;  ainsi,  dans  le 
cas  du  théorème  de  Guldin  ordinaire,  où  une  cloison  plane  tourne 
autour  d'une  droite  de  son  plan,  on  peut  déplacer  celte  droite 
parallèlement  à  elle-même  et  perpendiculairement  audit  plan  sans 
changer  le  volume  tournant. 


o.   Si  le  contour  S    tourne   autour  de  O.r  ou  O  )'  ou   Or-,   les 
volumes   tournants    respectivement  engendrés   sont,    d'après   (2), 


(3) 


V.,=  2-(A;r„  — Aj-r^-)- 

V,  =  2r(A.rC.-A,t-), 


Le  volume  engendré  |jar  le  même  contour,  tournant  autour 
axe  passant  par  O  et  de  cosinus  directeurs  ),.  a,  v  est,  touj 
d'après  (2), 


(I  un 
ours 


XVr-f-  ,a\',  -t-  V  V 


6.  Rejtrenons  maintenant  Taxe  absolument  cjuelconque  AB  et 
les  aires  planes  Aj^,  A,-,  A^  situées  dans  les  plans  coordonnés.  Ces 
aires  planes,  tournant  autour  de  AB,  donnent  des  \olumes  qui 
■iont  respectivement,  encore  d'après  (2), 


(4) 


\Vj:=  2T:A.r[jJL(Çj,—  C)  —  V(T,.,.—  /;  )], 

W  V  =  •?.  -  A ,.  [  V  (  ï  V  -  a  )  -  À  (  r  V  -  c  )  ] , 
VV;  =  ?.-  A,-  [X(  -r,;  ^b\  —  'j.{\-—a)]. 
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Donc  la  formule  (2)  peut  s'écrire 

(5)  V  =  \Y,-f- Wj  +  W;. 

Le  volume  engendré  par  un  contour  fermé  quelconque, 
tournant  autour  d'un  axe  que/conque,  est  la  somme  des  trois 
inclûmes  engendrés  par  la  rotation,  autour  du  même  axe.  des 
trois  contours  plcuis  obtenus  en  projetant  le  contour  considéré 
sur  trois  plans  rectangulaires  quelconques. 

Il  est  à  peine  besoin  de  dire  que,  dans  cet  énoncé,  il  ne  faut 
pas  se  re|)résenter  une  somme  de  volumes  comme  une  somme  de 
termes  toujours  positifs;  nos  volumes  ont  des  signes  ipi  ds  [iiennent 
tout  naturellement  ([uand  on  calcule  les  seconds  membres  des 
expressions  (4). 

Par  les  centres  de  gravité  Gj-,  G,-,  G^  ap|)arlenant  respective- 
ment aux  aires  planes  A.r,  Ay,  A;,  éle\ons  des  perpendiculaires 
aux  plans  de  ces  aires  et  soient  5,r,  o,-,  O;  les  plus  courtes  distances 
de  ces  droites  à  l'axe  AB.  On  a 

(    !-t ( ?.r  —  c)—  V  (  r,.,.  —  b)  =  8,,.  y/v5  ^  ui2  —  3^  çj ,1  e.j., 

(6)  \    v(ï^.  -  a)  -  iCCy  -  c)  =  0,  A'  -^  V-  =  5^-  sinO,., 

'         X(   T,-;  b)    IJt(^;     a)     =     0;    V/[J.2-|-     À-   =     0;    si  11  6;, 

si  f).r,  ^Yi  ^z  i^ont  les  angles  de  AB  avec  O./',  O}',  O;:.   f.es  for- 
mules (4)  peuvent  donc  s'écrire 

/    Wj:=  27:  o.r  Aj-sinO,., 

(7)  '   Wj  =  2  71  0^  Aj- sinOj-, 
f  W;  =  27:  0,  A;  sinO;. 

Sous  cette  foiinc,  Tune  (picicontjue  des  Irois  exprime  un  iIk'-o- 
rèmc  de  M.  Kœnigs  qu'on  peut  ('moncer  ainsi  :  Soient  une  (tire 
plane  V,  une  normale  i\  en  son  centre  de  gravité,  un  axe  A 
quelcon'/ue  dans  V espace  et  0  la  plus  courte  distance  de  N  et 
de  A.  ï^e  volume  engendré  par  l'aire  A,  tournant  autour  de  A, 
est  égal  au  produit  de  la  circonférence  :>.-?>  par  la  projection 
de  cette  aire  A  sur  le  plan  contenant  A  et  0  [loc.  cit.,  p.  3^i). 
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Si  niiiiulfiianl  011  reprend  (5),  on  a 

V  =  ■2~(ox^x  sii)  0,1.  +  OyAy  sinOy  -i-  O;  A;  àiiiO-  ) 


ou,  en  abrégé, 


V  =  271  \  0  A  siiiO. 


Je  ne  sais  si  celte  forme  symbolique  du  résultat  général  a  dt*jà 
été  donnée.  Elle  a,  à  coup  sur,  quebpie  importance,  le  \oliinie 
engendré  par  un  contour  quelconque  lournant  autour  d'un  axe 
quelconque  étant  ainsi  présenté  sous  une  forme  presque  aussi 
simple  que  celle  du  théorème  de  Guldin  ordinaire  ;  on  la  retiendrait, 
tout  au  moins,  sans  beaucoup  plus  d'eflorts. 

Mais  ce  n'est  cependant  pas  là  un  véiilable  résultat  géométrique; 
il  provient  de  la  combinaison  des  deux  théorèmes  mis  en  italique 
dans  le  |)iésent  paragra|)he.  Le  second  est  purement  géométrique 
alors  qu'il  n'en  est  pas  de  même  du  premier;  celui-ci  exige 
l'emploi  des  expressions  (4)  ou  (^)  qui  ne  sont  nettement  calcu- 
laiiles,  quant  aux  signes,  qu'avec  un  usage  de  coordonnées 
étranger  aux  données  de  la  question.  M.  Kœnigsa  fait,  en  somme, 
la  même  remar(pie  quant  à  son  système  de  vecteurs  (^ibidem). 

En  pratique,  si  Ton  avait  à  évaluer  un  volume  tournant  quel- 
conque, je  crois  que  le  plus  simple  serait  de  prendre  l'axe  de 
rotation  pour  axe  Oc-  et  d'appli(pier  alors  la  dernière  formule  (3), 
soit 

(8)  V^  =  2-(A,.i3.-A.rT;^). 

Elle  me  parait  pouvoir  expliquer  certaines  équivalences  de 
volumes  qui  ne  l'ont  peut-être  pas  été  par  cette  voie. 

7.  Soit  une  surface  de  révolution  d'axe  O:;  sur  la(juelle  nous 
tracerons,  dans  le  trièdre  positif  Oxyz,  lUi  contour  fermé 
simplement  connexe;  si  ce  contour  tourne  autour  de  O:?,  en 
glissant  sur  la  surface,  il  est  clair  qu'il  n'engendre  qu'un  volume 
nul.  Dans  ce  cas,  la  formule  (8)  donne 

■izAji^  =2-A.,.-ria-. 
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Etant  donnés  un  dièdre  rectangulaire  et  une  surface  de 
révolution  autour  de  son  arête  A,  un  contour  fermé  tracé  sur 
la  surface^  à  Vintérieur  du  dièdre^  se  projette  sur  les  faces  de 
celui-ci  suivant  des  contours  qui,  en  tournant  autour  de  A, 
engendrent  des  volumes  éijciux. 

Soient,  par  exemple,  la  sphère 

x"^ -h  y- -\- z^  =  R2 

et  le  cylindre,  de  génératrices  parallèles  à  OjK, 

(9)  ^2_j_22_  R-P  =  0. 

Dans  le  dièdre  formé  par  les  plans  zOx^  '-^^y^  l'intersection 
est  l'une  des  boucles  de  la  courbe  bien  connue  de  ^iviani.  Celte 
boucle  se  projette  sur  ;0^  suivant  le  cercle  (9)  et  sur  zOy 
suivant  la  lemniscate  de  Gérono 

(10)  ^i_R2_^,2_^   ^2-2^  O. 

Donc  la  lemniscate  de  Gérono  (10)  tournant  autour  de  son 
axe  Oz  engendre  un  volume  égal  à  celui  d^un  tore  dû  à  la 
rotation  dhin  cercle  de  diamètre  R  autour  de  sa  tansente. 


"b 


J'ai  vérifié  par  un  calcul  direct  fort  élémentaire. 

Conservant  le  cylindre  (9),  mais  remplaçant  la  sj)hère  par 
d'auties  surfaces  de  révolution,  on  voil  (ju'on  pourrait  déterminer 
une  infinité  d'autres  volumes  tournants  é(]ui\alents  an  tore.  IMus 
généralement,  par  le  choix  d'un  premier  volume  tournant,  on 
peut  en  connaître  une  inhniti'  d'autres.  Le  théorènie  du  présent 
paragraphe  n'est  certainement  pas  le  seul  (pii  puisse  donner  un 
tel  résultat,  mais  il  le  donne  d'une  manière  géomélii(|ue  qui  ma 
semblé  digne  de  remarque. 
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SUR  LE  PROBLÈME  DU  REFROIDISSEMENT  DE  LA  CROUTE  TERRESTRE, 
CONSIDÉRÉ  A  LA  MANIÈRE  ET  SUIVANT  LES  IDÉES  DE  FOURIER; 

Pau  m.  J.  BOUSSINESQ. 
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sement de  la  température  avec  la  profondeur  sous  le  sol.  —  III.  Extrême 
lenteur  du  refroidissement  dans  les  parties  profondes  de  la  croûte.  — 
IV.  Tentative  pour  apprécier,  à  partir  d'une  certaine  époque,  les  progrès 
de  la  solidification  à  la  base  de  la  croûte.  —  Inconvénients  de  la  solution 
de  Fourier  en  série  trigonométrique  (Note).  —  Y.  Résolution  des  diffi- 
cultés, par  l'hypothèse  simple  et  naturelle  d'une  épaisseur  nulle  de  la 
croûte,  au  début  du  refroidissement. 

I.   Exposé  de  la  question  et  formules  fondamentales. 

1.  Dans  le  problème  du  refroidissement  de  la  croùte>  terrestre, 
nous  supposerons  ici,  suivant  le  sens  des  idées  de  Fourier  et  de 
ses  contemporains  astronomes  ou  géologues  relativement  au  feu 
central,  mais  en  y  précisant  les  hypothèses  plus  qu'il  ne  le  faisait 
lui-même  : 

1°  Que  la  croûte  terrestre,  comprise  entre  deux  sphères  con- 
centriques, ait  une  épaisseur  uniforme  E  de  quelques  myriamètres 
seulement  (comme  une  dizaine),  ou,  par  suite,  vu  la  grandeur  du 
rayon,  une  courbure  insignifiante  sur  des  longueurs  et  largeurs 
comparables  à  son  épaisseur,  de  manière  à  pouvoir  y  être  assimilée 
à  un  plateau  horizontal  ; 

2"  Qu'elle  repose  sur  la  sphère  en  fusion,  liquide  ou  pâteuse, 
dont  l'aurait  extraite  une  solidification  censée  très  rapide.,  à 
l'époque,  choisie  comme  origine  des  temps  f,  où  toute  la  masse,  jus- 
qu'à de  notables  distances  dans  l'intérieur,  avait  sensiblement  la 
température  Uq  de  fusion  encore  existante,  actuellement,  sous  la 
croûte. 

C'est  à  peu  près  ainsi  que  j'ai  déjà  envisagé  cette  question  dans 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  i'  série,  t.  XXXIX.  (Sept,  igiâ.)  i6 
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laXXIP  de  mes  Leçons  sur  la  Théorie  analytique  de  La  chaleur^ 
mise  en  harmonie  avec  la  Thermodynamique  et  avec  la  théorie 
mécanique  de  la  lumière  (t.  II,  p.  la  à  24;  Gautliier-Villars, 
Paris.  1903).  J'y  ai  elFectué,  pour  toutes  les  profondeurs  x  sous  le 
sol,  rintégration  qui  fait  connaître  les  températures  ultérieures  u, 
au  lieu  de  me  borner  avec  Fourier  à  la  surface  .r  =  o,  mais  en 
admettant  comme  lui  que,  dans  les  régions  inférieures  de  la 
croûte,  ces  températures  tendent  vers  la  constante  Uq  à  la  manière 
d'un  rapprochement  asymptotique^  'AAmiss\h\e  physiquemen'.  on 
sensiblement  (mais  non  avec  une  rigueur  analytique)  en  tant  que 
réduction  à  Uq  pour  ^  1=:  E  :  nuance  négligeable  aux  yeux  de 
Tobseivateur,  mais  éminemment  simplificatrice  au  point  de  vue 
des  calculs. 

D'ailleurs,  afin  de  réduire  ce  problème  à  ses  éléments  essentiels, 
Fourier  y  lait  abstraction  de  toutes  les  particularités  qui  consti- 
tuent soit  les  saisons,  soit  les  climats,  ou  attribuables  à  l'action 
solaire,  et  dont  il  suppose  qu'on  tiendra  compte  à  part.  Aussi  ai-je 
considéré,  dans  cette  XXIF'  leçon,  le  refroidissement  de  la  croûte 
ou  même  de  la  sphère,  comme  il  aurait  eu  lieu  en  l'absence  du 
soleil,  sans  autre  influence  thermique  extérieure  que  celle  des 
espaces  célestes  où  s'entrecroisent  les  rayons  stellaires. 

Or  je  me  suis  aperçu  depuis  qu  il  n'était  pas  nécessaire,  pour 
réduire  la  question  à  son  expression  la  plus  simple,  d'v  faire  ainsi 
abstraction  de  toute  action  solaire;  ce  qui  avait  l'inconvénient 
d'introduire,  comme  température  extérieure  à  considérer,  celle 
des  régions  interplanétaires  ou  interstellaires,  qui  nous  est 
inconnue.  Il  suffit  d'y  défalquer,  des  températures  effectives  mesu- 
rables, que  j'appellerai  t',  la  j)artic  due  aux  inégcdilés  de  l'action 
solaire,  ou,  plutôt,  des  actions  thermiques  extérieures  au  globe, 
quelles  (pi'elles  soient,  en  laissant  subsister  la  partie  moyenne  et 
constante  de  ces  actions. 

"2.  D'une  manière  plus  précise,  imaginons  que  l'on  mesure  à 
chaque  instant  la  température  extérieure  effective  u,.  sur  un  él»''- 
ment    qucicontpie  (h  de  la   surlace   1  du   sol  (');    puis,    que  Ton 

(')  Nous  nous  bornerons  aux  portions  émergées  ou  même  conlinenlales  de  la 
croûte,  «Ml  admettant,  quand  la  latitude  ).  devra  intervenir,  une  proportion  à  peu 
près  pareille  de  terre  et  d'eau  à  toutes  les  latitudes. 
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prenne,  pour  le  même  élément  //o-,  la  moyenne  de  ces  temperaïuns 
successives  w<>,  durant  quelques  années  tant  avant  qu'après 
l'époque  t  considérée,  moyenne  que  nous  ap[)ellerons  iiern  (c'esl- 
à-dire  température  exlérieure  moyenne  locale  )  cl  que  nous  regar- 
derons comme  indépendante  de  l  durant  toute  l'éi-olution  à  con- 
sidérer du  globe.  Car,  en  dehors  de  cette  hypothèse  simple, 
la  question  traitée  n'aurait  plus  une  signification  précise. 

C'est  la  moyenne  générale  des  valeurs  de  Uem  pour  toute  l'aire 
(émergée)  n  du  sol  terrestre  censé  nivelé,  température  évaluable 
ou  dont  on  a  une  idée  nette,  qui  exprimera  l'action  thermique 
générale,  sur  la  croule  terrestre,  de  toutes  les  causes  extérieures 
susceptibles  de  la  modifier. 

Nous  choisirons,  dans  la  question,  cette  température  moyenne 
générale  au  ras  du  sol,  comme  oris^ine  ou  zéro  du  thermomètre. 
D'où  il  suit  que,  désormais,  Ucm  s'annulera  en  moyenne,  ou  que 
ses  valeurs  encore  subsistantes  constitueront  une  pure  inégalité, 
dans  Vespace  t,  de  l'action  thermique  extérieure,  de  même  que  la 
différence  Ue — Uem  représente,  dans  le  temps  t,  pour  chaque 
contrée  dn,  une  pure  inégalité  à  valeur  moyenne  également 
nulle.  Nous  appellerons  celle-ci,  pour  abréger,  u^p..  c'est-à-dire 
partie  périodique  de  la  température  extérieure  Ug',  car  elle 
comprendra  principalement  des  termes  proportionnels  aux  cosinus 
et  aux  sinus  d'arcs  kt  en  raison  directe  du  temps  t,  cosinus  et 
sinus  à  périodes  sous-multiples  soit  du  jour,  soit  de  l'année. 
Nous  aurons  ainsi 


Or,  à  la  partie  permanente  ;/,»,„  de  la  température  extérieure,  on 
peut  faire  correspondre,  dans  la  croûte  terrestre,  des  températures 
partielles,  «,„,  s'annulant  sur  sa  face  inférieure,  permanentes  aussi; 
et,  à  la  partie  périodique  Uep,  des  températures  partielles  Up  de 
mêmes  périodes,  sannulant  encore  à  la  face  inférieure  et  qu'ex- 
primeront des  termes  où  le  temps  t  n'entrera  que  par  les  mêmes 
cosinus  et  sinus  des  arcs  kt. 

Ce  sont  précisément  ces  deux  inégalités  u„t,  Up,  tant  [permanente 
que  composée  de  termes  périodiques  et  même  pendulaires  en  t, 
qu  il  faudra  retrancher  ou  défalquer  de  toutes  les  tein|)ératui'cs 
effectives  intérieures  c,  pour  ramener  à  sa  forme  la  plus  simple  le 
problème  de  Fourier  sur  le  refroidissement  de  la  croûte  terrestre. 
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3.  Ajoutons  que  t',  Um,  z^p  offriront  le  caractère  commun  de  varier, 
d'un  point  à  l'autre_,  bien  plus  lentement  suivant  les  sens  horizon- 
taux que  suivant  la  verticale,  même  dans  le  plan  méridien  où  leurs 
variations  le  long  d  une  ligne  de  niveau,  dues  au  changement  de 
la  latiiude  A,  seront  le  plus  grandes.  En  effet,  les  deux  tempéra- 
tures extérieures  partielles  «e/«i  Hep  et,  par  suite,  la  température 
intérieure  c,  ainsi  que  ses  parties  Um-,  Up,  ne  varieront  guère,  au 
plus,  que  d'une  cinquantaine  de  degrés  centigrades,  entre  chaque 
pôle  et  l'équaleur,  sur  un  parcours  de  looo^'™,  soit,enmojenne,  de 
o",  ooo5  par  hectomètre,  tandis  que,  suivant  le  sens  vertical  descen- 
dant, V  croît,  comme  on  sait,  d'au  moins  3'^  par  hectomètre,  ou 
presque  loooo  fois  plus  vite,  et  que  «,„,  tip  décroîtront  de  la 
totalité  de  leurs  valeurs  le  long  du  parcours  vertical  E  allant  du 
sol  au  fond  de  la  croûte,  parcours  qui,  même  en  le  supposant  de 
10*'™,   n'est  que  le  o,oi  de  la  distance  du  pôle  à  l'équateur. 

C'est  dire  que,  sur  toute  la  portion  de  la  croûte  terrestre  qui  sera 
à  considérer,  ou  d'une  longueur  et  d'une  largeur  seulement  com- 
parables à  l'épaisseur  E,  non  seulement  les  deux  bases,  avec  les 
couches  sphériques  intermédiaires,  pourront,  dans  nos  calculs 
forcément  approximatifs,  être  supposées  planes;  mais,  de  plus, 
Uem,  iiep  scrout  uniformcs  et  c,  m,„,  m^  ne  varieront  que  d'un  plan 
horizontal  à  l'autre,  ou  en  fonction  d'une  abscisse  verticale  des- 
cendante X,  comptée  à  partir  du  sol,  non  suivant  les  sens  normaux 
à  cette  abscisse. 

Si  nous  faisons  abstraction  des    actions  chimiques  avant  leur 

siège  dans  la  croûte  terrestre,  et  que  a  soit  la  racine  carrée  positi\e 

du  quotient  -^  de  la  conductibilité  intérieure  K  de  la  croûte  par  la 

capacité  calorifique  C  de  son  unité  de  volume,  l'équation  indéfinie 

des  températures  se  réduira  donc,  pour  r,  w„j,  Up  respectivement, 

à  celles-ci  : 

ch  ^  d-v  ^  d-  u  „,  du  „  „  d-  ii  „ 

(i)  —T-=a^— — ,  o  =  a- — T-r-,  —-—=  a- — r-r- 

^  '  dt  dx--  dx^  dt  dx^ 

U  faudra  V  joindre  les  conditions  ordinaires,  relatives  au  sol  et 
au  fond  de  la  croûte  : 

(pour   X  =  0)  j/-J^=  ^  —  ("cm-^ltc-l,), 

1     du,,,  I     du,, 
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où  h  df'signe  le  quotient  de  la  conductibilité  extérieure  /.  par  la 
conductibilité  intérieure  K  (*)  ; 

(3)  (pour  X  =  lî;         v  =  «(,,  »,„=o,  u^,  =  o. 

4.  Ces  relations,  en  tenant  compte  de  ce  que  Up  se  compose  de 
ternies  de  la  forme  L  cosA-^+V  sinkt  avec  U  et  X  fonctions  de  x, 
déterminent  complètement  «,„  et  Up.  Elles  donnent  en  effet,  pour 
Up,  les  termes  évalués  dans  ma  XIV''  leçon  (t.  I,  p.  210  à  228), 
qui  deviennent  insensibles,  ou  s'évanouissent  plijsiquement,  non 
seulement  au  fond  ^  =  E,  mais  à  toutes  les  profondeurs^  excédant 
une  quinzaine  de  mètres.  Quant  à  //,„,  dont  la  dérivée  en  x  est 
visiblement  constante  de  la  surface  au  fond,  elles  lui  attribuent 
presque  sans  calculs  la  formule 

(4)  "-=7-âë"-"{/-ë;- 

A  la  surface  x  =  o  du  sol,  ;/,„  a  donc  l'expression —  Uem, 

fraction  constante  de  Uem-  D'où  il  suit  que  la  différence  Ue„i  —  Um, 
en  raison  directe  de  laquelle  est  le  flux  de  chaleur  entrant  dans  le 
sol    (par   unités    d'aire    et   de   temps)  du  fait  de    la    température 


(*)  Ces  conditions  définies  linéaires,  surloul  quand  0.1  y  altribue  à  h  la  valeur 
unique  1,2  admise  par  Fouriei',  ne  conviennent  guère  que  pour  des  différences 
de  température,  entre  le  dedans  et  le  dehors,  beaucoup  plus  faibles  que  celles 
dont  il  sera  question.  .Mais  j'ai  pensé  devoir  suivre  ici  Fourier,  toute  bj-pothèse 
plus  voisine  de  la  réalité  rendant  les  intégrations  inabordables.  Du  reste,  la 
valeur  k  =  1,2  revient  presque,  quant  aux  résultats  concrets,  à  prendre  h  infini, 
ou  à  supposer  que  la  surface  a;  =  o  se  refroidit /^ar  contact,  hypothèse  que  l'on 
pourrait  faire  tout  de  suite  si  l'on  tenait  à  simplifier  le  plus  possible  les  calculs. 
Mais  les  relations  (2)  ont  l'avantage  d'être  plus  générales  sans  rendre  la  question 
bi^n  difficile. 

L'hypothèse  h  =  y-  d'un  refroidissement  par  contact,  avec  températuie  super- 
ficielle uniformément  nulle,  aurait  l'avantage  de  rendre  nos  formules  [alors 
condensées  dans  celle  du  n°  1:5  ci-après  qui  est  notée  (25  bis)]  applicables  en 
première  approximation  anx  parties  immergées  de  la  croûte  terrestre  et  à  celles 
qui  simt  alternativement  immergées  et  émergées,  non  moins  qu'aux  parties  co/15- 
tamment  émergées.  Car  les  différences  et  les  variations  de  leurs  températures  de 
superficie  ne  sont  presque  rien  à  coté  de  la  température  «„  de  fusion  existant 
sous  la  croule. 

Donc,  à  une  première  approximation,  le  refroidissement  peut  être  censé  se  faire 
de  même  tout  autour  du  centre  :  ce  qui,  au  besoin,  motiverait  notre  hypothèse 
d'une  épaisseur  E  uniforme  pour  toute  la  croûte. 
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extérieure  permanenle  Uemi  se  trouve  elle-même  proportionnelle 
kuem.  Et,  comme  la  valeur  moyenne  de  iiem  sur  la  totalité  s-  du  sol 
terrestre  (émergé)  s'annule,  le  flux  moyen  correspondant  sera  nul 
aussi.  Donc  le  sol  gagne  constamment,  en  vertu  delà  température 
extérieure  permanente  iiem,  autant  de  chaleur  par  ses  éléments  cIt, 
où  cette  température  est  positive,  quelle  en  perd  par  ceux  oii  elle 
est  négative. 

o.  Gela  posé,  retranchons  m,„+  Up  de  c,  en  appelant  //  ce  qui 
reste  alors  des  températures  elTectives  v.  Cet  excédent  u  vérifiera 
les  relations  qu'on  obtient  en  multipliant  respectivement  par  i, 
—  I  et  —  1  soit  les  équations  (i),  soit  les  conditions  définies  (2), 
soit  les  conditions  (o),  et  puis,  en  faisant  les  trois  sommes  terme 
à  terme.  Il  vient  ainsi,  pour  régir  Texcédent  u  qiion  se  proposait 
justement  cVétudier , 

...      du  ,  rf2  „  1    du  ■ 

(3)     — T-  =  a-  — — -  ,       (  pour  a;  =  o)     -  — —  =  u.       (pour  .r  =  li )     «  =  Ur,. 

^    '      dt  dx'^  ^  '     h  dx  ^  ' 

Or  nous  savons  que,  du  moins  pour  ^  >>  o,  elles  détermineront  ?/, 
si  l'on  fait  connaître,  en  outre,  les  valeurs  de  u  initiales  ou  rela- 
tives à  i  ^  o. 

Appelons  u^  la  fonction  de  x  à  laquelle  se  réduit  u,,  pour  /  =  o 
et  souvenons-nous,  dune  part,  que  ?^w  ne  dépend  |)as  de  t.  d'autre 
part,  que  les  températures  intérieures  r  ont  débuté,  suivant  Ihypo- 
thèse  ordinaire  acceptée  ici,  par  être  la  température  constante  //„ 
de  fusion  de  la  croiUe  terrestre  (comptée  par  nous  à  partir  de  la 
température  moyenne  générale  extérieure,  cjui  a  été  choisie 
comme  zéro). 

On  a  donc 

(6)  (pour  /  =  o;         u  =^  Uq —  u,„ —  u^,. 

.Mais  f(„i^  de  valeur  moyenne  nulle  pour  chaque  profondeurs, 
et  u\  qui  oscille  à  peu  près  autour  de  zéro,  n'excèdent  nulle 
part,  en  valeur  absolue,  quelque  chose  comme  une  trentaine  de 
degrés  centigrades,  et  seront  des  fractions  insignifiantes  de  la  tem- 
pérature /^„  de  fusion  des  roches.  Donc,  comme  la  lui  dos  échanges 
fie  chaleur,  tiint  à  l'intérieur  des  corps  <pi"à  travers  leurs  surfaces, 
y  ellace  à  la  longue  les  inégalités  de  température,  au  point  même 
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d'avoir  fait,  à  Tépoque  actuelle,  disparaître  l'énorme  différence  m„ 
entre  le  dedans  et  le  dehors,  du  moins  aux  distances  modérées  x 
du  sol,  à  plus  forte  raison  cette  loi  a-t-elle  eu  plus  ou  moins  lot 
annihilé  ou  nivelé  les  très  médiocres  inégalités  «„,  et  «^,  savoir, 
pleinement  pour  ?/°,  qui  est  insensible  aux  profondeurs  excédant 
une  quinzaine  de  mètres,  et  sauf,  pour  «,„,  vers  le  bas  de  la  croûte, 
où  la  très  faible  conductibilité  des  roches  doit  ralentir  presque 
sans  limite  le  refroidissement.  11  n'a  à\\  ainsi  rester,  dans  les  régions 
fpii  nous  sont  accessibles  et  dont  on  aura  le  plus  à  soccuper, 
cest-à-dire  à  ces  distances  modérées  x  de  la  surface  où  le  voisi- 
nage de  celle-ci  facilite  le  refroidissement,  aucune  trace  appréciable 
des  minimes  différences  relatives  qui  y  distinguaient  initialement  u 
de  la  température  u^  de  fusion  de  la  croûte. 

Donc  la  condition  (6)  peut  être  remplacée  sans  erreur  appré- 
ciable, du  moins  à  toutes  les  distances  x  observables  pour  nous  et 
bien  au  delà,  par  celle-ci  : 

(7)  (pour^  =  oj         a  =^  Uç^. 

6.  Or,  alors,  le  problème  défini  par  le  système  (5)  et  (-)  se  trouve 
être  précisément  celui  auquel  satisfait  l'intégrale  (29)  de  la 
XXIP  Leçon  de  mon  Cours  (t.  11,  p.  i^),  savoir 


(8)      »  =  2^ 


,^(o)  -  '^  ( -+-  e/-'«='  +  /'.r^    —  H-  ha  v'7 

,}.a  \J t )  \'ia  \J t 


OÙ  'i/  est  la  fonction  de  Krampf, 

(9)  '!'(")=  / 


-«'  d'x 


Et  cette  intégrale,  en  raison  de  la  rapide  tendance  de  '^(w  )  vers 

sa   forme    asymptotique  ^ >  vérifiera  sans    écart   perceptible  la 

condition  relative  au  fond,  w^;^,,,  non  seulement  pour  ,r  ^  E, 
inais  même  dans  toute  une  épaisseur  finie  près  du  fond,  comme  on 
verra  plus  loin  (n"  13). 

On  aura  donc  bien,  pour  la  partie  u  des  températures  afférente  au 
refroidissement  proprement  dit,  l'expression  (8),  qui.  à  la  sur- 
face :r  =  o,  où  nous  appellerons  u'  la  valeur  de  w,  se  réduit  bien  à 
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la  formule  de  Fourier  (') 


(lo)  u'  =  ^e'''-"'-''l{ha^/t). 


IL  Calcul  approximatif  de  V influence  du  climat  sur  la  vitesse 
d^ accroissement  de  la  température  cnec  la  profondeur  sous 
le  sol . 

7.  Par  suite,  les  températures  effectives  c  seront,  en  y  négligeant 
leur  partie  périodique  Up  qui  n'intéresse  qu'une  mince  couche 
superficielle,  mais  en  y  tenant  compte  de  l'inégalité  permanente  Um 
donnée  par  (4)v 


^     ^  hE  f        ^\ 


i  —  hE 


?.  «0 


6(o)  —  4/  i-^^—p]  +  e/'"-""-'+/'^6  Z'-^--  +  ha  \ft\\ 
\ia  \/tJ  \ia  \jt  ) \ 


Aux  petites  profondeurs  x,  où  la  dérivée  —  se  confond  presque 
avec  sa  valeur  hu!  relative  à  la  surface  et  où,  par  suite, 


n  =  11'  ^  hu'x  —  u'  {i  -^  h x)  =  — — ?  e'''""' <l>{ha  \/t)  (\-^  hx), 
il  viendra 

ou  bien,  avec  une  valeur  de  fi  comme  celle  qu'adopte  Fourier, 
h=  -  =  i,2  (le  mètre  étant  l'unité  de  longueur),  et  qui  fait  le 
produit  AE  en  quelque  sorte  infini  à  côt»'-  de  i, 

(i3)  p  =  (  it' -H  i/,.„i  ) -H  yiii w^)^- 

8.  I^a  température  extérieure  niovenne  Ucm  des  diverses  régions 
terrestres  (émergées)  admet  probablement,  en  fonction  de  la  lati- 
tude A,  une  expression  simple,  approximative,  proportionnelle  au 

(')  Œuvres  de  Fourier,  l.  II,  p.  ■J77,  formule  (ô). 
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binôme  i  —  asin-À,  si  a  y  désigne  une  constante  positive  conve- 
nablement choisie.  D'autre  part,  la  zone  comprise,  par  exemple,  sur 
l'hémisphère  où  À  est  positif,  entre  l'équateur  et  le  parallèle  de 
latitude  À,  aura  sa  hauteur  et,  par  conséquent,  son  aire,  visiblement 
proportionnelles  à  sinÀ;  d'où  il  suit  que,  dans  le  calcul  de  la  valeur 
moyenne  de  item  sur  l'hémisphère  considéré  (ou  sur  toute  la 
surface  terrestre),  la  zone  élémentaire  comprise  entre  cette  lati- 
tude A  et  la  latitude  voisine  A -f- </).  entrera  par  une  somme  propor- 
tionnelle à  (i  —  a  sin- A)c/sin)..  et  que  cette  moyenne  générale 
de  Uem-;  égale  à  zéro  par  définition,  sera  elle-même,  à  un  facteur 
constant  près  différent  de  zéro, 


r 


(i  —  a  sin^À)  rf  sinÀ  =   (  sin),  —  -sin^À  )     =1  —  -      ('). 
\  •>  /o  J 


Son  annulation  donne  a:=  3. 

Donc  les  températures  permanentes  Ue,n  pourront  être  censées 
proportionnelles    au  binôme    i  —  3  sin- A,   maximum    et   égal   à    i 

pour  )>  ^  o,  minimum  et  égal  à  — 2  pour  A=  -•  Ainsi,  la  plus 

forte  valeur  négative  de  Uem  (aux  pôles)  sera  le  double  de  la  plus 
forte  valeur  positive  (à  l'équateur);  et  si  la  variation  totale  de  Uem 
est  5i°  (nombre  paraissant  résumer  les  observations  les  plus  pré- 
cises), ces  deux  valeurs  extrêmes  seront  respectivement  —  34" 
et  l7^ 

Entre  les  deux,  Uem  s'annulera  pour  sin-).  :=  77  ou  pour 

tang  À=±  — :  =  ±  sin 45°,         À  =rr  35°  16'  environ; 

de  sorte  que  la  zone  équatofiale,  à  valeurs  de  Ucm  positives,  sera 
la  fraction  — ^  =  o,  5--3,  ou  près  des  t>  de  lasijhère  totale,  soit  une 
fois  et  demie  environ  le  reste,  à  valeurs  de  Uem  négatives. 

9.   Faisons,  pour  fixer  les  idées,  Mq  égal  à  la   température  pré- 
sumée de  fusion  du  fer,    iGoo"  {-)]  ce  qui   conduiniit  à  prendre 

(')  Je  rappellerai  que  nous  admeitons  une  proportion  de  terre  et  d'eau  à  peu 
près  pareille  à  toutes  les  latitudes, 

(^)  C'est  le  nombre  qu'indique  V Annuaire  du  Bureau  des  longitudes  pour  1912, 
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E  =  3o"'x  1600  =  48000'"  environ,  si  la  proportion  de  1°  d'aug- 
menlalion  de  la  température  par  3o'"  de  parcours  vertical  descen- 
dant, constatée  en  moyenne  près  de  la  surface  x=^o  et  à  lépoque 
actuelle,  se  maintenait  dans  toute  la  profondeur  E  de  la  croule. 
Mais,  comme  il  est  clair  que  cette  proportion  doit  tendre  vers  zéro 
dans  le  bas,  à  mesure  qu'on  approche  des  couches  inférieures  non 
refroidies  encore,  la  proportion  moyenne  sur  toute  l'épaisseur  E  ne 
pourra  probablement  pas  èlre  même  la  moitié  de  i"  par  So"';  et 
l'épaisseur  E  de  la  croûte  excédera,  semble-t-il,  le  double  de 
48000".  Prenons  donc,  en  nombre  rond.  E  =  looooo"'. 

Alors  la  formule  (i3)  donnera,  près  du  sol,  comme  rapidité 
actuelle  d'accroissement  de  la  température  avec  la  profondeur,  et 
vu,  linalement,  que  la  ^aleur  movenne  de  Uem  est  nulle, 

/     /  \  /  X  dv  I"  Ucni  I"    .  o 

(I4)  (pour  37  =  0)  —-—    ~ ■- =   {\  —  0,0005  Ucn)- 

dx         oo         100000         00 

10.  Aux  pôles,  où  l'on  admet  iiem  =  —  34",  la  rapidité  considérée 
d'accroissement  se  trouvera  donc  augmentée  par  iiemy  c'eslà-dire 
par  P inégalité  permanente  de  V action  solaire^  d'environ  j^  de 
sa  valeur  moyenne.  A  l'équaleur,  où  l'on  prend  Uem=^  17",  elle  est, 
au  contraire,  réduite  par  la  même  inégalité,  mais  dans  un  rapport 
moitié  moindre.  A  la  latitude  de  45°,  où  nous  faisons   «ew= — 8"^, 


p.  4^9-  Peut-être,  d'après  les  déterminations  les  plus  récentes  des  physiciens  chi 
mistes  (donnant  i5o5°),  y  aurait-il  lieu  d'en  retrancher  presque  une  centaine  de 
degrés.  Comme,  d'autre  part,  notre  zéro  de  température  propre  à  la  question 
correspond  à  17°,  —  34°  et  —  34°  de  température  moyenne  à  Icqualcur,  au  pôle 
Nord  et  au  pôle  Sud,  au  lieu  de  27°,  —  i>3°  et  —  .!J°  centigrades  que  les  météo- 
rologistes déduisent  à  très  peu  près  des  observations  les  plus  multipliées  et  les 
plus  précises,  notre  zéro  duit  excéder  d'environ  10°  le  point  de  fusion  delà  glace, 
il  faudrait  donc,  ce  semble,  retrancher  en  tout  io5  du  nombre  i(Joo  admis  ci-des- 
sus, ou  poser,  dans  nos  calculs,  u^—il^ç^b".  Mais  il  n'en  résulterait  jias,  néces- 
sairement, de  réduction  à  effectuer  sur  l'épaisseur  E  de  la  croûte,  qu'on  pourrait 
encore  supposer,  en  nombre  rond,  de  10  myriamétres;  car  cette  épaisseur  paraît 
assez  devoir  excéder,  dans  un  rapport  quelque  peu  notable,  le  double  du  produit 

3o"'x  (1600°  —  io5°)  =  448J0"'. 

F>a  valeur  E  =  looooo™  conviendrait  donc,  peut-être,  autant  que  pour  M(,=  i6oo°. 
Or  il  n'y  avait  lieu,  ici,  de  se  donner  m„  que  pour  arriver  à  une  valeur  approxi- 
mative de  E. 
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la  proportion  dont  il  s'agit  se  trouve  un  peu  accrue,  mais  le  quart 
seulement  comme  aux  pôles  (  '  ). 

En  résumé,  dans  l'hypothèse  communément  admise  (même  de 
nos  jours)  d'une  croûte  terrestre  assez  mince,  reposant  sur  la 
masse  en  fusion  ou  pâteuse  d'où  cette  croule  serait  sortie  par  voie 
d'une  solidification  rapide,  l'inégalité  permanente  de  l'action 
solaire,  ou  la  différence  des  climats  due  à  cette  inégalité,  n'influent 
que  très  peu  sur  la  rapidité  d'accroissement  des  tempéi^atures 
terrestres  avec  la  profondeur  sous  le  sol. 

lll.   Extrême  lenteur  du  refroidissement  dans  les  parties 
profondes  de  la  croûte. 

11.  Vérilions  encore  qu'avec  les  données  indiquées  ci-dessus 
pour  E,  Uq  et  A,  la  condition  v=zUq  au  bas  de  la  croûte  n'a  pas 
cessé  d'être  satisfaite  physiquement  par  notre  formule  (i  i)  depuis 
l'origine  du  refroidissement.  Mais,  pour  cela,  je  démontrerai 
d'abord  l'expression  asymptotique  vers  laquelle  tend,  quand  oj 
grandit,  l'intégrale  '}(w)  définie  par  (9),  et  j'évaluerai  approxi- 
mativement celle-ci. 

Remplaçons,  dans  (9),  la  variable  a  d'intégration,  en  posant 


par  une  autre  |ii  propre  à  rendre  constante  la  limite  inférieure.  11 
vient 

(i5)  'l{^)=  1, 


si  l'on  pose  successivement,  en  faisant,  à  la  fin,  e  ?: 


p 


(16)     I 


*"  -?  =  0     __L_  ^1      _  (logi) 


/» »    _3 L —  ^  jj  —  0    — _: —  _ 


Il  est  visible  qu'ici,  sous  le  signe    /  ,  l'exponentielle,  moindre 


(')  Oa  sait  que  l'Europe  occidentale  jouit  il'uu  climat  plus  doux,  grâce  au  Gui/ 
Stream  :  l'accroissement  de  sa  températui-e  moyenne  dû  à  ce  courant  chaud 
océanique  peut  bien  atteindre  une  dizaine  de  degrés. 
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que  I,  tend  vers  l'unilé  quand  oj  croît  de  zéro  à  Tinfini  (sauf  infi- 
niment près  de  la  limite  inférieure  y  =  o).  Donc  I  grandit  en  même 
temps  de  zéro  à   i;   et  'i'C^^)  ts^d,  avec  un  écart  relatif  évanouis- 

ç  —  tO^ 

sant  £,  vers  l'expression  >  approchée  d'ailleurs  par  excès. 

On    développe    aisément    l'écart    relatif  z,    c'est-à-dire    i  —  I, 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  -; — ^j  en  intégrant  I  par  parties 

un  nombre  indéfini  de  fois,  sous  la  condition  de  prendre  sans  cesse 
l'exponentielle  comme  facteur  non  intégré.  Le  facteur  intégré  est, 

chaque  fois,  de  la  forme    i  f(  log-  1  ch,  où  y  désigne  un  polynôme 

à  degrés  successifs  o,  1,2,  3,  . . .;  ce  qui  donne 


Par  exemple,  en  se  bornant  à  la  première  intégration  par  parties,  M 

il  vient 

(.7)  s  =  ,-I=.— j^     .    ^".-,     y)(^ios-)d,<~ 

Le  dernier  membre  s'obtient  en  remplaçant  l'exponentielle  par 

sa  valeur  la  plus  forte    i   et  intégrant  |  log  -]  ^/v;  ce  qui  donne 

(  V  log  — h  V  )    ou  I  . 

Mais  effectuons  encore,  sur  le  troisième  membre  de  (17),  l'inté- 
gration par  parties  indiquée.  IS'ous  aurons 

li'intégrale   par  laquelle  se  termine   ici  le  second  membre  est 
visiblement  moindre  que 

Par  suite,    si  l'on  appelle    t     l'excédent   positif  de  — -  sur    e, 
l'erreur  relative  par  excès,   e,   de   l'expression  asjnqîtoliquc  - — 
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sera 

I  ,  ,        3  I        3 

(19)  ^=  î  — '.         avec         £<7 — r  =  r ;• 

El  il  Y  aura  Jieu  de  prendre  t  =  — ■  ?  c'est-à-dire 

•^  ^  2  lu  - 


(20)  '!'('«^) 


2aj     \ 


('-^X 


plutôt  que  la  simple  expression  asymptotique,  toutes   les  fois  (jue 
2(1)=^  surpassera  3,  ou  que  w  excédera  i  ,2247- 

12.  Vovons  maintenant  si  notre  hypolhrse  de  la  conservation, 
jusqu'à  l'époque  actuelle,  de  la  température  primitive  u^  au  fond 
de  la  croûte,  se  trouve  bien  physiquement  vérifiée  par  nos 
formules. 

D'après  nos  expressions  (11)  de  v  et  (8)  de  u^  où  il  faudra 
faire  37  =  E=  1000  00™,  h=  1,2,  et  où  d'ailleurs  nous  pourrons 

2 
crochets,  puis  diviser  par  Uq,  nous  aurons 

,      ,        f               u                2    ,  /     E 
(21)     (au  fond)      —      ou     —  =  i —y 


mettre  -^  (0)=:—   en   facteur   commun    dans    la  quantité  entre 


y/-  '  \-ia  \/ 1 

v/t:  \2a^t  ) 

Clierchons  d'abord  la  plus  forte  valeur  du  dernier  terme,  dans 
lequel  nous  poserons,  pour  abréger,  a^^ t  =  [j.,  et  qui  est  alors 

(22)  -Le'''\>-'-^''E,i(^_^/i,,)_ 

La  fonction  'l»  y  sera  toujours  réductible  à  sa  forme  asymptotique. 

E 
Car  la  variable  de  cette  fonction, h  hu.,  a  pour  dérivée  (en  u) 

2  IJL  l     '  1  \  l 

E  ,  ,,  •  /"Ë"  -    .  .       . 

-  +  /i;  et  elle  atteint,  pour  <j.  =  i/  —r^  son  minimum,  qui  est 

2(JL-  '  '  '        y/    i/i  '■ 

v/2/iE  =  v/240000  =  1^9  >9i 
valeur    bien   plus   grande  qu'il    ne    faut  pour  rendre  'L  (  ^2  h  E  ) 
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physiquement  réductible  à  la  forme  asymptotique ==zr  .  Il  en 

2  sJ-1  h  E 

sera  de  même,  à  plus  forte  raison,  pour  toutes  les  autres  valeurs 
de  t  ou  de  a;  et  l'on  pourra  ainsi  remplacer  (22),  après  une  réduc- 
tion évidente,  par 

1.5 

Or  nous  allons  reconnaître  que  cette  expression  est  toujours 
physiquement  négligeable  devant  l'unité;  car,  nulle  aux  deux 
limiles  u.  =  o,  [j.  =  oc,  elle  a  même  son  maximum  (intermédiaire) 
absolument  insensible.  La  valeur  de  u.  pour  laquelle  ce  maximum 
se  produit  est  celle  qui  annule  la  dérivée  en  a.  du  dénominateur 

E- 

e''^  ( h  /i'J-  );  ce  qui  donne,  toutes  réductions  faites, 

\-2lJ.  '     /  ' 

/  E  \  E» 

(2-.^)^-(e^^-)(2.-^)--^   =  0. 

Résolvons  donc  cette  équation  bicarrée,  sans  oublier  les  valeurs 
numériques,  1 00000,  1,2,  de  E  et  de  h.  Nous  aurons 


-  (  E--]-  -^)  -f-l/-(E2-+-— j    -h  ^  =(  très  sensiblement  )  E-  ; 


h 
d'où 


E.         A  -  _L 

v/2  '  ■■'■  l^  ~  s/ï 


Enfin,  le  maximum  de  (20)  ou  du  terme  (22)  devient  successi- 
vement 


'^'"^^    v/^/J__^,.  E^-\/    re    .-+-// E 


/*-  _ 

/  ■>.      \        o,4S3o       o,4o33 
=  (sensiblement  )  l  / —  7-77  =  — tt- —  —  — r — * 
^  y/    -  e  «  E  h  V.  \\ 

Puisqu'on  prend  E=  100000,  ce  maximum  vaut  environ  \  mil- 
lionièmes d'unité,  quantité  qui  est  bien,  physiquement,  négli- 
geable à  côté  de  I. 
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13.  La  formule  (21)  donnera  donc  simplement,  pour  le  rapport 
de  la  température  v  ou  u  produite,  d'après  notre  intégrale,  sur  le 
fond  tio  la  croûte,  à  sa  valeur  primitive  Hq, 

(i5)  (au  fond)  —      011      —  =  1 '—<\>  I )      ('  ). 

Or  celui-ci  décroît  sans  cesse  quand  t  grandit.  On  pouvait  le 
prévoir.  Car  notre  intégrale  (8),  ne  faisant  vérifier  qii asymptoti- 
quement  la  condition  u  =  Uo  au  fond,  doit  j  abaisser  très  gra- 
duellement la  température  à  mesure  que  progresse  le  refroidisse- 
ment général.  La  complication  des  formules  aurait  d'ailleurs  été 
bien  plus  grande,  s'il  avait  fallu  nous  astreindre  à  conserver  en 
toute  rigueur,  pour  ^  :=  E,  la  valeur  «„  de  u. 

Il  est,  toutefois,  aisé  de  reconnaître  que,  eu  égard  à  l'approxima- 
tion requise  ici,  le  déci'oissement  relatif  de  température,  poura^-^zE, 
est  resté  à  peu  près  insignifiant,  jusqu'à  l'époque  actuelle  où  a\i't 
reçoit  la  valeur  qui  fait  ésale  au  résultat  d'observation  — —  la  dérivée 

-r-  sous  le  sol,  laquelle  vaut  /««',  ou  encore  — ^    d'après  la  forme 

e  —  /(-«-^ 

asymptotique   —  évidemment    applicable   depuis    longtemps 

■2  h  a  SI  t 


à    'J;  (  ha  \l t  )    dans  (10) 


Il  résulte  de  là,  en  effet. 


/-       uoX  3o        1600  X  3o                             E  25    ,- 

a\/t=         _      =  — et         -=-y\,/T.. 

Or  la  formule  approchée  (20)  de  -i;  (oj)  donne  alors,  en  prenant 
E 


■lasj  t 


sJt.  '    yxa^t)         m\/t.   \ 


(■)  La  mèiiie  déinoiisliation  fait  voir  qu'aux  grandes  profondeurs  x  le  rap- 
port —  est  donné  par  la  formule  analogue  et  simple,  où  le  coefficient  h  ne 
figure  plus, 

{2b   bis)  —  =  I    -  —    .M   , 

"0  s^/tz      \2a\  t 

comme  si  la  surface  x  :r-o  se  refroidissait />«/•  contact   ou  était    maintenue   sans 
cesse  à  la  température  zéro. 
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avec  une  erreur  par  défaut  moindre  que  — ^r  -; — ;•   Prenons  donc 

w2=/^y/r)    =  3,4o885,         wv/~=  3,2723; 

et  il  viendra 

2       /     E     \ 

=  (0,010109)  (i  —  o,  147)  =  o,oo863, 


\/t.  '   \  2  rt  v^ 

avec  une  erreur  par  défaut  moindre  que  ri  - — 7  =  o,ooo65. 

Ainsi,  notre  intégrale  approchée  (i  i)  donne  sensiblement,  au  bas 
^  =  E  de  la  croûte,  même  à  l'époque  actuelle  et,  visiblement,  sur 
une  épaisseur  finie,  un  refroidissement  d'environ  9  millièmes  seule- 
ment de  la  température  primitive  «o>  refroidissement  insignifiant 
eu  égard  à  l'approximation  requise  ici,  qui  n'excède  certaine- 
ment pas  le  Y~  des  résultats  (  '  ). 

IV.  Tentative  pour  apprécier,  à  partir  d^une  certaine  époque, 
les  progrès  de  la  solidification  à  la  base  de  la  croûte. 

14.  On  voit  toutefois  ([u'avec  la  valeur  de  E  choisie,  looooo'", 
nos  formules  (8)  et  (i  i)  de  u  et  de  v  commencent,  dès  l'époque 
actuelle,  à  ne  plus  vérifier  aussi  bien  que  par  le  passé  la  condition, 
acceptée  au  début  de  cette  étude,  de  conserver  à  la  croûte  considé- 
rée, reposant  sur  une  masse  plus  centrale  fondue  ou  à  l'état  pâteux, 
une  épaisseur  E  invariable,  et,  par  conséquent,  de  maintenir  aussi 
sa  base  37  =  E  à  la  température  même  u^  de  fusion  de  cette  masse 

(')  Refaisons  les  calculs  en  prenant  j/„  =  l 'igS",  conformément  aux  données  plus 

î5     —  E 

récentes  qu'indique  la  note  ('-)  du  n°  'J  (p.  201).  La  valeur— ;^  \i  ~  de ù  l'époque 

24  ■ia\Jt 

actuelle,  se  trouvera  multipliée  par  le  rapport     .   -  =  1.0-021  ;  ce  qui  donnera 

1495 

(1)  =  1,08945  V^  =  1,93 10,         (jj-=  3,904.1,         w  ^/'t:  =  3,4'!2G 
et 

2        /      E      \ 
-pt>  f  ^ — y^j  =  (o,oo5888)  (i_n,ij8)  =  o,oûr)i3, 

avec  une  erreur  par  défaut  iiiuindre  que  n,of)f)29. 

f^'écart  d'avec  l'unité,  au  lieu  d'ùlre  environ  0,009  comme  pour  «0=  iGoo",  serait 
donc  seulement  o,oo5. 
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inférieure.  Or  un  tel  maintien  effectif  de  E  et  de  Mo  exigerait 
dans  celle-ci  une  activité  chimique  juste  capable  de  lui  restituer 
sans  cesse  la  chaleur  qu'elle  cède  à  la  croûte  superposée.  Si,  au 
contraire,  cette  chaleur  ascendante  est  fournie  parla  transformation 
purement  physique  des  couches  les  plus  hautes  de  la  masse  infé- 
rieure prêtes  à  se  solidifier  et  abandonnant  leur  chaleur  latente  de 
fusion,  la  croûte  aura  évidemment  une  épaisseur  E  croissante  par 
l'adjonction  continuelle,  à  sabasex  =  E,  de  nouvelles  particules 
solides  prises  à  la  masse  inférieure. 

Mais  alors  le  problème  de  Physique  mathématique  ainsi  posé 
devient  beaucoup  plus  complexe  et  se  dérobe  à  nos  méthodes  de 
calcul  familières.  Il  entre  dans  la  classe  de  ceux  où  soit  les  condi- 
tions définies  relatives  à  diverses  parties  de  la  surface  des  corps 
étudiés,  soit  même,  ici,  les  équations  indéfinies  concernant  leur 
intérieur,  s'appliquent  non  pas  toujours  à  la  même  matière,  aux 
mêmes  particules,  mais  à  une  matière  continuellement  accrue  ou, 
du  moins,  changeante. 

Il  est  pourtant,  à  ma  connaissance,  deux  de  ces  problèmes,  qui 
ont  pu  être  abordés,  savoir,  celui  de  la  charge  roulante,  ou  du 
poids  voyageur  le  long  d'une  barre  horizontale  à  bouts  appuyés, 
dont  les  deux  parties  séparées  par  le  poids  s'échangent  sans  cesse 
entre  elles,  et  celui  du  choc  central  mutuel  de  deux  sphères  élas- 
tiques^ dont  la  surface  de  contact  varie  durant  tout  le  phénomène. 
Mais  il  a  fallu,  pour  obtenir  rationnellement  des  résultats,  y  négliger 
rinertie  soit  de  la  barre,  soit  des  parties  en  regard  et  sensiblement 
déformées  des  deux  sphères,  c'est-à-dire  attribuer  sans  cesse  à  la 
barre  ou  à  ces  parties  (en  regard)  des  sphères  \e\\TS  figures  respec- 
tives d'équilibre  pour  la  situation  actuelle  soit  du  poids  voyageur, 
soit  des  centres  des  sphères;  ce  qui  revient  à  séparer  complè- 
tement^ en  les  localisant  dans  des  régions  du  système  entièrement 
distinctes  :  d'une  part,  Vénergie  potentielle  ou  de  ressort,  ainsi 
confinée  dans  la  barre  ou  dans  les  parties  presque  contiguès  des 
sphères;  d'autre  part,  Vénergie  actuelle  ou  demi-force  vive, 
réduite  à  celle  du  poids  voyageur  ou  de  la  majeure  partie  des 
sphères,  qui  garde  inaltérées  sa  figure  et  son  orientation.  Or  on 
sent  combien  de  pareilles  hypothèses  dénaturent  les  questions  (M. 

(')  On  peut  voir,  pour  ces  deux  problèmes,  les  pages  ôfjo  à  677  et  716  à  719  de 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2"  série,  t.  XXXIX.  (Sept,  igiâ)  17 
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15.  Sous  la  réserve  de  i-estrictions  analogues  (')^  il  y  aurait  peul- 
êire  lieu  simplement,  ici,  de  faire,  à  partir  d'une  certaine  époque  ^o 
(où  nous  poserons  E  ^  Eo),  l'épaisseur  E  proportionnelle  à  \Jt 
et,  |)ar  suite,  -r-  inverse  de  yt,  en  choisissant  d'ailleurs  E^  et  /„ 
de   manière   que   le  petit    flux    ascendant    de    chaleur   K-j-  ou 

C  a-  —r-i   à  travers  le  plan  ^'  =  E  et  par  unité  de  temps,  flux  désor- 

F  — 

mais  en  raison  inverse  du  binôme --\-  hayt  (-)  ou,  par  suite, 

■ia\/t 

très  sensiblement,  de  \Jt  [t^  étant  déjà   très    grand),    soit   égal   à 
la  chaleur  latente  L-^  dégagée,  toujours  dans  l'unité  de   temps, 


mon  Volume  de  i885  laùliûé  k  Application  des  potentiels  à  l'équilibre  et  au  mou- 
vement des  solides  élastiques,  avec  des  notes  étendues  sur  divers  points  de 
Physique  mathématique  et  d'Analyse»,  volume  constituant  leTomeXIII  (4''série) 
des  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences,  de  r Agriculture  et  des  Arts  de  Lille. 
L'intégration  de  l'équation  du  problème  de  la  charge  roulante,  ainsi  simplifié,  se 
trouve  traitée  aussi  dans  mon  Cours  d'Analyse  infinitésimale  pour  la  Mécanique 
et  la  Physique  (t.  II,  second  fascicule,  p.  265*):  elle  avait  été  abordée,  en 
premier  lieu,  par  Slokes. 

(')  A  la  réflexion,  cette  réserve  ne  me  parait  pas  indispensable  ici,  en  raison  de 
ce  que  les  phénomènes  de  chaleur  dans  les  corps  alliermanes  ont  leur  équation 
indéfinie  aujc  dérivées  partielles,  qui  est  celle  de  la  température,  du  premier 
ordre  seulement  par  rapport  au  temps,  ou  ne  semblent  jamais  manifester  la  com- 
plication particulière  due,  dans  les  déplacements  perceptibles  de  la  matière,  à 
l'inertie,  à  l'influence  des  vitesses  acquises,  bref,  à  la  présence,  dans  les  équa- 
tions, de  dérivées  secondes  par  rapport  au  temps,  du  moins  toutes  les  fois  que 
les  changements  s'effectuent  à  des  vitesses  notables.  Or,  ce  sont  précisément  les 
termes  d'inertie  qui,  dans  les  problèmes  du  poids  voyageur  le  long  d'une  barre 
ou  du  choc  des  sphères  élastiques,  rendaient  inintégrables  les  équations. 

L'intervention  incessante  de  points  matériels  nouveaux  à  considérer  et,  par 
conséquent,  de  leurs  températures  constituant  sans  cesse  de  nouvelles  inconnues, 
n'a  pas  de  quoi  troubler  le  géomètre.  Car  rien  n'empêche  d'envisager  dès  le  début, 
ou  d'introduire  dans  le  système  matériel  à  étudier,  tous  ceux  d'entre  ces  points 
qui  auront  à  y  figurer  jusqu'à  une  phase  assignée  quelconque  du  phénomène  : 
seulement,  leurs  températures  ne  commenceront  à  varier  (}ue  successivement,  à 
mesure  que  les  atteindra  le  progrès  de  la  solidification. 

(^)  Comme  on  le  voit  par  la  formule  (H3  bis)  de  la  page  19  (t.  II) 
de  mon  Cours  sur  la  Thiiorie  analytique  de  la  chaleur,  etc.  Mais  il  suffira  ici, 

pour  avoir  le  flux  Ca'  -j—  de  chaleur  à  la  grande  profondeur  a;  =  E,  de  différentier 

en  X  la  formule  précédente  (aô  bis)  de  11   (p.    J07);  ce  i\u\  donnera,  vu  l'expres- 
sion  (9)  de  •^, 

du'  u„         , ,, 


dx 


a\-  t 
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par  la  couche  élémentaire  dE  qui  se  solidifie  sans  cesse  à  la  jjase 
de  la  croule. 

Alors,  (j)  désignant  la  valeur,   désormais   invariable,  du  rap- 

E 

port -=5  on  aura 

2a  ^t 

_,  /-  dE        a  ^^i 

d'où  il  résulte,  comme  chaleur  latente  de  fusion  dégagée,  — —  •  On 

\Jt 

trouve,  d'autre  part,  comme  flux  de  chaleur  ascendant,  C— =^6"*^'; 
et  leur  égalité  donne  finalement,  pour  déterminer  oj,  l'équation 


(26) 


sfr.        C«o 


dont  le  second  membre  est  le  rapport  de  la  chaleur  latente  L  de 
fusion  de  la  croûte  à  la  chaleur  totale  Cuq  absorbée  par 
V  échauffenient  de  celle-ci  au  moment  oii  elle  va  fondre. 

Plus  ce  rapport  est  grand,  et  plus  est  petite  l'unique  racine  w  de 
l'équation  (26);  car  le  premier  membre  croît  de  zéro  à  l'infini 
quand  to  décroît  de  l'infini  à  zéro. 


16.  Le  rapport  j, —  devrait  donc,  d'après  les  données  et  les  calculs 
de  la  fin  du  n°  13,  être  seulement  0,010109  ('),  pour  que 
l'époque  actuelle,  où  m^=  ~  V^"^  quand  l'épaisseur  E  égale  1 00000'", 

fût  celle  où  E  commencerait  à  croître  comme  \J t.  En  réalité,  ce 
rapport  physique  est,  bien  probablement,  très  supérieur  à  0,01 
environ.  D'où  il  suit  qu'il  faudra,  avant  de  commencer  à  faire 
varier  E  aussi  vite  que  ^/^,  attendre  la  période  du  refroidissement, 
plus  avancée,  où  la  fonction  — —  aura  atteint  la  vraie  valeur  du 

rapport  en  question -T—*  Si  celui-ci  égale,  par  exemple,  o, 10901, 
soit  0,1  I,  valeur  approximative  (pour  le  fer)  et  qui  correspond  à 


(')  Ou  même  o,oo5S88  quand  ?<,,=;i4g5''  et  non  i(Joo°  (Note  de  la  tin  du  n°  13). 
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w  =  0,68  ^/t:,  on  aura,  à  ce  moment, 

E 


=  o,68v^,        avec       t  =  to,         E  =  Eo=  100000™; 


2  a  \  t 

et  t  aura  grandi,  à  partir  de  l'époque  actuelle   où  — ^-—z  =  —  y/T:, 

dans  le  rapport  ( —^ — •  j  =  2,3466  (').  Jusque-là  le  flux  ascen- 
dant de  chaleur,  à  travers  la  base  a^  =  E  de  la  croûte,  sera  insuffi- 
sant, pour  que  Tépaisseur  E  croisse  aussi  vite  que  sj t  (-). 

Il  faudrait  donc  attendre  encore,  pour  que  E  commençât  à  croître 
d'une  manière  simple  et  définitive,  autant  de  temps,  avec  plus 
d'un  tiers  en  sus,  que  la  durée  totale  du  refroidissement 
jusqu'à  l'époque  actuelle.  Il  est  clair,  du  reste,  qu'à  partir  de  ce 
moment  l  =  /q,  la  température  v  ou  u,  calculée  par  nos  formules, 
cesserait,  comme  to,  de  varier  au  bas  .r  =  E  de  la  croûte  :  résultat 
bien  conforme  à  la  loi  physique  de  constance  du  point  de  fusion. 
Mais,  malheureusement  (du  moins  au  point  de  vue,  où  nous  nous 
sommes  placé  comme  Fourier,  d'une  épaisseur  E  finie  dès  l  ori- 
gine t  =  o,  avec  température  initiale  w,,  co/î5^a/i^e  sur  toute  l'épais- 

seur),  si   l'on  évalue  par  l'expression  asymptotique  'y(w)  =  

le  dernier  terme  de  (aS)  au  même  moment  t^,  on  trouve  o,  logSi, 

avec  erreur  par  excès  moindre  que ^ =  o,o3-6g,    soit  une 

co^/—  2  tu- 
valeur  approchant  de  0,1.  C'est  dire  qu'à  l'époque  t^  con- 
sidérée, la  température  c  au  bas  de  la  croûte,  évaluée  par  nos 
formules,  comportera  une  erreur,  sur  u^,,  de  l'ordre  du  dixième  et 
beaucoup  trop  sensible  pour  qu'on  puisse  continuer  à  les  admettre. 
Il  faudrait  donc  trouver  une  intégrale  plus  approchée,  ou  véri- 
fiant mieux  la  condition  v  =  u^,  relative  au  fond,  que  la  notre  (>  i), 
et  n'exigeant  cependant  que  des  calculs  abordables  (•'),  pour  avoir. 


(')  Ou  iiièine  dans  le  rapport  ■.>.3'(6(j  x  i,07():>4-=  .!,0878,  si  l'on  prend  u„=i\(p°. 

(*)  On  pourra  essayer  de  négliger  jusqu'à  celte  époque  le  progrès,  assez  limité 
sans  doute,  de  la  solidification. 

(')  Inconvénients  de  la  solution  de  Fourier  en  série  trigononiétrique.  —  I! 
y  a  bien  la  solution  ordinaire  et  exacte  en  série  trigononiétrique,  qui  est,  par 
exemple,  dans  le  cas  simple  d'un  refroidissement  yo«r/-  contact  à  la  surface  x  =  o 
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du  problème  de  Fourier  surle  refroidissement  de  la  croûte  terrestre, 
une  solution  appropriée  à  cet  avenir  encore  lointain. 


du  sol, 


Ë-^ 


:v  le- 

:  ^mà  i 
i-  1 


et  qui  a  été  donnée  par  Fourier  [Mémoire  sur  la  théorie  analytique  de  la 
chaleur,  inséré  dans  le  Tome  VIII  {1S29)  des  Mémoires  de  l'Académie  royale 
des  Sciences  de  l'Institut  de  France  (p.  58i  à  622,  formule  1  )].  -Mais,  pour  les 
valeurs   de    r.asjt  petites  comparativement  à  E,  sa  convergence  est  d'une  déses- 

.  ri.-.      ^"  •       .    .  .  ■  ^ 

parante  lenteur.  La  dérivée  -r— ?  parliculierenient  importante,  y  reçoit,  en  effet, 
si  l'on  pose 

l'expression 


tita  v^ 


du 

dx 


e-«' cos 


a^'t 


11-1  ~aJt         ,,  .  .. 

et  celle-ci,  en  observant  que  — - —  est  1  accroissement  uniforme  Aa  éprouve  par 

le  rapport  a  entre  deux  termes  consécutifs  de  la  série,  ou  que,  par  suite, 

I  Aa 


devient 


~a\t 


du 
dx 


— ^^     Aa  +  3    y   e- a"-cos(  -^  a  jAa     • 


Or,  quand  Aa  se  rapetisse,  la  série  se  pulvérise  (pour  ainsi  dire)  à  l'infini  :  ce 
qui  fait  évanouir  sa  convergence,  entendue  au  sens  ordinaire  ou  en  tant  que 
permettant  un  calcul  approché  de  la  somme  limite  par  l'addition  des  premiers 
termes,  pris  en  nombre  restreint.  Car,  ici,  ces  termes  sont  tous  infiniment  petits 
à  la  limite  E  =  ce,  Aa  =  0,  où  ils  constituent  les  éléments  mêmes  tie  l'intégrale 


re-«-  cos  (  -^  a  j  c?a. 


éléments  se  suivant  par  groupes  en  nombre  indéfini  alternativement  positifs  et 
négatifs,  à  sommes  partielles  sensibles,  qui  décroissent,  d'un  groupe  à  l'autre, 
jusqu'à  la  limite  finale  zéro. 

Mais  c'est  justement  alors  que,  grâce  à  la  continuité  de  variation  acquise  par 
la  succession  des  termes  de  la  série,  leur  somme  totale  est  évaluable  el  admet. 
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17.  A  défaut  d'un  emploi  effectif  de  nos  intégrales  approchées 
asymptotiques  (8),  (aS),  (ao  bis)  du  problème  de  refroidissement 
dans  le  calcul  des  épaisseurs  E  croissantes,  calcul  rendu  ainsi  im- 
possible par  les  trop  fortes  valeurs  physiques  du  rapport- — >  ou 

par  les  valeurs  Wq  trop  petites  de  la  racine  to  correspondante  de 
l'équation  (26),  faisons-en,  du  moins,  une  application  théorique, 
en  imaginant  une  croûte  à  très  faible  chaleur  latente  L  de  fusion, 
pour  laquelle  cette  racine  w,,  excéderait  2  ou  3  et  laisserait  dès  lors 
à  nos  formules,  même  pour  :r  =  E  et  durant  un  long  avenir,  une 
approximation  suffisante. 

Supposons  d'ailleurs  pour  un  instant  que,  grâce  à  des  actions 
chimiques  appropriées,  mais  temporaires,  dans  la  masse  fondue 
sous-jacente  qui  supporte  la  croûte,  l'épaisseur  donnée  E  de  celle-ci 
se    maintienne    constante   jusqu'à    un   certain  moment,    où   nous 

admettrons  que  le  quotient  jusqu'alors  décroissant  — ^-—=oi  ait 

■?.a\/t 

une  valeur  oj„  (  i  -f-  s)  voisine  de  w^i  c'est-à-dire  excédant  celle-ci 
dans  un  très  petit  rapport  z  (positif  ou  négatif).  Continuons  à 
poser,  après  ce  moment  où  est  épuisée  l'action  chimique, 

F  — 

-  =  Wo(n-£),     ou     E  =  aatoo  v/' (  I -+- ')i 


2  a  <J  t 

en  faisant  désormais  e  fonction  de  t.  Nous  aurons,  pour  déter- 
miner la  suite  de  ses  valeurs,  l'égalité  continue  de  la  chaleur 
latente  sans  cesse  émise. 


L -7-      ou     L 

dt 

/-  dt        a  01 0 

■UlMoVt           -+-                (l  -H£) 

L                  «'          v^ 

au  flux  de  chaleur  ascendant 

comme  on   sait,   la   forme  finie-^e     ^"-'.  H  vient  donc  bien 

^^^  ayj-t 

conformiiiiiciit  à  ce  que  donne,  dans  i'hypotlièsc  de  V.  in(ini,  la  formule  (  .•')  his] 
i:i-dessus  (  p.  ■.<<}-  ). 
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D"où  il  résulte,  en  divisant  par  2LrtWoy/^,  et  vu  que  w,,  est  la 
racine  de  (26),  l'équation  diflerentielle 


Son  intégrale  est 


zt         -  =  const. 


L'écart  relatif  s  existant  entre  oj  et  Wq  tend  donc  rapidement 

vers  zéro,  comme  l'inverse  de  la  puissance  mi-\ —  du  temps  t]  et 

notre  solution  w  :=  Wq  du  problème  de  la  variation  de  E  ne 
constitue  elle  aussi,  comme  toutes  nos  intégrales  (8),  etc.,  qu'une 
solution  asvmptotique. 

Quand  Técart  relatif  t  de  to  d'avec  coq  est  initialement  trop 
grand  pour  qu'on  puisse  négliger  ses  puissances  supérieures  à  la 
première,  l'équation  différentielle  en  s,  sans  être  linéaire,  com- 
porle  encore  la  séparation  des  variables,  et  elle  donne  comme 
intégrale 

Les  valeurs  successives  de  z  se  calculent  donc  par  une  quadrature. 

18.  Si  aucune  action  ciiimique  préalable  n'est  enjeu,  la  rapide 
tendance  de  (o  vers  (o^  fonctionnera  dès  le  début  du  refroidis- 
sement ;  et  l'on  devra,  ce  semble,  pouvoir  y  prendre,  avec  une 
certaine  approximation, 

(a)  oj  ;=  ojq  ou  E  =  saoïu  \/ti 

quelque  petit  que  soit  le  temps  t. 

Il  importe  seulement,  dans  ce  cas,  d'observer  que  la  constante  Mq 
entrant  dans  les  formules  (8),  (10),  (11),  (20),  (20  bis)^  etc., 
n'exprime  plus  une  température  initiale  inexistante  ici,  puisque, 
pour  ^  =  o,  la  croûte  est  sans  épaisseur.  C'est  maintenant  la  tem- 
pérature pour  X  =  E  ou  au  bas  de  la  croûte,  température  que  nous 
pouvons  appeler  ?/, ,  qui  est  \ai  température  de  fusion.  On  a  donc, 
d'après  (20), 

—  =1 p  '}(wo)> 

"0  y/Ti 
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d'où  résulte,    pour  éliminer  la  constante   Mo   en    l'exprimant   au 
moyen  de  la  température  n,  de  fusion,  la  formule 


Éliminons  en  même  temps,  par  (a),  a\Ude  l'expression  asjmp- 

totique  — %^  de   la  dérivée  (  -r-  )    relative  à  la  surface  x  =:  o;  et  il 

a^T.t  \dxJo 

viendra,  entre  i/,,  E  et  celte  dérivée,  la  relation  curieuse 


(P) 


E     /  du\    tOp 

2«,  \dx)çi        y/T:_2';.(wu) 


V.  Résolution  des  difficultés  par  V hypothèse  simple  et  natu- 
relle d^une  épaisseur  nulle  de  la  croûte,  au  début  du  refroi- 
dissement. 

19.  Au  moment  de  clore  ce  Mémoire,  il  me  vient  à  l'esprit  que 
l'analyse  ébauchée  dans  le  numéro  précédent  se  présente  comme 
applicable,  avec  ses  formules  (a)  et  (j3),  quelle  que  soit  la  valeur 
effective  de  ojo,  ou  quelque  j;rands  que  soient  les  rapports  phy- 
siques TT— >  TT— •  Donc,  pour  lever  les  difficultés  qu'a   soulevées 

ici  le  problème  du  refroidissement  de  la  croûte  terrestre,  censée 
portée  encore  par  le  bain  métallique  en  fusion  d'où  elle  est  issue, 
il  suffira  d'abandonner  l'hypothèse  d'une  épaisseur  E  Jinie  {ou 
sensible)  dès  le  début,  hypothèse  d'ailleurs  en  contradiction  avec 
la  loi  de  continuité  du  pliénomène.  C'est  la  formule  (a), 
E  =  2rtc0o  y^f,  où  l'on  pourra  prendre  voisine  de  o,()8y/7r  la  cons- 
tante (t)(,  si  le  bain  en  fusion  est  du  fer,  qu'il  conviendra  d'adopter 
pour  régler  les  épaisseurs  E  successives  ;  et  nos  intégrales  asymp- 
totiques  (8),  etc.,  résoudront  la  question  avec  toute  la  simplicité 
et  l'exactitude  désirables  (surtout  en  y  faisant  h  infini  ou  suppo- 
sant refroidie  par  contact  la  face  x  =  o),  du  nxiiiis  dans  la  mesure 
où  le  fragment  considéré  de  la  croule  sera  assimilable  à  un  plateau 
isotrope  homogène. 

A  l'époque  actuelle  où  (-7-)    =— '  li»  fuiinule    (,j),    si    Ion   y 
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pose  ojo^  0,68  y7c=  i,2o52^  et  11  i  =  i495",  donnera,  en  v  calcu- 
lant 'h  (1,20027)  ^0,078263  par  la  Table  de  Krampf, 

E  =  (6of<i)        '^"^^:        =  (6o«i)(o, 74588)  =  66905"". 

Ce  résultat  ne  changera  rien  d'essentiel  aux  conclusions  géné- 
rales du  Mémoire,  quoique  la  formule  (a)  rende  la  dérivée  -r-,  au 

fond  de  la  croûte,  sensiblement  plus  grande  que  nous  ne  l'avions 
supposée  et,  par  suite,  l'épaisseur  E  actuelle  notablement  moindre, 
dans  le  rapport  de  100  à  67  environ. 

Depuis  la  précipitation  des  eaux  sur  la  croûte  terrestre  et  leurs 
déplacements  successils  à  sa  surface,  jusqu'à  l'époque  présente, 
les  changements  de  E  et  de  Uem  ont  dû  être,  ce  semble,  assez  lents, 
pour  permettre  d'attribuer  sans  cesse  la  formeapproximative  (4),  du 
moins  (piant  à  l'ordre  de  grandeur  et  dans  les  régions  qui  nous  sont 
accessibles,  à  la  partie  u„i^  climatérique  en  quelque  sorte,  des  tem- 
pératures intérieures  c,  nonobstant  les  notables  variations  sécu- 
laires des  limites  de  la  partie  émergée  du  sol,  ainsi  que  de  l'épais- 
seur E  de  la  croûte.  Grâce  à  cela,  les  intéressantes  conclusions  du 
n°  10  (p.  2o3)  subsisteront  sensiblement,  malgré  la  substitution,  au 
dénominateur  looooo,  du  dénominateur  moindre  67000  environ. 

Ne  manquons  pas  d'observer  que  l'appauvrissement  actuel  du 
rôle  de  Mq,  restée  une  simple  constante  auxiliaire  après  avoir 
représenté  à  la  fois  la  température  initiale  et  celle  de  fusion^  con- 
duit à  éliminer  Uq  de  l'équation  caractéristique  (26),  pour  lui 
substituer  la  constante  w,  à  laquelle  est  maintenant  dévolu  ce  der- 
nier rôle.  L'équation  (26)  devient  alors 


(Y) 


v/^ 


1 p'l'(w) 


L 


avec  premier  membre  croissant  encore  de  zéro  à  l'infini  quand 
0)  décroît  de  l'infini  à  zéro. 

Si  l'on  y  fait  o)  =  0,68  \Jr.  =  1 ,20627,  il  vient  ainsi -::r—=  o,  12012. 

Or  les  expériences  les  plus  récentes  indiquent,  pour  le  rapport 
de  la  chaleur  latente  L  de  fusion  du  fer  à  la  chaleur  totale  (sensi- 
blement Cw))  qu'absorbe   ce  métal  depuis  la  tempcralure  de  la 
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glace  fondante  jusqu'au  moment  où  il  va  fondre,  la  valeur  0,120, 
dont  l'excédent  sur  la  fraction  précédente  (0,120  environ)  atteint 
à  peine  4  pour  100. 

20.  La  formule  (a)  des  épaisseurs  E  étant  censée  donnée,  les 
deux  premières  relations  (5),  complétées  par  la  condition  ?f  =  f/, 
relative  à  la  limite  ^  :=  E,  déterminent  entièrement  le  problème, 
qui  ne  comporte  ainsi  que  la  solution  obtenue  (8).  On  le  démontre 
sans  difficulté,  malgré  la  variabilité  de  E,  par  la  méthode  ordi- 
nairement suivie  pour  prouver  l'unicité  de  la  solution  des  pro- 
blèmes usuels  de  refroidissement.  Et  l'on  pourrait  en  dire  autant 
pour  toute  autre  loi  bien  définie  de  la  forme  E  =y(^),  donnant 
aussi  y"(o)  =  o,  et  pour  des  valeurs  de  Wj  variables  en  fonction 
connue  de  t. 

Soit,  en  effet,  u  une  solution  du  problème  ainsi  posé.  S'il  en 
existait  une  seconde,  u  -+-  u\  les  équations  en  u'  seraient  évi- 
demment 

/  ,  .  r^  X    '    du'       d-  u' 

^  '  a2    dt  dV- 

(pour  a:  =  o)  —j—  =  hu\         (pour  x  =  E)  u'  =  o. 

Ov  la  première,  multipliée  par  ii'dx,  puis  intégrée  de  zéro  à  E, 
donne,  vu  les  deux  autres, 

-7-    / dx  ^  —  h(ii-)a —    /      1  — r-  )   dx, 

relation  à  second  membre  essentiellement  négatif,  quand  il  nesl 
pas  nul.  Donc  l'intégrale  définie,  essentiellement  positi\'e  ou 
nulle,  figurant  au  premier  membre,  ne  peut  pas  croître  avec  t  et, 
s'annulant,  comme  son  champ  E,  au  début  t  =  o,  elle  ne  peut 
que  rester  nulle.  On  a  ainsi,  sans  cesse  et  partout,  ^/'=:o;  ce  (jui 
démontre  bien  l'unicité  de  la  solution  u. 

21.  Mais  la  formule  (a),  elle-même,  constitue-t-elle  la  seule 
manière  possible  d'exprimer  légalité  continue  du  llux  calori- 
fique ascendant  qui  traverse  la  base  de  la  croule,  à  la  chaleur 
latente  dégagée  sans  cesse  par  la  nouvelle  couclu;  en  Iraiii  de  se 
solidifier  et  toujours  à  la  même  température?  Il  serait  peut-être 
difficile  de  le  démontrer. 
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A  la  vérité,  toute  fonction  continue  es  de  x  et  de  t  qui  satisfera 
aux  deux,  premières  relations  (5)  en  a  et  existera,  à  partir  de^=:o 
et  ^  :=  o,  dans  un  champ  assez  grand  de  valeurs  positives  de  ces 
variables,  pourra  généralement,  si  l'on  utilise  ses  diverses  valeurs 
pour  X  compris  entre  zéro  et  une  limite  E  fonction  de  f,  consti- 
tuer une  intégrale  u  applicable  à  une  croûte  dont  l'épaisseur  E, 
variable,  serait  à  tout  instant  cette  limite  même  et  se  détermine- 
rait pi'écisément  par  notre  condition 

,  dE       ,.  du       ,,    ,  do(E,  t) 

L  — T-  =  k  — -  =  L  a-      '    ,,, — - ' 

dt  dx  dh, 

Car  celle-ci,   devenue  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 

dE        Ca'-  d'^(E,  t) 
(^)  777  =  nr      '  dE      ' 

admet,  en  général,  une  intégrale  déterminée,  à  partir  de  la  valeur 
initiale  zéro  de  E,  censée  correspondre  à  t  =  o. 

Mais  la  température  '-^(E,  t)  n'y  recevra  que  très  exceptionnel- 
lement les  valeurs  assignées  u,.  Si,  par  exemple,  u  ou  o  doit  y 
rester,  comme  ici,  la  température  constante  de  fusion,  la  différen- 
tielle totale  de  o(E,  t)  sera  nulle;  et  l'on  aura 

d'^iE,  t)  dE       d^(E,  t)  _ 
""^dË        Tt  "^  dt        ~  "' 

ou,   vu  (0)  et   en  remplaçant   ■—   par  Ja  valeur  a-  -y— j    tirée    de 

l'équation  indéfinie, 

,    .  ,  C  do^         d^o 

(^>  (pour^  =  E)    L^  +  ^=o. 

La  fonction  o  devra,  par  conséquent,  vérifier  à  toute  ('poque 
cette  condition  (s),  que  l'on  reconnaît  aisément  être  bien  satisfaite, 
à  raison  de  l'équation  (26)  en  w  (p.  21 1),  par  la  formule  (25  bis) 
donnant  ici  u  ou  cp  (p.  20-). 

22.  Il  y  a  un  cas  extrême  où  notre  point  de  vue  actuel,  dans 
lequel  E  débute  par  la  valeur  zéro  et  croit,  dès  l'abord,  comme  la 
racine  carrée  du  lem|)s  f,  se  confond  avec  le  point  de  vue  précé- 
dent, plus  proche  de  celui  de  Fourier,  où  l'on  se  représentait  un 
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refroidissement  avant  progressé  très  vite  en  profondeur  ou  ayant 
constitué,  presque  instantanément,  la  croûte  sous  son  épaisseur 
actuelle,  de  manière  à  v  rendre  possible,  dès  une  époque  infini- 
ment voisine  de  t^o.  l'application  de  la  théorie  ordinaire  du 
refroidissement  des  solides.  Ce  cas  de  transition  est  celui  dune 
croûte  à  chaleur  latente  L  infiniment  petite,  ou  pour  laquelle  l'équa- 
tion en  (Oo  donnerait  ^(wq)  =  o,  tOo=oc.  Car,  alors,  dès  que  t 
n'est  plus  nul,  la  formule  (a)  rend  l'épaisseur  E  infinie;  d'autre 
part,  les  deux  constantes  Uq,  u,  v  sont  égales  et  nos  intégrales 
asymptotiques,  (8),  (i  i),  etc.,  surtout  (20  bis),  deviennent  rigou- 
reuses. 

Comme  on  passe  du  premier  point  de  vue  au  second  en  astrei- 
gnant la  base  seule  a?  =  E  de  la  croûte,  d'ailleurs  devenue  mobile, 
à  avoir  sans  cesse  la  température  W|  de  fusion,  tandis  que  le 
premier  point  de  vue  exigeait  cette  température,  que  nous  y 
appelions  u^,  à  la  fois  comme  température  initiale  sur  toute  la 
profondeur  et  permanente  au  fond  .r  =  E,  on  conçoit  que  le 
second  point  de  vue,  seul,  moins  chargé  de  conditions  que  le 
premier,  ait  pu  être  réalisé  exactement,  grâce  au  mode  (a)  de 
variation  de  E,  par  la  même  intégrale  asymptotique,  la  même  fonc- 
tion de  X  et  de  t,  qui  convient  au  cas  limite,  mais  employée  dans 
un  domaine  ou  champ  E  de  variation  croissant  avec  t.  Et  l'on  conçoit 
aussi  que  le  premier  point  de  vue  ait  pu  être  réalisé  approxima- 
tivement par  la  même  intégrale  asymptotique,  à  partir  dune 
épaisseur  initiale  sensible  E^,  laissée  constante  jusqu'à  la  phase  ^q 
du  refroidissement,  mais  à  la  condition  expresse  d'une  chaleur 
latente  L  de  fusion  assez  faible,  ou  d'une  racine  Wq  assez  grande, 
pour  que  le  rapport  des  deux  constantes  f/„,  u^  reste  très  voisin  de 
l'unité.  Car  c'est  justement  l  écart  relatif  de  ces  deux  comlanles, 
dont  le  rôle  s'échange,  qui  exprime  la  dift'érence  des  deux  points 
de  vue  :  aussi  leur  conciliation  «/9/>/oc/iee  exige-l-elle  que  cet  écart 
soit  insensible,  ou  que  •]/  (coo)  reste  une  fraction  négligeable  de'}(o). 
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BRUNSCHVICG  (Lkon).  —  Les  étapes  de  la  Philosophie  mathématique. 
{Bibliothèque  de  philosophie  contemporaine.)  i  voL  in-8,  xi-^gi  pages. 
Paris.  Félix  AIran,  igi2. 

l .  L'imporlant  Ouvrage  de  M.  Brinischvicg  est  paru  depuis  près 
de  trois  années.  Non  seulement  il  a  été  lu  avec  le  plus  grand 
intérêt  par  les  mathématiciens  et  les  philosophes  et  par  tous  ceux 
qui  tiennent  à  ne  pas  rester  tout  à  fait  étrangers  à  l'évolution  de 
la  pensée  humaine,  mais  il  a  déjà  provocpié  des  réflexions  nom- 
breuses, des  discussions  (comme  celle  de  ADI.  Borel  et  Hadamard 
sur  l'infini)  qui,  en  amenant  quelques-uns  des  créateurs  de  la 
science  moderne  à  exposer  leurs  idées  sur  certains  points  insuffi- 
samment précisés  des  principes  de  cette  science  et  à  en  appro- 
fondir le  sens  et  la  portée,  quelquefois  même  à  faire  évoluer  leurs 
propres  pensées,  contribuent  puissamment  au  progrès  incessant 
de  la  Philosophie  et  donnent  aux  diverses  disciplines  scienti- 
fiques la  meilleure  orientation  possible.  Le  temps  n'est  plus  où 
philosophes  et  savants  formaient  deux  groupes  distincts.  Des 
philosophes  consciencieux  n'ont  pas  hésité  à  s'assimiler  les  mé- 
thodes de  la  ï>cience  (si  grand  que  soit  l'efl'ort  nécessaire  pour 
atteindre  ce  but),  et  d'autre  |)arl  les  mathématiciens  ayant  voulu 
asseoir  leur  science  sur  des  principes  solides  et  s'élant,  depuis  un 
demi-siècle  surtout,  demandé  quelle  était  la  portée  exacte  de  leurs 
spéculations,  se  sont  tout  naturellement  trouvés  entraînés  vers  la 
Philosophie.  De  plus,  I  orientation  donnée  aux  Mathématiques 
modernes  par  liniroduction  du  concept  de  classe  et  de  la  théorie 
des  ensemljles,  qui  font  reposer  la  théorie  des  fonctions  sur  une 
notion  qui  n'est  plus  celle  du  nombre  entier  et  cpii  ont  donné  à  la 
science  mathématique  tout  entière  une  nouxclle  iorme,  ont  telle- 
ment rapproché  cette  science  de  la  logique  que  tout  une  école 
prétend  la  réduire  à  la  seule  logique  et  la  constituer  de  toutes 
pièces  sans  faire  appel  à  aucun  autre  principe.  On  est  même  allé 
si  loin  que  certains  mathématiciens  et  non  des  moindres  (H.  Poin- 

Bull.  des  Sciences  matkéni.,  2'  série,  t.  WXIX.  (Octobre  191Ô.)  i!S 
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caré,  par  exemple)  ont  crié  «  hul;i  1  »  Certes,  bien  des  idées  se 
sont  trouvé  précisées,  mais  n"est-on  pas  allé  trop  loin,  ne  s'est-on 
pas  aventuré  sur  un  terrain  bien  |)eu  stable,  sur  quelques  sables 
mouvants  menaçant  de  tout  engloutir,  et  là  où  le  sol  est  solide,  la 
Logistique  a-t-elle  joué  véritablement  un  rôle?  Poincaré  écrivait 
en  1909  :  «  En  ce  qui  concerne  la  fécondité,  il  semble  que  M.  Cou- 
turatse  fasse  de  naïves  illusions.  »  La  Logistique,  d'après  lui,  prête 
à  l'invention  «  des  écliasses  et  des  ailes  »  et,  à  la  page  suivante  : 
«  Il  y  a  dix  ans  que  M.  Peano  a  publié  la  première  édition  de  son 
Formulaire.  » 

«  Comment,  vodà  dix  ans  que  vous  avez  des  ailes  et  vous  n'avez 
pas  encore  volé  !   » 

«  .1  ai,  écrit  Henri  Poincaré,  la  plus  grande  estime  |)onr  M.  Peano. 
qui  a  fait  de  très  jolies  cboses  (par  exemple,  sa  courbe  qui  remplit 
tout  une  aire),  mais  enfin,  il  n'est  allé  ni  plus  loin,  ni  plus  haut, 
m  plus  vite  que  la  plupart  des  mathématiciens  aptères  et  il  aurait 
pu  faire  tout  aussi  bien  avec  ses  jambes,  je  ne  vois  au  contraire 
dans  la  Logistique  que  des  entraves  pour  l'inventeur  ;  elle  ne 
nous  tait  pas  gagner  en  concision,  loin  de  là,  et  s  il  faut  2-  équa- 
tions pour  établirque  1  est  un  nombre,  combien  en  fautlra-l-il  pour 
démontrer  un  vrai  théorème  (').  » 

En  avons-nous  assez  dit  pour  bien  montrer  que  la  Mathéma- 
tique se  trouve  à  un  tournant  de  son  histoire,  à  un  instant  où  la 
direction  (iiTelle  va  prendre  n'est  pas  bien  fixée,  la  Logistique,  à 
elle  seule  ne  pou\ant  «  justifier  la  Mathématique  en  tant  que 
maîtresse  de  vérité?  »  Ce  n'est  pas  la  première  fois  que  le  cours 
de  la  Science  se  trouve  engagé  dans  un  tel  tourbillon  de  courants 
contraires.  En  remontant  le  cours  de  1  histoire  de  la  Philosophie 
mathématique,  on  peut  avoir  l'espoir  de  donner  à  la  critique  phi- 
losophique de  nouvelles  bases. 

V  (|iioi  bon  se  jeter  dans  le  tourbillon  et  finir  |)ar  élaborer  un 
nouveau  système  participant  plus  ou  moins  de  ceux  déjà  élabli^  .' 
Mieux  vaut,  pense  M.  I3runschvicg,  rester  sur  la  berge,  examinei 
les  conditions  dans  les(|uelles  s'est  formé  ce  tourbillon  et  pour 
cela  remontei"  le  comiini  de  la  sciem  e  niathéniatique  juscpi'à  sa 
source. 

(')  Science  et  méthode,  p.  nyi. 
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L'idée  est  des  plus  belles,  mais  pour  la  réaliser,  pour  mener  à 
bien  une  lelle  œuvre,  il  faut  connaître  les  |)rincipales  théories 
mathématiques,  en  avoir  approfondi  les  principes,  ce  qui  repré- 
sente, dans  l'état  actuel  de  la  Science,  un  travail  considérable,  de 
plus,  il  faut  se  livrer  à  de  sérieuses  recherches  historiques.  Ces 
dernières,  il  est  vrai,  comme  le  fait  remarquer  l'Auleur,  sont  sin- 
gulièrement facilitées  par  les  travaux  de  jM.  Morilz  Cantor  et  de 
M.  Zeuthen  où  l'histoire  «  s'offre  déjà  élahorée  à  la  réflexion  du 
philosophe  »  et  par  d'autres  publications  presque  toutes  récentes. 
Malgré  cela,  la  tâche  que  s'est  proposée  l'Auteur  est  considérable. 
<^ue  ceux  qui  critiqueraient  trop  aisément  certains  points  de  cet 
Ouvrage  veuillent  bien  y  songer!  Elle  était  de  nature  à  faire 
reculer  plus  dun  savant.  On  sait  aujourd'hui  quelle  sjmjiathie 
cet  Ouvrage  a  trouvée  auprès  du  monde  qui  pense.  L'Auteur  a  su 
associer  le  génie  du  philosophe  au  génie  du  savant;  son  O'uvre 
restera  une  des  plus  belles  applications  de  la  métbode  historique. 
Si  1  on  songe  à  l'influence  considérable  qu'a  eue  de  tout  temps  la 
Mathématique  sur  la  Philosophie  tout  entière,  on  comprendra 
la  portée  considérable  de  cette  étude  qui,  au  delà  de  révolution 
de  la  Philosophie  mathématique  elle-même,  atteint  le  mouvement 
de  la  pensée  humaine. 

12.  L'Ouvrage  n  est  pas  de  ceux  (ju'on  analyse  et  critique  en 
quelques  pages.  Tout  au  plus  pourrions-nous  nous  proposer  de 
montrer  tout  rinléiêt  qu'en  présente  la  lecture.  Mais  sa  renommée 
a  depuis  longtemps  gagné  tous  les  milieux  scientifK|ues ;  il  a  déjà 
provoqué  d'assez  nombreuses  jjublicalions;  le  temps  en  a  déjà 
consacré  la  grande  valeur.  Aussi,  nous  bornerons-nous  à  en 
donner  très  rapideuient  un  résumé  en  insistant  sur  les  points 
les  plus  intéressants,  soit  par  leur  portée,  soit  par  l'originalité 
qu'ils  révèlent.  Il  est  bien  évident  que  les  notions  les  plus  élémen- 
taires comme  celle  du  nombre,  les  concepts  les  plus  généraux 
comme  celui  de  l  infini  seront  matière  à  d'interminables  discus- 
sions et  que  jamais  rien  de  définitif  ne  sei'a  écrit  à  leur  sujet. 
A  l'heure  où  le  concept  infini  paraissait  être  à  peu  |)rès  précisé, 
celui  de  transjini  vient  s'introduire  sans  que  les  idées  que  s'en 
font  les  divers  mathématiciens  soient  toutes  identiques,  de  telle 
façon  qu'on  en  vienne  à  se  demander  quel  est  son  sens  exact  et 
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que  des  savants  parfaitement  documenlés  comme  M.  Borel,  à  la 
fois  philosophe  subtil  et  mathématicien  éminent,  en  viennent  à 
demander  si  le  mot  transjiniment  a  un  sens  aussi  précis  que  le 
mot  infiniment.  II  serait  puéril  de  croire  qu'on  peut  résoudre 
d'une  manière  définitive  les  questions  relatives  aux  fondements  de 
la  Science  et  à  la  certitude  de  ses  conclusions.  Tout  au  plus  est-il 
possible  de  découvrir  quelques  éléments  de  ces  solutions  et  surtout, 
c'est  là  le  point  capital,  de  relier  les  unes  atix  autres  les  diverses 
disciplines  afin  de  faire  profiter  chacune  d'elles  des  conquêtes 
faites  par  l'intelligence  dans  le  domaine  des  autres  et  de  réaliser 
1  unité  de  la  pensée  huiTiaine. 

3.  M,  Brunschvicg  s'est  d'abord  heurté  à  la  première  des  diffi- 
cultés qu'on  rencontre  dans  l'application  de  la  méthode  histo- 
rique. Pour  remonter  jusqu'aux  sources  où  s'est  alimentée  la 
Science  à  sa  naissance,  il  faut  remonter  à  la  préhistoire.  L'histoire 
ne  commence  guère  (')  qu'à  Pjthagore,  plus  précisément  au 
pvthagorisme,  car  si  l'on  connaît  assez  bien  l'ensemble  de  la  doc- 
trine pythagoricienne  telle  que  l'ont  créée  le  maître  et  ses  dis- 
ciples, il  est  assez  mal  aisé  de  savoir  ce  qui  est  dû  à  chacun  de  ces 
premiers  savants  grecs.  Les  Mathématiques  étaient  déjà  relative- 
ment très  dévelop|)ées.  Il  faudrait  savoir  ce  que  la  Grèce  a  em- 
prunté à  l'Egypte  et  aux  Asiatiques,  aux  Chaldéens  surtout  qui, 
bien  des  siècles  avant  que  la  civilisation  grecque  ne  fut  née,  étaient 
déjà  des  savants,  des  astronomes  remarrpiables  comme  ce  Kidinnu 
(|ui  avait  déterminé  le  mois  lunaire  et  construit  des  é|diémérides 
de  la  Lune  avec  une  précision  cpii  est  des  plus  surprenantes  pour 
l'époque.  La  longueur  du  mois  synodique  lunaiie  trouvée  par  cet 
ancêtre  des  astronomes  avec  les  instruments  les  plus  rudimen- 
taires  est  agi  i2''4'î"'3%3  ne  difteranl  (pie  de  -^  de  seconde  de  la 
valeur  29'  1  2''44"''-i%5)  adoptée  actuellement  dans  les  calculs  astro- 
nomirpies.  Les  calculs  de  Kidinnu  exigeaient  une  connaissance 
déjà  ap|)rofondie  de  1"  Vrithmétique.  Les  Chaldéens  ignoraient 
tout   <le   la   Géométrie;    ils   ne  senddenl    pas   l'aNoir  soupçonnée. 

(  '  )  Il  b'aj;it  ici  lie  l'épc^que  à  piirlir  de  la(|iiellc  on  pourra  suivre  dune  façon 
continue  iévolulion  des  Maliiématiqucs  et  de  la  Philosophie.  Les  Chaldéens  nous 
ont  iraiisniis  ainsi  que  h'S  Kitypliens  iiucli|U(.'s  dncuincnls  irè-.  anciens,  mais 
tout  à  fait  isolés. 
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Après  les  expéditions  d'Alexandre,  celle  science  cliaidéenne  loule 
faite  d'observations  et  de  résultats  pratiques  put  fusionner  avec  la 
science  entièrement  diUeiente  et  toute  spéculathe  de  l'Hellade.  — 
Mais  comment  celle  fusion  s'esl-elle  produite?  —  iNous  ne  le  sau- 
rons jamais  et  l'on  voit  combien  il  est  regrettable  que  nous  ne 
sachions  rien  de  plus  sur  les  connaissances  des  Babyloniens,  des 
Egyptiens  et  sur  leur  intluence  sur  la  science  grecque. 

En  résumé,  l'histoire  ne  s'ouvre  que  très  loin  de  la  source  ou 
des  sources  de  la  science  mathématique.  Le  fleuve  dont  1" Auteur 
aurait  voulu  remonter  le  cours  n'est  pas  à  sa  naissance;  ce  n'est 
même  plus  un  ruisseau;  c'est  déjà  une  rivière  qui  a  reçu  des 
affluents  d'un  débit  considérable.  —  Comment  donc  découvrir 
dans  quelles  conditions  est  née  la  notion  qui  semble  primordiale, 
celle  du  nomi)re?  —  M.  Brunschvicg  est  bien  obligé  d'employer  le 
procédé  habituel  qui  consiste  à  remplacer  les  données  de  la  pré- 
histoire par  celle  de  l'ethnographie.  Il  suivra  le  développement  de 
la  pensée  mathématique  chez  des  peuples  plus  ou  moins  primitifs. 
C'est  la  seule  manière  de  remédier  à  I  impossibilité  dans  laquelle 
nous  nous  trouvons  de  ne  pouvoir  suivre  la  culture  hellénique  dès 
ses  débuts,  et  de  savoir  ce  que  la  philoso|)hie  pythagoricienne  a 
ajouté  aux  doctrines,  aux  connaissances  de  toutes  sortes  venues  de 
l'Asie  ou  d'ailleurs.  Ne  pouvant  suivre  la  constitution  de  l'Arith- 
métique chez  les  Grecs,  dans  l'ère  primitive  de  nos  civilisations, 
on  observe  directement  cette  constitution  dans  les  sociétés  infé- 
rieures. Il  y  a  là,  dans  cette  substitution  des  observations  ethno- 
graphiques à  l'inconnu  de  la  préhistoire,  une  h\pothèse  invéri- 
fiable et  qui  ("ait  qu'au  fond  on  doit  avouer  qu'on  ne  sait  rien 
(absolument  rien),  de  la  façon  dont  est  née  lArithmétique  et  le 
mystère  le  plus  impénétrable  plane  toujours  sur  la  genèse  de  la 
notion  du  nombre. 

i.  Celte  réserve  faite,  rinxesligation  ethnographique  fournil 
toutefois  des  observations  intéressantes  pour  le  philosophe.  Sur 
l'usage  du  calcul,  plusieurs  travaux  étaient  déjà  parus  cpiand  récem- 
ment l'Ouvragede  M.  Lévv-Bruhl  snv Les  Fonctions  mentales  dans 
les  Sociétés  inférieures  (1910)  lui  a  consacré  un  long  Chapitre  très 
documenté  et  rempli  de  précieuses  observations.  M.  Brunschvicg 
a  trouvé  là  la  description  des  principaux  procédés  de  calcul  des 
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peuplades  priniilives.  On  y  voit  que,  pour  compter,  le  priaiitif 
utilise  ce  qui  fait  image  :  ses  membres,  ses  doigts.  Tout  cela  est 
certes  intéressant,  mais  combien  grande  est  la  lacune  qui  existe 
entre  l'état  du  calcul  chez  ces  sauvages  et  celui  de  l'Arithmétique 
au  début  de  l'histoire  !  «  Si  haut  que  nous  permettent  de  remonter 
les  documents  d'origine  babylonienne  ou  égyptienne,  qui  ont  été 
découverts  de  nos  jours,  ils  nous  placent  dans  un  milieu  de  pleine 
culture,  dans  une  ère  de  véritable  science  ».  C  est  là,  voyons-nous, 
le  défaut  capital  que  présente  dans  cette  étude  de  la  Philosophie 
mathématique  l'enqDloi  de  la  méthode  historique.  C'est  une  his- 
toire réduite  à  la  période  contemporaine...  quelque  chose  de 
comparable  à  une  histoire  de  l'Europe  qui  ne  commencerait 
cju'après  le  Moyen-Age.  Le  papyrus  Rhind  nous  montre  que  les 
Egyptiens  traitaient  des  problèmes  ardus  sur  les  fractions.  En 
somme  l'histoire  ne  permet  de  traiter  comme  premier  problème 
que  l'intluence  de  l'Arithmétique,  d'une  science  des  nombres  déjà 
tiès  avancée  sur  l'explication  de  l'Univers  dans  la  philosophie 
pythagoricienne.  Après  cela,  nous  verrons  évoluer  la  science 
mathématique  et  naître  ses  diverses  disciplines.  Le  seul  fait  (jue 
les  nombres  occupaient,  dans  la  première  philosophie  histori- 
quement connue,  une  importance  capitale;  qu'ils  condensaient 
dans  leurs  symboles  tous  les  secrets  de  l'Univers,  montre  combien 
nous  restons  loin  des  sources  de  la  science  mathématique.  C'est  là 
un  défaut  de  la  méthode  et  il  restreint  considérablement  Timpor- 
lance  de  l'Ouvrage  que  nous  analysons.  Ce  dernier  n'en  reste  pas 
moins  des  plus  intéressants,  mais  redisons-le  :  c'est  (juelque  chose 
comme  une  philosophie  de  l'histoire  qui  ne  pourrait  traiter  que 
des  Temps  Modernes,  les  époques  antérieures  lui  <'tani  loialemcMii 
inconnues. 

Lorsqu'on  veut  retrouver  la  genèse  d'une  notion  primordiale, 
on  étudie  quelquefois  le  développement  de  celte  notion,  sa  nais- 
sance et  le  début  de  son  évolution  chez  l'enfant.  C'est  une  mé- 
thode courante  en  l^sychologie.  Malheureusement,  elle  no  saurait 
s'applif|uer  à  la  notion  de  nombre,  car,  dans  les  nations  civilisées, 
(m  apprend  aux  enfants  les  noms  de  nombres  avant  de  leur  faire 
distinguer  les  valeurs  numéri([ues  —  «  la  numéiation  précède  le 
calcul  ».  El  JNL  Ihunsclivicg  le  signale  (p.  -),  avant  vraisembla- 
blement clierclH'  à  combler,  par  la  méthode  (jue   nous  indi(|uons> 
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la  lacune  que  laisse  llilstoire  à  son  début.  —  Il  faut  donc  se 
résigner  à  partir  dune  science  déjà  toute  faite,  déjà  à  l'âge  adulte 
et  à  suivre  son  déveloj)penienl  sans  rieti  savoir  de  sa  naissance  et 
de  sa  jeunesse. 

o.  Une  conslellalion  a  deux  caractéiisliques  :  sa  forme  géomé- 
trique et  le  nombre  de  ses  étoiles  (visibles  à  l'o'il  nu).  De  même, 
toutes  les  choses  connues  ont,  comme  les  constellations,  an 
nombre  qui  leur  est  propre  —  «  toutes  les  choses  connues  ont  un 
nomi)re.  puisque  le  nombie  est  la  condition  même  de  leur  con- 
naissance ».  Telle  est  la  base  de  la  philosophie  pythagoricienne  — 
ce  sera  aussi,  à  peu  de  chose  près,  la  base  de  la  philosophie  plato- 
nicienne, les  premiers  systèmes  philosophiques  :  pythagorisme 
et  platonisme,  étant  du  tA'|)e  mathématique.  L  aiilhmétique  pytha- 
goricienne est  donc  avant  tout  une  théorie  des  nombres.  On  déter- 
mine les  propriétés  particulières  de  chacun  de  ces  nombres  qui 
sont  des  réalités  naturelles,  on  en  étudie  les  rapports  et  de  là 
jaillit  la  merveilleuse  harmonie  de  lUnivers.  [.es  moyens  arith- 
métique^ géométrique^  harmonique  onl  une  importance  capitale. 
f>a  merveilleuse  correspondance  entre  les  nombres  et  les  sons 
(accord  parfait  et  rapport  liarninnique  i  ré\èle  laccord  de  l'har- 
monie arithmétique  et  de  Iharmonie  musicale.  Le  cube,  solide 
parfaitement  harmonieux  ayant  \i  arêtes.  8  sommets,  6  faces;  ces 
harmonies  sont  aussi  en  accoi'd  avec  Ihaimonie  géométrique 
(6.  8  et  12  étant  en  rapport  harmonique  et  respectivement  propor- 
tionnels aux  longueurs  des  cordes  rendant  une  note,  la  quarte  et 
roctave).  La  généralisation  de  tels  rapports  condmsit  les  Pythago- 
riciens à  Iharmonie  des  sphères  célestes,  et  à  l'harmonie  univer- 
selle basée  sur  la  théorie  des  nombres.  Platon  \a  encore  plus 
loin  dans  cette  voie,  et  l'Arithmétique  et  la  (léométrie  lui  four- 
nissant un  modèle  de  démonstration  et  un  procédé  fécond  de 
fiécouverte,  sa  philosophie  est  mathématique  en  un  double  sens 
du  mot  :  il  tire  la  Philosophie  de  la  ^Jathématique ,  dit 
M.  Brunschvicg,  et  il  fonde  la  Mathématique  sur  une  Philoso- 
|)hie. 

Avec  Aristote  naît  la  logique  formelle  et  le  rôle  de  la  Mathé- 
matique dans  la  Philosophie  se  trouve  réduit:  les  nombres  sont 
ramenés  à  leur  usage  j)roprem('nt  arlllimélique,  ils  n'auront  plus 
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jamais    liinportance    capitale   que  leur  altriDuaient   les   premiers 
sjslènies  grecs. 

Un  Chapitre  est  consacré  aux  Eléments  cVEiiclide  qui 
montrent  bien  l'universalité  d'application  de  la  méthode  aristo- 
télicienne. M.  Brunschvicg  s'efforce  de  dégager  la  |)arlie  philoso- 
phique de  ces  Eléments  qui  devaient  rester  pendant  des  siècles 
nombreux  le  monument  le  plus  important  des  sciences  exactes, 
jusqu'à  Fermât  et  Descaries,  jusqu'à  la  merveilleuse  et  féconde 
invention  de  la  Géométrie  analytique,  pont  audacieusement  jeté 
entre  la  science  des  nombres  et  la  Géométrie.  «  Si  l'on  fait  cette 
hj-pothèse  que  Descartes  n'a  pas  écrit  la  Géométrie^  on  peut 
conjecturer  que  selon  toute  vraisemblance  l'évolution  de  la  Mathé- 
matique n'aurait  pas  été  profondément  modifiée  ;  mais  il  est  difficile 
de  croire  que  le  développement  de  la  Philosophie  du  xvu*^  siècle 
n'en  eût  pas  été  alfeclé,  qu'en  parliculier  les  doctrines  de  Male- 
branche  et  de  Spinoza  eussent  [)résenté  la  rigueur  systématique 
que  nous  y  retrouverons.  C'est  que  la  Géométrie  est  l'œuvre  d'un 
méthodique  qui  procède  dune  conception  universelle  île  la 
Science  et  qui  lègue  à  ses  successeurs  une  notion  originale  de  la 
vérité  scientifique  »  écrit  ^J.  Brunschvicg.  11  suffit  en  efîet  d'ouvrir 
V Ethique  de  Spinoza,  de  jeter  les  yeux  sur  cette  longue  suite 
de  théorèmes,  démonstrations,  corollaires,  scholies,  lemnies,  etc., 
pour  j  retrouver  l'aspect  d'un  Livre  de  Géométrie  élémentaire. 
Donc  qu'on  f)rouve  que  Fermât,  l'auteur  de  V Isagoge  ad  locos. 
pianos  et  solidos,  est  le  véritable  inventeur  des  coordonnées  et  de 
la  Géométrie  analvtique,  la  gloire  de  Descaries  n'en  sera  que  fori 
peu  ternie.  Et  l'Auteur  s'efforce  de  montrer  la  portée  de  la  Géo- 
métrie cartésienne,  l'influence  qu'elle  a  eue  sur  son  système 
philosophique  et  la  place  qu'elle  tient  dans  l'œuvre  de  Descaries 
et  dans  le  cartésianisme,  ainsi  que  dans  les  philosopliies  qui 
devraient,  en  quelque  sorte,  en  être  issues  :  celle  de  Malehranche 
et  celle  de  Spinoza  où  le  carlésianisme  aboutit  à  une  liaison 
étroite  de  la  Mathématicpie  et  de  la  l'Iiéologie. 

0.  A  rAnaIvse  infinitésimale  dont  la  ilécouverlc,  préparée  par 
l'invention  de  la  (jéomélrie  analytique,  par  quelques  quadratures 
faites  par  Aicliimède,  et  plus  récemment  par  Vièle,  Kepler,  Ca\a- 
lieri,  devrait  faire  la  gloire  de  Leibniz  et  de  Newton  ((jui  seml)lenl 
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l'avoir  faite  sé|)aréMient),  M.  Brunschvicg  consacre  tout  un  Livre, 
lout  en  laissant  de  côté  les  discussions  relatives  à  son  inven- 
tion (').  Lue  telle  découverte  devait  révolutionner  non  seuiement 
les  Mathématiques  qui  voyaient  s'ouvrir  un  immense  champ  de 
recherches,  mais  la  Philosophie  tout  entière.  M.  Brunschvicg 
étudie  avec  le  plus  i^rand  soin  la  formation  de  la  |)hilosophie 
leibnizienne.  Celle-ci  présente,  pour  l'objet  qu'il  s'est  proposé, 
un  intérêt  capital.  En  efTet,  après  le  pythagorisme  et  le  platonisme, 
le  leii)nizianisme  est  une  philosophie  à  peu  près  complètement 
mathématique.  Le  parallélisme  de  la  Mathématique  et  de  la  Méta- 
physi(]ue  est  absolu  dans  les  œuvres  de  Leibniz.  Et  cependant 
«  |)as  plus  qu'aux  doctrines  antérieures,  il  n'est  arrivé  à  la  philo- 
sophie juathématique  de  Leibniz  d'imposer  sa  vérité  aux  géné- 
rations qui  suivirent;  bien  plus,  il  semble  qu'elle  n'ait  pas  réussi 
à  se  définir  elle-même  et  à  se  fixer  dans  sa  vérité  intrinsèque  ». 
Rechercher  les  raisons  de  cet  échec,  dans  quelle  mesure  il  est  lié 
aux  bases  scientifiques  de  la  doctrine,  tel  est  le  but  atteint  par 
Tauieur  dans  un  des  plus  beaux  Livres  de  sou  Ouvrage;  nous  ne 
pouvons  malheureusement  en  donner  une  analyse  en  quelques 
lignes. 

7.  La  période  moderne  devait  voir  naître  deux  philosophies  :  le 
kantisme  et  \e positivisme^  d'un  caractère  tout  ditlérent  des  sys- 
tèmes philosophiques  précédents.  La  Mathématique  y  joue  encore 
un  rôle  considérable;  mais,  comme  le  dit  M.  Brunschvicg,  tandis 
que  le  pythagorisme,  le  platonisme,  le  cartésianisme  et,  d'une 
façon  générale,  tous  les  systèmes  philosophiques  anciens  cher- 
chaient le  centre  de  gravité  de  la  Science  dans  les  parties  pro- 
preuieot  abstraites  et  intellectuelles,  Rant  et  Comte  le  trouveront 
dans  les  applications  de  cette  science  à  la  Nature.  Pourquoi? 
C'est,  pense  rVuteiir.  parce  que  le  xviii''  siècle  qui  a  vu  éclore  les 
grandes  découvertes  scientifiques,  qui  fut  le  siècle  de  Lagrauge, 
d'Alemberl...,  celui  des  grandes  découvertes  astronomiques,  na 
eu    qu'à  développer  le  Calcul  infinitésimal,   à   appliquer  les   mé- 


(')  Leibniz  a  publié  le  premier  sa  découverte:  Newton  ne  l'avait  signalée  à  des 
amis  que  sous  forme  de  rébus  tout  à  fait  indéchillrables.  On  lira  avec  plaisir  sur 
ce  sujet  les  Chapitres  de  VHistoire  des  Sciences,  par  Maximilien  Marie. 
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tliodes  de  Newton,  à  réaliser  un  programme  tout  tracé  dans  les 
Principes  mathématiques  de  la  Philosophie  naturelle^  pour 
obtenir  des  succès  merveilleux  en  appliquant  ces  principes 
à  l'étude  des  phénomènes  astronomiques  et  physiques.  On  ne  dis- 
cutait plus  sur  les  principes;  l'heure  était  venue  d'abandonner  les 
spéculations  si  géniales  des  Descartes,  Leibniz,  Newton...  et  de 
recueillir  l'abondante  moisson  qu'ils  avaient  préparée.  De  ce 
siècle  de  piatique  où  IL  ni  vers  livrait  à  l'intelligence  humaine 
tant  de  secrets,  devait  naître  une  philosophie  nouvelle  et  la  Philo- 
sophie mathématique  a  joué  un  rôle  considérable  dans  l'élabora- 
tion de  la  Critique  de  la  raison  pure  et  du  Cours  de  Philoso- 
phie positive.  C'est  ce  que  montre  M.  Brunschvicg  dans  des  pages 
des  plus  intéressantes  de  son  Ouvrage. 

Les  bases  scientifiques  elles-mêmes  devaient  se  transformer 
sous  l'influence  du  développement  de  la  Mécanique  rationnelle  et 
plus  particulièrement  de  la  Mécanique  céleste  dont  le  système 
particulier  d'é(|uations  diflerentielles  a  été  l'objet  d'un  si  grand 
nombre  de  travaux  et  reste  encore  souvent  une  énigme  indé- 
chifFrable.  Les  géométries  non  euclidiennes  prenaient  naissance. 
M.  Brunschvicg  dit  que  «  c'est  la  méditation  de  la  géométrie  non 
euclidienne  qui  a  conduit  Kant  à  la  doctrine  de  V Esthétique 
t ranscendantale  et  <pii  lui  a  permis  d'insérer  les  formes  d'intui- 
tion comme  médiatrices  entre  les  catégories  du  jugement  et  les 
principes  de  Physi(]ue  rationnelle.  »  Nous  devons  (cependant  faire 
remarquer  que  des  |)assages  de  la  Critique  de  la  raison  pure 
montrent  (jue  Kant,  s'il  n'ignorait  pas  la  géométrie  non  eucli- 
dienne n'en  avait  pas  compris  le  sens  et  la  j)ortée.  Nous  avons 
déjà  eu  l'occasion  d'aborder  ce  sujet  à  propos  d'un  Ouvrage 
récemment  paru.  Mais  il  n'v  a  pas  [)lace  [)our  une  discussion; 
disons  seulemeni  <|u'il  serait  bon,  quand  on  étudie  I  inlliience  de 
la  science  mathéniatif|ue  sur  le  kantisme,  de  séparer  d'abord,  parmi 
les  notions  fondamenlales  et  les  principales  théories  de  cette 
science,  celles  que  Kant  ignorait  ou  avait  mal  comprises,  f^es  con- 
naissances mathématiques  de  Kant  étaient  sur  bien  i\c^  points 
très  bornées;  on  s'en  assure  aisément  ca\  lisant  ses  (i-uvres. 
nornons-nous  à  cette  simple  reinar(|U('. 

La  continuité  (Hait  une  notion  assez  mal  définie,  la  question 
(le   la  convcigence   des  séries  n'(''tait  jamais   posée  dans  les  pro- 
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Mêmes.  Il  faut  aller  jusqu'à  Caiichv  pour  arriver  à  une  notion 
tout  à  fait  précise.  Ce  savant  géomètre  renonvela  la  concej)tiou 
philosophique  de  la  continuité  comme  on  peut  s'en  rendre  compte 
en  passant  en  revue  l'idée  que  se  faisaient,  de  celte  notion  Euler, 
Poncelet  et  les  précurseurs  de  Cauchy.  On  sait  quelles  surprises 
réservait  l'étude  a[)profondie  de  la  continuité  telle  qu'elle  a  été 
faite  par  les  mathématiciens  modernes.  Rien  n'est  plus  intéressant 
(|ue  fie  retracer  hrièvement  l'évolution  de  cette  notion  et  de  voir 
comment  elle  est  liée  au  développement  des  Mathématiques  et 
quelle  répercussion  elle  eut  sur  la  philosophie  des  Mathématiques. 

8.  M.  Brunschvicg  consacre  tout  un  Livre  à  VEiolution  de 
C arilhniélisine.  T^a  pensée  depuis  Taniiquité  a  parcouru  trois 
grandes  étapes  :  logique  du  noml)re,  logique  des  classes,  logique 
des  relations  spatiales  furent  leurs  ahoutissanls.  Or,  la  science 
positi\e  en  se  développant  a  montré  que  la  Matliématicpie  nest 
nullement  esclave  des  lois  de  la  représentation  spatiale.  La  jiensée 
moderne  devait  donc  tout  naturellement  invoquer  à  nouveau  la 
logique  du  nombre  et  la  logique  des  classes  pour  soutenir  l'édifice 
mathématique.  Quoi  de  plus  simple  et  de  plus  clair  que  la  notion 
du  nombre  entier?  Sur  elle  seule  repose  toute  une  doctrine  pure, 
sur  laquelle  ne  vient  planer  aucun  des  nuages  de  la  controverse 
mélaphysi([ue.  On  sait  qu'il  est  très  commode  de  fonder  sur 
Tarithmétisme  la  théorie  des  nombres  irrationnels  (par  ime  exten- 
sion du  principe  de  la  limite)  ou  imaginaires  et  Tanalvse  entière. 
C'est  à  Méray  que  l'Auteur  fait  remonter  l'initiative  de  cette  arith- 
métisation  du  nombre  irrationnel  et  de  l'analyse.  Malheureuse- 
ment, si  le  nombre  entier  sert  à  compter,  est-il  bien  certain  que 
tous  les  problèmes  posés  par  la  nature  des  choses  doivent  se 
résoudre  par  le  calcul  des  nombres  entiers.  Peut-on,  en  (pielque 
sorte,  dirons-nous,  se  borner  à  cette  aritlimétique  du  dénom- 
brable?  Et  même  si  cela  était,  peut-on,  comme  on  le  faisait, 
exclure  de  ces  nombres  l'infini.  11  est  vrai  que  «  queh|ue  concep- 
tion (ju'on  se  fasse  du  nombre  entier,  cette  conception  implique 
déjà  l'idée  de  l'infini  et  cela  d'ime  manière  nécessaire  »,  comme 
l'écrivait    rannery  après   tant   d'autres    philoso|)hes  dont  T.eibniz 

et  Galilée  qui,  partant    de    l'unité  pour  concevoir  ->  ne  peut  se 
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refuser  à  avoir  conçu  du  même  coup  la  divisibilité  infinie  et  à  faire 
ainsi  de  l'unilé  le  type  du  nombre  infini.  Et  cependant  n'y  a-t-il 
pas  des  nombres  qui  échappent  aux  procédés  de  calcul  basés  sur 
l'arithmétisme?  Peut-on  tout  compter  avec  les  nombres  entiers? 
Il  est  bien  évident  que  jamais  l'Arithméliquene  nous  permellra  de 
répondre  à  cette  question.  Et  la  base  d'une  aritbmélisation  com- 
plète de  la  Mathématique  est  des  plus  incertaines.  Il  ne  restait 
plus  qu'à  faire  appel  à  la  logique  des  classes,  à  une  Logistique  à  la 
manière  de  celle  d'Arislole,  mais  perfectionnée  par  l'imitalion  des 
procédés  de  la  science  moderne,  pour  tenter  de  trouver  une  assise 
solide  à  la  Mathématique. 

9.  M.  Brunschvicg  étudie  soigneusement  les  conditions  dans 
lesquelles  est  née  cette  Logistique  et  les  eflorls  que  firent  de  nom- 
breux philosophes,  M.  Bertrand  Russell  en  tête,  pour  apporter 
une  solution  dogmatique  et  positive  au  problème  de  la  vérité. 
L'Auteur  nous  montre  les  progrès  qu'accomplirent  la  logique  des 
classes,  celle  des  propositions  et  celle  des  relations  ;  nous  fait 
assister  à  la  formation  de  la  philosophie  logistique  des  ^lathéma- 
tiques  qui  devait  conduire  à  la  théorie  des  ensembles,  à  la  notion 
du  transfini,  à  une  revision  complète  des  principes  de  la  science, 
à  une  rénovation  complète  de  ses  débuts.  M.  Brunschvicg  lente  de 
donner  les  raisons  de  la  dissolution  de  cette  philosophie  logis- 
tique. L'incorporation  des  Mathématiques  à  la  logique  implique, 
selon  lui,  deux  thèses  essentielles.  L'une  vise  la  réduction  de  la 
matière  mathématique  à  la  matière  logique  :  une  fois  qu'on  a  con- 
stitué un  calcul  avant  pour  objet  soit  les  classes  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  les  fonctions  proposilionnelles;  soit  les  relations  consi- 
dérées uniquement  dans  la  généralité  de  leur  forme,  on  serait 
capable  de  rendre  raison  de  la  Mathématique  proprement  dite. 
L'autre  superpose  à  la  logique  de  la  mathématiijue  une  méta- 
physique de  la  logique  :  la  logique  porterait  en  soi  une  vertu 
démonstrative,  elle  pernietlrait  de  conclure  «  par  la  force  de  la 
forme  »;  de  telle  sorte  qu'en  ramenant  la  mathématique  à  l,i 
logicjue,  on  n'aurait  pas  seulement  fondu  ensemble  deux  disci- 
plines dillérentes  et  fait  un  |>as  décisif  vers  l'unité,  on  aurait 
encore  communiqué  aux  Mathématiques  une  valeur  de  vérité  qui 
leur   faisait  défaut.    Pour    savoir  ce   (pi'il   est   advenu   de  I'uik;   et 
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l'HUlre  de  ces  deux  thèses,  l'\uleur  suit  pas  à  pas  l'examen  critique 
de  la  philosophie  logistique  tel  qu'il  a  été  fait  par  les  logisticiens 
eux-mêmes  sous  l'influence  de  la  résistance  de  certains  philo- 
sophes et  de  certains  mathématiciens,  Henri  Poincaré  en  particu- 
lier, influence  qui  devint  prépondérante  et  provoqua  la  dissolu- 
lion  de  la  logistique.  Et  nous  sommes  arrivés  à  l'époque  actuelle, 
tumultueuse,  remplie  d'indécision  et  d'incertitude. 

10.  Ce  que  le  rationalisme  n'a  pu  faire,  l'empirisme  pouna-t-il 
le  réaliser?  Pourra-t-il  servir  à  constituer  les  éléments  d'une 
science  quantitative?  En  fait,  il  est  à  la  base  de  tout  et  on  le 
retrouve  sous  les  aspects  formalistes  de  l'arithmétisme  et  de  la 
logistique.  Toujours  fidèle  à  la  méthode  historique.  l'Auteur  étudie 
le  développement  de  Vintuition  dans  la  Philosophie  et  dans  les 
sciences;  il  croit  découvrir  les  souices  de  mouvement  intuitioniste 
actuel  dans  la  religion  et  dans  la  métaphysique,  il  a  étudié  ce 
mouvement  et  le  rôle  qu'a  joué  l'intuition  dans  la  formation  et 
l'évolution  des  principales  notions  arithmétiques,  géométriques, 
analytiques.  L'Auteur  touche  aux  théories  les  plus  récemment 
élaborées  par  des  mathématiciens  presque  tous  vivants  et  pour  la 
plupart  même  encore  jeunes;  il  est  tout  à  fait  impossible  de  le 
suivre  dans  le  dernier  Livre  de  son  Ouvrage.  L'analyse  de  chaque 
paragraphe  exigerait  le  résumé  d  une  théorie  souvent  délicate  et, 
pour  les  initiés  eux-mêmes,  il  serait  l'objet  d'une  discussion. 
C'est,  cpi'eu  eflet,  on  se  trouve  presque  toujours  sur  le  terrain  peu 
stable  où  cherche  à  s'orienter  en  ce  moment,  la  Alathématique. 
Quant  aux  conclusions  de  l'  Vuteur,  elles  sont  résumées  à  la  fin  de 
l'Ouvrage.  (Quelle  que  soit  l'opinion  qu'on  en  ait,  bien  qu'il 
semble  difficile  de  trouver  un  esprit  qui  consente  à  admettre  toutes 
ces  conclusions  sans  aucune  restriction,  reifort  fait  par  M.  Bruns- 
chvicg  est  l'un  des  plus  considérables  qui  aient  été  jamais  tentés 
pour  montrer  cjue  <«  la  méditation  de  la  discipline,  qui  a  mis  dans  la 
recherche  du  vrai  le  |)lus  de  scrupule  et  de  subtilité,  ne  risque 
plus  d'accroître  l'incertitude  et  l'instabilité  de  la  pensée  philoso- 
phique; elle  raffermit,  en  l'éclairant,  notre  confiance  dans  la  sagesse 
humaine  ».  Comme  nous  l'avons  dit,  le  princijie  même  de  la 
méthode  suivie  est  fort  criti(|uable,  l'histoire  ne  j)ermeltant  pas 
de    remonter  le    courant    de    la  pensée  mathémali(|ue  jusqu'à   sa 
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source,  ni  même  assez  près  de  celte  source  pour  qu'il  soil  possiljlo 

d'avoir  une  idée  des  conditions  qui  ont  présidé  à  la  naissance  des 

i^randes  notions  primordiales  comme  celle   de  nombre.   Quant  à 

rorienlalion  de  la  Mathématique  dans  Favenir,  elle  n'apparaît  pas 

très  nettement  dans  les  conclusions  de  lAuteur,  c  est  qu'en  eflet 

il   était  fort  difficile  d'être  prophète.   Malgré  cela,   cet  Ouvrage, 

dune  profonde  originalité,  a  gagné  à  son  Auteur  la  sympathie  du 

monde  scientifique  et  philosophique,  et  tout  porte  à  croire  que  le 

jugement  de  l'avenir  sera  encore  plus  favorable  à  M.  Brunschvicg 

que  celui  de  ses  contemporains. 

Gasïok  Cotty. 


COMBEROUSSE  (Charles  de).  —  Golrs  ue  Mathématiqies.  Tome  IV  : 
Algèbre  supérieure,  seconde  Partie.  4*"  édition,  i  vol.  gr.  in-8,  xxiv- 
8'Î2  pages.   Paris,  GauthitM■-^'iliars  et   C'*,   19 1 4- 

En  juillet  igi  i  nous  avons  publié  dans  ce  BnUelin  (  p.  i()9-'->.oi) 
une  brève  analyse  de  la  quatrième  édition  de  la  première  Partie 
de  lAlgèbre  stqjérieure,  partie  formant  le  Tome  III  du  Cours  de 
Mailiémalir/ucs  de  Charles  de  Comberousse.  La  quatrième  édi- 
tion de  la  deuxième  Partie  de  cette  Algèbre  su|)éri('ure  cotitienl 
deux  sections  très  importantes,  l'Elude  des  quantités  imaginaires 
et  la  Tbéorie  des  équations,  loules  deux  Irailées  avec  l'ampleur 
qui  convient  à  un  Ouvrage  écrit  poui  les  candidats  à  l'Ecole 
Polylechnicpie,  à  l'Ecole  normale  supriieuie,  à  l'Ecole  centrale 
des  Arts  et  Maniifiicturcs  et  à  la  Licence  es  sciences  mathéma- 
tiques. 

Pvemarquant  (juc  les  (|uaniités  imaginaires  se  sont  révélées  en 
résolvant  les  é(|uations  algébri(jucs.  1"  AMtcm-  a  pensé  (piil  t'-lait 
lout  naturel  d'en  présenler  l'élude  a\ant  iclle  des  équations.  Il 
a  ainsi,  dès  1889,  donné  à  ces  quantités  <(  droit  de  cité  »  en  x\lgèbre. 
Il  avait  alors  u  la  conviction  cpic  laNeiiii'  ne  ferait  (ju  accroître 
l'utilité  des  cpiantih-s  imaginaires  ».  S'ins|iiranl  des  éc'rils  de 
.1 .  liertrand,  des  travaux  de  Ciaiicliy,  de  lîi  lol  cl  Houipiet,  il  a 
montré  «  comment,  cl  sous  quelles  réserves,  on  pouvait  ('tt'iuli'e 
aux   f()n('lioM>    (lune    \arial)lc    imai;inairf    les   dé\  eloppements    en 
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séi'ies,  les  règles  de  la  ditrérenliation  el  les  premiers  principes  du 
(calcul  intégral  » . 

La  Théorie  des  éf|iialic)iis  est  Tobjel  de  développements  très 
étendus  et  approfondis.  L'Auten-r  a  dépassé  souveni  les  programmes 
officiels,  si  sujets  à  changements.  Ainsi,  il  insiste  sur  la  résolution 
algébriques  des  équations  «  parce  qu'il  y  a  là  un  point  capital  qui 
a  changé  la  marche  de  la  Science  et  ouvert  à  ses  recherches 
d'autres  horizons  »,  et  il  démontre  le  théorème  d'Abel  sur  l'impos- 
sibilité d'une  résolution  générale  au  delà  du  quatrième  degré:  il  a 
exposé  amplement  la  résolution  des  équalions  transcendantes  à 
cause  de  leurs  nombreuses  applications;  il  a  «  employé  des  cons- 
tructions graphiipies,  toutes  les  fois  qu'elles  pouvaient  élucider 
la  question  ou  abréger  les  calculs  ». 

Pour  donner  une  vue  générale  des  matières  traitées  dans  cet 
Ouvrage,  je  crois  qu'il  suffit  de  donner  un  extrait  de  la  Table  des 
Matières  de  ce  Volume. 

Extrait  de  la  Table  des  Matières. 

r.iVRE  VI.  Étude  des  quantités  imaginaires.  —  CiiAi>.  I.  Origine  des 
quantités  imaginaires.  —  Chai*.  II.  Opérations  aritlnnéliques  appliquées 
aux  quantités  imaginaires.  —  Ghap.  III.  Introduction  des  rapports  trigono- 
métriques  dans  les  expressions  imaginaires.  Conséquences.  —  Ciiap.  \\. 
Représentation  et  interprétation  géométrique  des  quantités  imaginaiies  et 
des  opérations  sur  ces  quantités.  —  Ghap.  V.  Des  fonctions  de  variables 
imaginaires.  —  GiiAP.  W.  DifTérentiation  des  fonctions  d'une  variable 
imaginaire.  —  Ghap.  Vif.  Des  intégrales  définies  des  fonctions  imaginaires. 
Extension  des  formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin  aux  fonctions  d'une 
variable  imaginaire.  —  Appknuick  av  Livhe  ^'I.  Notions  sur  les  fonctions 
hyperboliques. 

LivRK  VII.  Théorie  des  équations.  Premiers  principes. —  Cuap.  I.  Pro-  ■ 
priétés  des  fonctions  entières.  Principe  fondamental  de  la  théorie  des 
équations.  —  Ghap.  II.  Gonséquences  du  principe  fondamental.  Composition 
des  équations.  —  Ciiap.  III.  Des  fonctions  symétriques. —  Cuap.  I\.  Trans- 
formation des  équations  dans  les  cas  les  [dus  simples  et  les  plus  usuels. 
Théorie  des  équations  réciproques.  —  Ghap.  \  .  Facteurs  premiers  comnjuns 
à  deux  fonctions  entières.  Plus  grand  commun  diviseur  algébiique.  Racines 
communes  à  deux  équalions.  Hechcrche  des  diviseurs  des  fonctions  entières 
d'une  variable.  —  Ghap.  VI.  Théorie  des  racines  égales.  —  Ghap.  \'II.  Pro- 
priété fondamentale  des  déiivées  des  fonctions  entières.  Théorème  de 
Gauchv. 
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Livre  ^1II.  Théorie  des  équations  (suite).  De  l'é/i/fiination.  — 
Ghap.  I.  Elimination  par  les  fonctions  symétriques.  —  Chap.  II.  Elimina- 
tion par  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur.  —  Ghap.  III.  Autres 
méthodes  d'élimination,  expression  des  résultants  sous  forme  de  déter- 
minants. —  Ghap.  IV.  Recherche  des  racines  communes  à  deux  équations.  — 
Ghap.  V.  Applications  de  la  théorie  de  l'élimination. 

Livre  IX.  Théorie  des  équations  (suite).  Résolution  des  équations 
numériques.  —  Ghap.  I.  Théorème  de  Descartes.  —  Ghap.  II.  Théorème 
de  Rolle.  —  Ghap.  III.  Séparation  des  racines  réelles  par  la  méthode  de 
de  M.  Budan.  Théorème  de  Fourier.  Méthode  de  Lagrange.  —  Ghap.  l\ . 
Théorème  de  Sturm.  —  Ghap.  V.  Séparation  des  racines  imaginaires.  — 
Ghap.  VI.  Recherche  des  limites  des  racines  d'une  équation.  —  Ghap.  VII. 
Détermination  des  racines  commensurables  des  équations  à  coefficients 
rationnels.  —  Ghap.  VIII.  Recherche  des  racines  incommensurables.  Mé- 
thode des  parties  proportionnelles.  —  Ghap.  IX.  Recherche  des  racines 
incommensurables,  Méthode  d'approximation  de  Newton  et  de  Fourier.  — 
Ghap.  X.  Recherche  des  racines  incommensurables.  Méthode  d'approxi- 
mation de  Lagrange.  —  Ghap.  XI.  Recherche  des  racines  imaginaires. 

Livre  X.  Théorie  des  équations  (suite).  De  la  résolution  algébrique 
des  équations.  —  Ghap.  I.  Résolution  générale  de  l'équation  du  troisième 
degré.  —  Ghap.  II.  Résolution  générale  de  l'équation  du  quatrième  degré.  ^ 
Ghap.  IIJ.  Des  fonctions  algébriques  et  de  l'impossibilité  de  résoudre 
algébriquement  les  équations  générales  au  delà  du  quatrième  degré.  — 
Ghap.  IV.  Théorie  des  équations  binômes.* 

LivRK  XI.  Théorie  des  équations  (suite  et  fin).  Questions  complé- 
mentaires. —  Ghap.  I.  Notions  sur  la  théorie  des  différences.  —  Ghap.  II. 
De  l'interpolation.  —  Ghap.  111.  Aolions  sur  la  résolution  des  équations 
transcendantes.  —  Ghap.  IV.  Méthode  des  approximations  successives.  — 
Ghap.  V.  Décomposition  des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 
Des  séries  récurrentes.  —  Ghap.  \'I.  Etude  des  polvnomes  homogènes  du 
second  degré. 

Questions  proposées. 

Tabi-E  des  arcs  et  de  leurs  rapports  irigonométriques,  exprimés  en 
parties  décimales  du  rayon  i,  pour  les  90  premiers  degrés. 

Ce  Livre  se  ("ail  remarquer  par  1111  souci  conlinuel  de  rAiileiir  à 
enchaîner  logiquement  les  idées  el  à  faire  des  démonslralions"  très 
claires.  On  v  troii\e  «jiielqties  renseignemenls  liisloricjiics,  siirloul 
aux  pages  suivantes  :  ô  1 .  11-.  i-o,  Saç),  353,  .^26,  i3p.,  .'|3(),  V^."), 
563,  598,  G 18,  639. 

Vax.    L. 
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COMl»ÏES   RENDUS  ET  ANALYSES 


A.  MACMAHON  (Major  Percv).  —  Combinatorï  Analvsis.  i  vol.  gr.  in-8, 
xix-3oo  pages.  Cambridge,  at  the   University  Press;  ir)i5. 

M.  Macmahon  supj)Ose  connus  les  éléments  de  l'Analyse  com- 
l)inatoire,  et  les  théories  exposées  dans  cet  Ouvrage  le  sont  tout 
de  suite  sous  une  forme  très  générale.  C'est  ainsi  que  les  formules 
ne  se  rapportent  jamais  à  des  objets  a  priori  tous  distincts,  mais 
toujours  à  des  objets  dont  a  sont  identiques  à  «,  [j  à  b^  etc.  Les 
formules  sur  des  objets  tous  distincts  sen  déduisent  comme  cas 
particuliers. 

L'Auteur  lait  un  usage  systématique  des  fonctions  génératrices. 
Etant  donnée  une  (onction  dans  laquelle  les  valeurs  ne  reçoivent 
que  des  valeurs  entières  F(j:,,  o-o,  ...,  3c,i),  on  sait  que  Laplace 
nomme  fonction  génératrice  de  celle-ci  la  fonction 

■"  f  (  -^l-    ■^2)    •  •  •  )   *^/I  )  '  1    t- i'  •  ■  •  t II" ■) 

les  t  étant  les  variables,  et  la  sommation  étant  étendue  aux  valeurs 
entières  des  x.  M.  Macmahon  modifie  ces  fonctions  génératrices 
en  y  remplaçant  le  produit  t\' t]^° . .  .t]]"  par  la  fonction  symétrique 

—  '  1     '2     •■•'■ni 

ce  qui  est  plus  commode  dans  beaucoup  de  cas.  C'est  ainsi  que 
dans  la  première  section  de  l'Ouvrage,  l'Auteur  établit,  par  ce 
moyen,  une  relation  étroite  entre  l'Analvse  combinatoire  et  la 
théorie  des  fonctions  symétriques.  Cette  relation  va  jusqu'à  ce 
point  que  les  deux  théories  deviennent  équivalentes,  toute  rela- 
tion dans  l'une  donnant  une  relation  dans  l'autre.  Par  exemple, 
on  a  la  formule 

(-  i)«a„  =  >^ \,nJ....  " ''  •'  ^'2^  •  •  ■  • 

le  signe  S  étant  étendu  à  toutes  les  valeurs  entières  positives  des  X 

telles  que   i  )., -f- 2A2+ •  •  •  ^ '*?  de  sorte  que  le  second  membre 

est   une  fonction   symétrique  des  k\  et  les  a  étant  les  fonctions 
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des  II  définies  par  la  relation 

t 


\^-a^x->r-aiX--^-...= 


—  hxX  ■+-  hiX- 


Eli  bien,  à  celte  lornuile  correspond  le  théoième  suivant  :  Con- 
sidérant n  objets,  le  nombre  des  farons  de  /es  distribuer  en  un 
nombre  pair  de  paquets  dont  deux  quelconques  sont  di//'érents, 
est  égal  au  nombre  de  façons  de  les  distribuer  en  un  nombre 
impair  de  tels  paquets,  excepté  quand  les  objets  sont  tous  dif- 
férents deux  à  deux;  dans  ce  cas  le  premier  nombre  est  en 
excès  ou  en  défaut  d'une  unité  sur  l'autre,  suivant  que  le 
nombre  d'objets  est  pair  ou  impair. 

Nous  ne  citons  j>oinl  ce  théorènie  pour  sa  sirn|)]icité  ou  son 
importance  particulière,  mais  comme  exeui|)le  de  la  méthode  qui 
fait  ainsi  se  correspondre  deux  vérités  d'ordre  différent.  L'Autcnr 
fait  un  grand  usage  des  opérateurs  différentiels  d  Hamniond. 

La  deuxième  section  est  consacrée  à  la  théorie  des  parti  lions 
et  de  leurs  séparations.  Une  partition  d'un  entier  positif  n,  c'est 
sa  décomposition  en  une  somme  d'entiers  positifs, 

Il   =  À  1  -T-  ).o  -1-  A3  -î-  )>;  -)-  /.5, 

par  exemple,  rpi'on  écrit  plus  simplement  (X,,  )>2,  Aj,  Àj,  A5). 
Deux  partitions  qui  ne  diilèrent  que  par  Tordre  des  \  sont  con- 
sidérées comme  identi(|ucs,  et  une  séparation  de  celle  jiarlilion 
c'est,  par  exemple, 

(  Ài  -I-  A2  )  -1-  A3  -+-  ^-4  -+■  ^5 

ou 

( À 1  -f-  /.:j  -i-  Al  H-  r  À 2  -4-  X,,  ). 

etc. 

J^es  résultats  énoncés  dans  celte  section  se  présentent  comme 
des  généralisations  de  ceux  énoncés  dans  la  précédente;  en  voici  un 
comme  exemple  :  En  symbolisant  pour  abréger  par  (p,  q,  r,  . . .) 
la  fonction  symétrique  '^xP'^t^'f . . .,  soient  (/^i,  p>,  p:\,  • .  •)  fine 
partition  de  p,  {q{,  q>,  y.-),  ...)  une  parfitio/t  de  q,  etc.;  alors 
la  fonction  [p,  q,  r,  ...)  est  exprimable  rationnellement  au 
moyen  des  fonctions  symbolisées  par  des  séparations  de 

'/'l/'2/'3  .  ■  •  7l7ï'73-  ••)• 

(C'est   une   gént-ralisation   du   procédé  élémentaire  par  lequel  on 
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calcule  une  foncliun  svmétrique  au  moven  de  fondions  d'ordres 
inférieurs.  ) 

On  générdhse  ainsi  la  formule  de  Girard  (souvenl  impropre- 
ment appelée  formule  de  IVaring).  qui  donne  la  somme  Sn  des 
puissances  n'^""^*  des  racines  d  une  équalion 

X" —  «i-r"-'  —  a-,x"-'^  — .  .  .  =  o 

en  fonction  des  coefficients. 
La  formule  de  dirard  est 

.,=  I(-i)"^y.-^3-/i'-^'~-^;~,---~'^'a{-a^-..., 

la  somme  étant  étendue  aux   valeurs   entières  et   positives  des  / 
telles  que 

71^-272  — •••=  n- 

La  généralisation  est  la  suivante  :  Soil  ()/;j.'".  .  .)  une  partition 
de  n. 


'/J'x"' . . .  veut  diie    ' 


/  fois  m  fois 


) 


Soit  (  )/i  ul"'!  . . . )^> {//'. <j,"''. . .  .)J:. . .  une  séparation  de  cette  par- 
tition . 

Alors 

(  /  -i-  m  -r- . . .  —  1 1  !  , 

^  y,:/,:...  '  .  '       ' 

le  signe  S  est  étendu  aux  dilTérentes  séparations  de  la  partition 
().'u"'..  .)etles  notatuins  telles  que  Ç/Jnx'"'.  ..)du  seconil  membre 
indiquent  des  fonctions  symétriques  comme  il  a  été  expliqué  plus 
haut. 

Exemple  :  (2-.  i-)  est  une  partition  de  ^  (jui  a  comme  sépara- 

lions     (>2)(l2),     (2l)(2)(l),     (2-^)(l)2,     (!^)(2)S     (22)(l=),     (2l)S 

!2i2)(3),  (2-i)(i),  (2-1-).  Alors  la  formule  donne,  en  revenant 
au\  notations  ordinaires. 

'  ^a*=  -  (2a2|'(ïai2— îSa^a.SaMx— Sa2i'-.(Sa)^— Xa3.(  la^)' 

H-  2:a232.SaS-r-   '  (Ia2S)2  -+-  lï^^v.Sa^  -4-  Zi-'-'i'--' .!.%  —  Z%'-V-yr>. 

■2  '  ' 
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La  troisième  section  traite  des  permulations.  L"x\uteur  y 
démontre  un  théorème  qu'il  qualifie  de  fondamental  (master- 
tlieorem)  et  qui  est  le  suivant  :  Soit 

Il  y  a  égalité  entre  les  coefficients  de  x\^ xi- . . . x'jI"  dans  le 
développement  de  Xj'X^-. . .  X;,"  et  dans  celui  de 


|(i  —  «na^i  )(i  —  a22-2-'-2)  •  •  •  (  i  — «««-C//)| 

le  dénominateur  de  cette  deinière  expression  étant  un  s)niùole 
qui  se  calcule  de  la  façon  suivante  :  on  fait  le  produit  à  la 
façon  ordinaire^  mais  on  y  remplace  un  produit  tel  c/ue 
cihhCikh-  ■  ' pcir  le  déterminant  mineur  extrait  du  Tableau  des  a 
et  qui  a  ce  produit  comme  terme  principal. 

Parmi  les  applicalions  du  master-theorem  citons  la  .solulioii  du 
problème  :  trouver  le  nombre  des  permutations  d'objets  donnés 
dans  lescjuelles  aucun  objet  n'est  à  sa  place.  Ce  dernier  pro- 
blème, lorsque  tous  les  objets  sont  différents,  est  connu  sous  le 
nom  (]e  problème  des  rencontres.  Citons  encore  le  pioblème  sui- 
vant :  Etant  donnés  les  nombres  de  voix  acquis  par  les  candi- 
dats dans  une  élection^  on  demande  de  déterminer  les  ordres 
dans  lesquels  auraient  pu  être  émis  les  votes.,  pour  que,  si  l'on 
avait  arrêté  le  vote  à  un  moment  quelconque.,  le  résultat  de 
l'élection  n'eût  pas  été  changé  {sauf  peut-être  que  deux  can- 
didats auraient  été  ex-pcquo  qui  ne  l'ont  pas  été  finalement,  ou 
inversement). 

La  quatrième  section  est  consacrée  aux  compositions  des 
nombres.  Les  com[)osilions  d'un  nond)re  sont  des  parlilions  de  ce 
nombre,  mais  dans  lesquelles  on  tient  coniphî  de  Tordre  des  par- 
ties. Ainsi  3  a  trois  parlilions  :  (3),  (2,  i)  et  (i  ^),  mais  il  a  quatre 
compositions  :  (3),  (2,  1),  (i,  2)  et  (1=*). 

M.  Macmahon  donne  une  application  à  la  solulion  d'un  pro- 
blème qu'il  ap|)elle  problème  de  Simon  Xavromb  :  On  tire  les 
cartes  d'un  jeu;  aussi  longtemps  qu'on  tire  une  carte  dont  la 
valeur  est  au  moins  égale  à  celle  de  la  précédente,  on  met  ces 
caries  en  un  j)aquet,  mais  aussitid  que  ci'la  cesse  d  avoir  heu 
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on  forme  un  autre  paquet.  On  demande  la  prohabilité  pour 
que  le  nombre  de  paquets  ne  dépasse  pas  m. 

Pour  la  solution  de  ce  problème,  l'Auteur  inliodiiil  des  fondions 
symétriques  nouvelles. 

Dans  la  cin<|uième  seclion  il  y  a  un  eli;ipilre  préliminaire  sur  les 
\),ivùùon<<  parfaites  et  sous-parfaites.  On  ^\)\^^i\\e partition  par- 
faite d'un  entier  positif ,  une  partilion  qui  contient  une  partition 
et  une  seule  de  tout  entier  positif  inférieur;  les  partitions  sous- 
parfaites  sont  celles  dans  lesquelles  cette  condition  est  réalisée, 
mais  avec  droit  d'employer  des  parties  négativement.  Exemple  : 
(4,  2,  1)  est  une  partition  parfaite  de  -,  parce  que  chacun  des 
nombres  1,  2,  3,  4i  5?  6,  7  est  égal  et  d'une  seule  façon  à  une 
somme  de  nombres  4?  2,  1.  De  même  (9,  3,  i)  est  une  partition 
sous-parfaite  de  i3,  parce  que  chacun  des  nombres  i,  2,  ...,  i3  est 
égal  et  d'une  seule  façon  à  une  somme  de  termes  égaux  à  9,  zh3,rhi . 
La  question  élémentaire  bien  connue  qui  consiste  à  peser  jusqu'à 
un  poids  donné  avec  le  moins  grand  nombre  possible  de  poids, 
rentre  comme  cas  particulier  dans  les  précédentes.  Le  reste  de  la 
cinquième  section  est  consacré  à  des  problèmes  sur  des  dis|)Osi- 
tions  à  deux  dimensions,  cairés  magiques,  échiquiers,  etc.  11  est 
remarquable  que  le  calcul  dillerentiel  inter\ient  dans  un  sujet  qui 

en  paraît  d'abord  aussi  éloigné.  Considérons  l'opération  ^  appli- 
quée à  la  fonction  x" .  Au  lieu  de  x"  écrivons  xx  .  .  .x.  T/opéra- 

lion  4-  peut  alors  se  faire  en  remplaçant  de  toutes  les  façons  pos- 
ax  '  '       " 

sibles  un  x  par  un   i   et  ajoutant  les  résultats.   Si  Ton  considère 

d" 
maintenant   l'opération  -j-j^,  elle  se  décompose  en  n  opérations 

semblables  à  la  précédente.  Considérons  la  r'^'""  de  ces  opérations, 
et  dans  celle-ci  le  remplacement  i\u  5''""'  facteur  x  par  i.  Nous 
ferons  correspondre  à  ce  remplacement  la  case  de  la  ;-'*'""^  ligne  et 
de  la  s"^"""^  colonne  d'un  échi(|uier  ou  d'un  carré  magique.  On  voit 
comment  s'établit  le  rajiport  entre  les  deux  questions.  La  puissance 
de  ces  méthodes  se  manifeste  dans  le  problème  des  «  carrés  latins»  : 
Etant  donné  un  échiquier  de  n-  cases.,  puis  n  lettres  «,, 
n  lettres  «o,  ...,  n  lettres  a„]  il  s'agit  de  placer  dans  chaque 
case  une  lettre  de  façon  que  dans  chaque  ligne  et  dans  chaque 
colonne  il  y  ait  les  n  lettres. 
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Ce  problème,  dont  la  solution  a  été  poursuivie  vainemenl  depuis 
Eulcr  jusqu'à  Cavlev  inclusivemetil.  se  trouve  résolu  sans  difficulté 
par  la  méthode  dont  nous  parlons. 

Enfin,  la  sixième  section  traite  des  partitions  de  nombres  com- 
plexes. 

Un  second  Volume  paraîtra  plus  tard,  consacré  à  dift'érentes 
généralisations  et  discussions  des  théories  précédentes. 

Toutes  ces  théories  sont  peu  familières  aux  géomètres  du  Con- 
tinent. Elles  sont  l'œuvie  de  mathématiciens  anglais  :  Caylev,  Syl- 
vester,  Hammond,  W  liilworth,  Dick-;on,  et  m  ihe  last  but  not  the 
least  »,  M.  Macmahon  lui-même.  Ce  dernier  tra\ aille  le  sujet 
depuis  bientôt  trente  ans,  son  premier  Mémoire  datant  de  1886. 
C'est  dire  qu'on  ne  saurait  trouver  dans  l'élude  de  ces  questions 
un  guide  plus  qualifié. 

Mais  la  mode  nest  pas  là  en  ce  moment  et  beaucoup  regrette- 
ront que  tant  d'ingéniosité  soit  dépensée  à  des  questions  aussi 
futiles.  Mais  pourquoi  sont-elles  futiles?  Est-ce  parce  qu'on  y  parle 
d'échiquiers  et  de  jeux  de  cartes?  Ce  ne  sont  là  que  des  re[)résen- 
talions.  Si  l'on  y  parlait  d'arrangements  de  molécules,  la  théorie 
prendrait  tout  de  suite  un  air  plus  sérieux,  tout  en  restant  la  même 
au  fond.  Si  elle  n'a  pas  d'applications  maintenant,  elle  en  aura 
peut-éire  plus  tard.  Rappelons-nous  toujours  que  les  Grecs  ont 
résolu  sur  les  sections  coniques  des  questions  futiles  (jui,  deux  mille 
ans  plus  tard,  ont  servi  à  l'établissement  de  théories  astronomiques 
d'où  est  sortie  la  Mécanique  moderne  et  la  consiruction  des  auto- 
mobiles et  des  axions  blindés. 

E.    C\UEX. 


PÉRKS  (Joseph).  —  SrR  i.ks  Fonctui.ns  i'ermutaim-ks  dk  premikke  i;si>k<:i: 
Dlc  M.  ViTO  \'oLTERR/\.  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
l'Université  de  Paris  pour  obtenir  le  grade  de  Docteur  es  Sciences 
mathématiques,  soutenue  le  >.S  mai  kjiS  sous  la  piésidenre  tle  M.  E. 
GoLRSAT.   I  vol.  in-î°,  iri-99  pn^es.  Paris,  Gaulhier-Viliars  et  G'*,  i9r>. 

I.    Au  début  de  ce  travail,   M.   iVrès   rappelle   les  piincipes   de 
la   th('orie  de  la  pernuttabiliti''  <le    M.   Volterra   :  on    ron'^idère 

comme  une  multiplication   svinholique  j v;  l'opéMatiou.   dite  coin- 
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position 

f^=f  /^^'  ng{t,y)clt, 

el  Ion  dit  que  deux  fonctions  /(r,  )')i  g{x,y)  sctnl  permu(crb/es 

entre  elles  ?<'\  fg  ^^  gf.  A  des  fonctions  F,,  Fo,  .  .  .,  F,„,  .  .  . ,  per- 
mutables deux  à  deux,  on  peut  alors  appliquer  un  culcul  fonc- 
tionnel dont  les  formules  se  déduisent  de  celles  de  l'Algèbre  el  de 
la  théorie  des  séries  entières  en  \  renqjlHçanl  les  \aiiables  par  les 

symboles  F| ,  F^,  ....  F,„, C'est  ainsi  (pie,  si  u=:  ^}  (  z^y  —  z,„) 

est  la  série  entière  qui  résout  l'équation 

(I)  P(^,,  . . .,  -,„,  r )  =  o. 

où  P  est  un  polynôme,  ou  une  série  entière,  sans  terme  constant, 

el  avant  un  terme  en  ^,  la  formule  symbolique  y  =  QiF|,  ....  F,„J 
donne  la  solution  (unique)  de  Véquation  inlégrale 

(•')  P(F,.  ...,  F„,.  -/.  1  =  0. 

Ce  beau  résultat,  qui  montre  limporlance  de  la  notion  de  per- 
mulabilité,  est,  cependant,  comme  le  montre  M.  Pérès,  appli- 
cable dans  des  conditions  plus  étendues  :  l'hypothèse  de  la  pei- 
miilabilité  n'est  pas  indispensable  ('),  et  l'on  peut  supposer  que 
la  série  s  =  Q  satisfait,  seulement,  forme/lement  à  réquaiion(i), 
pour\u  que  la  série  déduite  de  la  série  P  en  divisant  chaque  terme 
par  la  factorielle  yt>  !  qui  correspond  à  son  degré/?  ait  un  ilomalne 
de  conveigence. 

2.  L'objet  principal  de  la  Thèse  est  la  (hUcrminalion  des  fonc- 
tions C3  permutables  avec  une  fonction  donnée  F.  M.  ^  olterra  a 
résolu  la  (question  pour  une  fonction  1'' d'ordre  (  -  )  //  =  i  et  /?  =  ?.. 

(')  Cela  est  connu  pour  réqu.iliun  tle  Volterra  de  deuxième  espèce 

(2)  M.  Volterra  dit  que  K  est  d'ordre  i,  si  V{x,  x)  ne  s'annule  pas;  et  que  F 
est  d'ordre  «>i.  si  F  et  ses  dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  («  —  2)  s'an- 
nulent pour  r  =x;  les  dérivées  d'ordre  ( /»  — i)  sont  alors  égiiles  pour  _y  =  x,  au 
signe  près,  à  une  même  fonction  a(a?)  qui  est  supposée  ne  pas  s'annuler,  si 
l'ordre  ne  dépasse  pas  n. 
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M.   Pérès  étend  au  cas  général  la  mélhode  employée  par  M.  V^ol- 
lerra.  Elle  consiste  à  prendre  pour  inconnue  la  fonction 

(3)  çF  =  *, 

qui,  grâce  à  une  transformation  auxiliaire  effectuée  sur  les  variables 
et  sur  F,  est  définie  par  une  équation  intégro-dlfférenlielle 

à"  ^  d"<i> 

où  A  est  de  la  forme  (symbolique) 

De  plus,  $  doit  s'annuler  sur  la  droite  j^^.r,  ainsi  f|ue  ses  déri- 

vées  —■>   •••5  :-  La  résolution  de  cette  équation   par  iapi)ort 

à  <I>,  en  considérant  A  comme  connu,  la  ramène  à  une  foiine  qui 
permet  d'apjjliquer  la  méthode  des  approximations  successives; 
<I>  étant  connu,  on  en  déduit  ci  au  moyen  de  l'équation  (3),  qui 
est  une  équation  de  Volterra  de  première  espèce  :  <t»  et,  par  suite,  o 
se  trou\ent  dépendre  d'une  fonction  arbitraire  d'une  variable  indé- 
pendante. 

M.  Pérès  insiste  sur  ce  point  que  la  difficulté  |>articulière  au 
cas  /?  >>  2  lient  à  ce  cjue  Téquation  (4)  est  alors  une  équation 
ayant  des  caractéristiques  imaginaires,  pour  laquelle  on  doit  ré- 
soudre un  problème  de  Caucliy  :  il  est  conduit,  de  ce  fait,  à  se 
limiter  au  cas  où  les  fonctions  F  el  C3  sont  analytiques.  La  mélhode 
symbolique  d'intégration  de  Cauchv  lui  fournit  alors  la  lormule 
de  résolution  de  cette  ('([nation  (4)  au  moyen  de  (piadraluies. 

Une  conséquence  impoilante  de  cette  délerminiition  générale 
des  fonctions  es  est  (pi'on  peut  choisir  z>  de  manière  (pie  la  diffé- 
rence (F  —  '•^^J',  où  p  est  un  (liNiseiir  (piflc<)n(pi('  de  n  -\-  i  ^  soit 
d'ordre  supérieur  à  /i.  C'est,  en  effet,  sur  cette  propriété  qu'est 
fondée,  en  particulier,  la  mélhode  donnée  par  M.  Volterra  pour 
résoudre  ré(|uation  intégrale  (définissant  les  racines  yr>"'""  symbo- 
liques) 

(5)  ^i-=V. 
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3.  La  tiiétliode  précédente  de  délerminalion  des  fonctions  o 
permulal)les  avec  F  est  en  défaut  si  les  varial)les  d'intégration 
doivent  passer  par  une  des  variable.-,  a  telles  que  l'ordre  de  F 
s'élève  pour  x=y=^a.  Cela  lient  à  la  nature  des  transforma- 
lions  préliminaires  effectuées  sur  F;  mais  cela  lient  aussi  à  1  em- 
ploi de  l'équation  de  Vollerra  de  première  espèce  (3j,  pour 
laquelle  celte  circonstance  constitue  un  cas  singulier  classique, 
mais  qui  n'a  été  approfondi  qu'au  point  de  vue  des  variables  réelles 
el  des  solutions  litues. 

A  l'exemple  de  ce  qu'a  fait  M.  E.  Picard  pour  l'équation  de 
Fredliolm,  M.  Pérès  se  place,  plus  généralement,  au  point  de  vue  des 
variables  complexes  :  x  et  r  sont  de  telles  variables,  el  les  points 
qui  les  représentent  dans  le  pian  des  variables  complexes  pounont 
se  déplacer  dans  un  même  domaine  (D)  d'où  l'on  exclut  les  singu- 
larités de  F.  Les  valeurs  a  sont  Us  aflixes  de  certains  points  de  ce 
domaine  que  les  chemins  d'intégration  éviteront  tant  que  leurs 
extrémités  (.r  et  y^  ne  viendront  pas  en  l'un  deux.  Si  le 
domaine  (D)  n'en  contient  aucun,  <ï>,  cp,  -]>  sont  holomoiphes 
dans  tout  ce  domaine  :  c'est  une  nouvelle  analogie  de  l'équation 
de  Vollerra  avec  les  équations  différentielles  linéaires.  Si  au 
contraire  un  point  a  se  présente,  il  sera  en  général  un  |)Oint 
critique  :  M.  Pérès  le  montre,  par  des  exemples  simples,  pour 
l'équation  de  Vollena  {?>)  el  pour  l'équation  (5);  pour  cette 
dernière,  l'élude  coni|)lète  de  cette  singulaiité  peut  déjjendre  de 
celle  des  singularités,  dans  tout  le  plan  d'une  équalion  intégrale 
non  linéaire  dont  l'inconnue  est  fonction  d'une  seule  variable.  Ln 
fait,  l'étude  de  ces  singularités,  pour  les  fonctions  cp  permutables 
avec  F,  paraît  inabordable  par  la  métbode  des  approximations 
successives  :  celle-ci  peut  même  masquer  les  cas  où  ces  [joints  a 
sont  seulement  à  apparence  singulière.  Et  c'est  par  une  autre 
méthode,   fondée  sur  l'emploi  de  développements  en  série  de  la 

forme  V    a/t{x)    -^  "7, "^     >  qne  M.  Pérès  peut  caractériser  ces  cas. 


/.=(, 


â.  Dans  le  cas  particulier  F=  i,  les  fonctions  cp  permutables 
à  F  sont  les  fonctions  de  la  seule  variable  (  }'  —  .r);  de  là  une 
analogie  remarquable,  signalée  el  utilisée  déjà  |>ar  M.  \^olterra, 
entre  !a  théorie  de  la  permutabililé  el    celle  des  fondions  d'une 
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(  V  —  x)' 


seule  variable.  Si  l'on  remarque,  de  plus,  nue   1"*+'  = 

on  voit  que  l'analogue  des  séries  de  Taylor  seia  donné  par  les 
séries  de  la  forme 

(6)  rtoF^-«,F2-F-.  ..-:-a,„F"'+i  +  .... 

M.  Volterra  a  donné,  au  point  de  vue  réel  surtout,  une  formule  du 
reste  d'une  telle  série  analogue  au  reste  de  la  formule  de  Taylor 
limitée. 

Au  point  de  vue  de  la  recherche  des  fonctions  cp,  il  est  évident 
qu  une  série  (6),  convergente,  en  représente  toujours  une.  M.  Pérès 
approfondit  la  réciproque.  Il  donne  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  la  convergence  de  la  série  (6),  au  voisinage  delà  multi- 
plicité (complexe)  j- =  .r.  Si  F  est  d'ordre    1.  celte  condition  est 

1       ,   ■    v^         z'"     . 
qtie  la  série  >  a,„  — r  ait  un   ravon  de  convergence  non  nul.  Sous 

cette  hypothèse  (^/j  =r  1  ),  il  prouve  que,  si  F  est  holomorphe  dans 
le  voisinage  de  x  =  )'  =  o,  toute  fonction  c;,  holomorphe  dans  ce 
même  voisinage,  peut  se  représenter  par  une  série  (6).  On  a 
ainsi  une  nouvelle  solution  du  problème  de  la  recherche  des 
fonctions  -i  analytiques,  qui  met  plus  facilement  en  évidence  leur 
mode  d'existence  :  il  en  résulte,  en  particulier,  que  contrairement 
à  ce  que  pouvaient  faire  penser  les  difficultés  précédemment  obser- 
vées au  point  de  \ue  des  approximations  successives,  une  telle 
fonction  'j,  holomorphe  au  voisinage  de  x=:y=zo,  demeure 
holomorphe,  en  même  temps  que  F,  au  voisinage  des  autres  points 
de  la  multiplicité  j^  =  .r,  même  au  voisinage  des  points  jc  =  y  ^=  a 
pour  lesquels  l'ordre  de  F  s'élève. 

Les  points  a  sont  donc  ici,  nécessairement,  des  points  à  appa- 
rence singulière;  et  le  même  fait  s'étend  aux  équations  de  ^  ol- 
teria  (3)  et  à  l'équation  (5)  quand  les  données  sont  des  fonctions 
aDalyti(|ues  peinuitables  avec  une  fonction  /  holomorphe  d'ordre  1. 
C'est  là  une   propriété  remarquable  de  la  peimutabilitc'. 

[-.es  fonctions  j  non  analytiques  peuvent,  en  poursuivant  l'ana- 
logie avec   les  fonctions    d'une   variable,   se   représenter  par   des 

séries  de  polynômes  en  F,  F-,  .  .  .  ;  et  M.  Itérés  généralise  aussi, 
à  leur  égard,  la  théorie  des  polynômes  d'approximation  de  Tche- 
bichew. 
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Si  la  fonction  donnée  F  esl  d'ordre  n  supérieur  à  i,  M.  Pérès 
lui  substitue,  dans  les  développements  précédents,  conformément 

à  une  méthode  connue,  une  solution  de  l'équation  <];"=:  F.  Mais 
la  difficidlé  relative  aux  points  a,  pour  lesquels  l'ordre  de  F  s'élève, 
reparait  de  ce  fait.  M.  Pérès  donne  les  conditions  pour  qu'un  tel 
point  soil  un  point  à  apparence  singulière  pour  toutes  les  fonc- 
tions C2.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  il  pense,  sans  pouvoir  le  démontrer 
en  toute  généralité,  que.  celles  des  fonctions  -/  qui  restent  holo- 
morphes  autour  de  x=^y^=  a  sont  encore  développables  en  une 
série  de  la  forme  (6).  Une  étude  plus  approfondie  des  singularités 
de  l'équation  (5)  lui  paraît  indispensable  pour  pouvoir  se  pro- 
noncer sur  cette  question. 

o.  On  voit  que  le  travail  très  distingué  de  M.  Pérès  fait  faire 
à  la  théorie  des  fonctions  permutables  de  première  espèce  des 
progrès  importants.  L'orientation  des  recherches  et  les  méthodes 
à  employer  résultaient  sans  doute,  dans  l'ensemble,  des  travaux 
même  de  M.  Vol  terra;  mais  il  v  avait  à  vaincre  des  difficultés 
sérieuses  pour  obtenir,  dans  cette  voie,  des  résultats  nouveaux  et 
intéressants.  L'étude  des  singularités  esl,  de  plus,  nouvelle  et 
parait  ouvrir  un  champ  de  recherches  fécond. 

La  R. 


iMIER  ( Edouard).  —  Les  kquatiOiNS  fondamentales  et  l'amortissement 
DES  Sismographes.  Traduit  de  l'espagnol  par  L.  P.  (iMinistère  de  l'Ins- 
truction  publique  et  des  Beaux- A  ris  :  Institut  géographique  et  sta- 
tistique). Une  brocliuie  <;r.  in-8,  G?,  pages.  Madrid,  Imprimerie  de 
rinslilut  géographique    el   stalislique;    1914- 

Le  colonel  du  génie  Mier,  Membre  de  l'Académie  royale  des 
Sciences  de  Madrid,  Inspecteur  généial  du  Corps  des  Ingénieurs- 
Géographes,  auteur  de  nombreux  écrits  sur  la  Sismologie,  occupe, 
en  Espagne,  une  situation  officielle  qui  répond  de  la  compétence 
avec  laquelle  il  peut  exposer  ses  vues  personnelles  en  Sismologie. 

A  l'ordre  du  jour  du  Congrès  que  l'Association  internalionale 
de  Sismologie  devait  tenir  à  Pélrograd,  en  août-seplembre   191  4» 
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figurait  le  vœu  «  que  tous  les  instruments  destinés  à  l'étucle  du 
vrai  mouvement  du  sol,  soient  pourvus  d'amortisseurs  et  que 
l'heure  indiquée  par  eux  soit  régulièrement  conlrôle-e  par  la  récep- 
tion de  signaux  radiolélégraphiques  ». 

Le  colonel  Miei-  applaudit  à  la  seconde  partie  de  ce  vœu.  Sur 
son  initiative,  tous  les  Observatoires  sismologiques  qui  dépendent 
de  l'Institut  géographique  et  statistique  de  l'Espagne  ont  été 
pourvus  de  stations  réceptrices  radiotélégraphiques,  fl,  parmi  ces 
Observatoires,  celui  de  Tolède  en  possède  depuis  le  mois  de 
juin  1913. 

Mais  le  colonel  Mier  ne  pense  pas  que  remploi  des  amortisseurs 
dans  les  pendules  sismographiques  résolve  complètement  ce  pro- 
blème «  obscur  et  complexe  »  :  Déduire  des  sismogrammes  loules 
les  caractéristiques  des  mouvements  sismiques. 

Considérant  que  «  tous  ceux  qui  s'occupent  d'études  scienti- 
fiques doivent  être  des  partisans  enthousiastes  de  la  vérité  »,  le 
colonel  Mier  s'est  cru  obligé  de  publier  cette  Brochure  critique, 
car  «  les  études  sismologiques  actuelles  lui  paraissent  reposer  sur 
des  bases  fausses  et  s'acheminer  par  des  détours  qui  j^ourraient 
amener  de  graves  conséquences  pour  l'avenir  de  la  Sismologie  ». 

L'Auteur  a  donc  cherché  à  montrer  que  les  sismographes 
actuellement  employés  ne  peuvent  que  conduire  à  des  erreurs; 
et,  dans  l'intérêt  de  la  Science,  il  désire  que  les  savants  qui 
s'occupent  de  Sismographie  étudient  ses  critiques,  afin  d'en  déduiie 
le  bien-fondé  ou  la  fausseté. 

Titre  des  Chapitres. 

1.  Etablissement  des  équations  fondamentales.  —  2.  Comparaison  entre 
les  équations  des  sismographes  pourvus  ou  non  (rainorlisseurs.  —  3.  Hypo- 
thèse de  la  loi  sinusoïdale  du  mouvement  de  l'axe.  —  i.  Il vpoihèsessinO  =  0, 
cosf)=i.  —  "y.  Hypothèse  de  l'indépendance  enlie  des  fragments  consé- 
cutifs d'un  même  sismogramme.  —  G.  Observations  au  sujet  du  fadeur  t'  ''. 
—  7.  Hypothèse  de  l'action  d'inK-  seule  des  composantes  du  iiHMivcmeni 
sismif|ue  sur  l'axe  du  pendule.  —  l'J(|iiations  dilTérenlielles  du  mouvement 
lies  pîtiduies  verticaux,  horizoni  aii\  ri  inclinés.  —  8.  Mécanisme  de  l'ins- 
cription ties  sismogrammes.  —  •,).  Amortisseurs. 

Eu.  L. 
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SUR  UN  MÉMOIRE  DE  M.  SUNDMAN  ; 
Par  m.  J.  HADA.MARD. 


1.  On  connaît  les  belles  recherches  par  lesquelles  M.  Sundnian 
a  traiisfoi'mé  la  tlu^orie  du  pioblème  des  trois  corps.  Ces  recherches 
sont  exposées  dans  Irois  Mémoires  princi|)aux  :  deux  insérés  dans 
les  Acla  Societalis  Fennicœ  (')  et  dont  j'aurai  à  mentionner  le 
premier,  que  je  désignerai  par  A.  S.  F.]  un  qui,  d'ailleurs, 
reprend  les  deux  précédents  et  constitue,  par  consé(pient,  à  lui 
seul,  un  exposé  complet  et  qui  est  inséré  aux  Acta  matliema- 
tica  (^);  je  le  désignerai  par  A.  M. 

Etant  donnée  l'importance  fondamentale  de  ces  travaux,  peut- 
être  ne  sera-t-il  pas  sans  intérêt  pour  le  lecteur  de  signaler,  dans 
ce  dernier  Mémoire,  une  inadvertance,  laquelle  est  d'ailleurs  sans 
aucune  répercussion  sur  l'ensemble  des  résultais.  Elle  porte,  en 
efi'et,  sur  le  n°  12  {A.  M.,  p.  i3o)  du  Mémoire  en  question,  lequel 
peut,  à  la  rigueur,  être  laissé  de  côté  au  point  de  vue  du  reste  du 
raisonnement. 

Ajant  écrit  (moyennant  I  introduction  d  une  nouvelle  variable 
indépendante  11  à  la  place  du  temps)  les  équations  du  mouvement 
sous  une  première  forme  {^A .  Al.,  n"  11), 
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r 

/•ï' 

à\ 

<i'^ 

,  '- 

du' 

du-'- 

r 

dr, 

17,: 
d-' 

-t—  =  /-H, 
du 

f  '-^  = 

-die' 

du  -  ^" 

(  '  )  T.  34,  35. 

(^)  T.  36.  p.  io5  et  suiv. 
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avec 

(2)  ;r2-f-72-t-i52=  ,-2 

et  (intégrale  des  forces  vives) 

(3)  ^(^'2  +  y-+^'2)-^A/-«(i'24-  7/2+^2)   =   /•2(2U  —  K) 

{g,  /i,  K  =  const.), 

l'auteur  en  déduit  un  autre  système  (S),  au  sujet  duquel  nous 
renverrons  au  Mémoire  cité  \A.  y)/.,  n°  11,  équation  (79)]  et 
qu'il  substitue  au  premier. 

Il  se  i^ropose,  au  n"  12,  de  savoir  si,  inveisement,  une  solution 
du  système  (S)  satisfait  aux  équations  primitives  1  M. 

11  n'y  a  aucune  difficulté,  à  cet  égard,  en  ce  qui  regarde  les 
équations  (1),  (i')  et  l'on  n'a  à  se  préoccuper  que  des  équa- 
tions (2),  (3). 

Soit 

pj    ^    372  +  J.2U-    -2_  r-l 
X 

Si  nous  considérons  treize  fonctions  x^  y,  :;,  x\  y\  z\  ^,  r,,  t, 
ç',  7/,  s',  '■  de  la  variable  indépendante  //,  satisfaisant  au  sys- 
tème (S)  et  aussi  à  (1),  (i),  et  si  nous  cherchons  quelles  relations 
en  résidteiit  entre  H  et  G,  nous  trouverons 

G    ,         dm  dH 

1  ff  dti^  du 


(E) 


dG        -igi  nio-h  nii)  dU 
du  /•*  du 

du 


La  seconde  de  ces  équations  est  bien  équivalente  à  la  seconde 
é(|uation  (82)  de  M.  Sundman  (A.  M.,  p.  i.ii).  Mais,  dans  la 
première,  le  dernier  terme  2(mo -l- /??i  )H  a  été  omis  par  le  géo- 


(')  Celte  propriété  apparleiiant,  piU'  liypolliisr,  avant  le  rlinc  ;m\  sdiulions 
que  considère  exclusivenenl  lauleur,  suhsisle  après  le  choc,  pai'  le  lail  nu^mn 
qu'il  y  a  prolongement  analytique,  et  c'est  pour  cela  que  sa  démonstration  n'est 
pas  indispensable  à   la   suite  du  raisonncincnl. 
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mèlre   suédois  (ce  qui  lui   permet  de   simplifier  en  inlroduisant, 

au  lieu  de  H,  l'inconnue  W  = 1—  )  • 

'  du  I 

2.  Le  -système  (E)  se  traite  d'ailleurs  comme  celui  de  M.  Sund- 
man  tant  que  les  conditions  iniliales  ne  correspondent  pas  à  r  =  o. 

Mais  il  est  précisément  intéressant  de  traiter  la  question  d'équi- 
Aalence  qui  nous  occupe  en  se  plaçant  dans  le  voisinage  d'un 
choc,  qui  est  |)récisément  le  phénomène  étudié  par  Tanleur.  Or, 
pour  une  valeur  ii^^  de  a  telle  que  r  s'annule,  le  système  des 
équations  (E)  [comme  le  système  (82)  écrit  dans  le  iMémoire  des 
A.  J/.],  cesse  de  tomber  sous  le  coup  des  théorèmes  fondamen- 
taux de  la  théorie  des  équations  (lifTérenlielles,  de  sorte  qu'il  ne 
sulfit  plus,  pour  démontrer  que  G  et  H  sont  identiquement  nuls, 

de  s'assurer  que  G,  H,  -7-  s'annulent  avec  11  —  Wo- 

Le  complément  demandé  est,  d'ailleurs,  aisé  à  apporter.  L'éli- 
mination de  G  fournit,  pour  H,  l'équation  linéaire 

^     ''         dii^  r     diû'^Y  r  ""    du[r\l\du 


Or  si,    pour   u  =  Uo,   on   suppose  ar  =  r  =  s  = /"  =  o,  ce   qui 
donne  déjà  ('  ), 

et  si,  en  outre  (toujours  pour  celte  même  valeur  de  u),  on  sup- 
pose également 

U  )  -r-T  =  o, 

du- 

on  constate  aisément  [à  l'aiile  des  équations  (i)  et  de  . J .  M., 
équation  (75),  p.  128)]  que,  {u  —  ;/o)  étant  considéré  comme  infi- 
niment petit).  /'  a  |ioiii'  partie  principale 

(u  —  «„;-• 

(')  Les  inconnues  sont  supposées  lioluniorplies  en  u. 
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L'équation  (E,)  s'écrit,  dans  ces  conditions, 
«?3  H        /       6  \d^U 


r        18  1  c^H       r        24  1h  =  o 

YiH  —  lloY  '  '  '  \    du  L(m  —  Mo)'   ^' '  "  J 

Elle  a  donc  (pour  u  =  Uq)  ses  intégrales  régulières,  et  l'équation 
fondamentale  déterminante  a  pour  racines  2,  3,  4- 

Dès  lors,  pour  que  H  soit  identiquement  nul^  il  est  né- 
cessaire et  suffisant  qu  il  soit  d'ordre  supérieur  à  \  en  u  —  «o? 
c'est-à-dire  que,  outre  (4)  et  (4')i  O"  ^'l  pour  u  =  Uç^ 

dyR  _  £/Mi  _ 

dLÛ         du* 

x^  y,  z  sont  d'ailleurs,  comnie  /■,  du  second  degré  par  rap- 
port à  (m  —  Wo)-  La  condition  cherchée  est  donc  que  les  coefficients 

2  2  2 

de   (« —  //o)"    dans   leurs  développements    respectifs    vérifient   la 
relation 

ainsi  qui!  élait  d'ailleurs  évident  a  priori  [^). 

(')  On  peut,  à  noire  point  de  vue,  idinener  l'inlégralion  du  système  (E)  à 
celle  d'une  seule  équation  linéaire  du  second  ordre.  Si,  en  ellet,  entre  les  deux 
équations  (E),  on  élimine  algébriquement  (m^-^  m^),  on  trouve 

i/n  —    '     -  —\-  L  ^/',f^  _  ^  £l!i\_  '  iL  I  _L/f^V  i 
g  \      du  ~^        du  )       /  '    du  \     du-         du    du  /       3   du  \  r-  \  du  /    \ 

c'est-à-dire 

HG          1   /dUy 
2 ^    — —      =  con-it. 

i,"-  ;-  \  au  ' 

Admettons  que  le  premier  memlirc  s'annule  pour  u  —  //„  :  la  constante  devra 
être  nulle.  En  tirant  de  là  la  valeur  de  G  cl  reportant  dans  (E),  on  trouve, 
pour  H,  l'équation  différentielle 

-  r(-j-)  =  r\l  -T--  —  /■  Il  — -  H-  >    /»„+  /»,)ll-; 
■?.      \  du]  du-  du 

en  posant  II  =  IIJ,  ceci  donne 

rfMI,         dr  d\\,        ^ 
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3.  Le  prolongemenl.  des  solutions  au  delfi  cVnn  choc  simple 
(deux  des  coi|)S  seulement  se  rencontrant),  par  le  moyen  de  la  va- 
riable u  et  du  svstcme  (S),  est  la  première  conclusion  fondamen- 
tale obtenue  par  M.  Siindman. 

La  seconde  consiste  dans  le  fait  que,  si  les  constantes  des  aires 
ne  sont  pas  nulles  toutes  les  trois^  les  trois  distances  mutuelles 
ne  peuvent  devenir  simultanément  infiniment  petites. 

J'ai,  dans  mon  enseignement  au  Collège  de  France,  exposé, 
pour  démontrer  ce  second  théorème,  une  méthode  différente  de 
celle  de  son  auteur,  et  peut-être  un  peu  plus  simple,  .le  me  pro- 
pose de  l'indiquer  ici. 

Supposons  donc  que  l'une  au  moins  des  constantes  des  aires 
soit  différente  fie  zéro  :  par  exemple  la  constante  <7,  celle  qui  est 
relative  à  Taxe  des  z  et  que  nous  su|)poserous,  pour  fixer  les  idées, 
être  la  plus  grande  des  trois  en  valeur  absolue. 

Il  s'agit,  dans  ces  conditions,  en  supposant  que  lune  des  dis- 
tances mutuelles  tombe  au-dessous  d'une  certaine  tiuantité  x  (que 
nous  pourrons  d'ailleurs  prendre  aussi  peu  différente  de  zéro  que 
nous  le  voudrons),  de  trouver  une  limite  inférieure  des  deux  autres 
distances. 

Employons  d'abord  ('),  non  le  changement  d'inconnues  dont 
nous  venons  de  faire  usage  avec  M.  Sundman,  mais  la  Iransfor- 
malion  analogue  (et  d'ailleurs  également  classique)  dont  l'auteur 
fait  usage  dans  son  précédent  Mémoire  (/J.  S.  F.^  p.  2,  n°  2). 
Avec  les  notations  de  l\L  Sundman,  la  première  équation  (16) 
du  Travail  en  question  nous  montre  que  l'une  au  moins  des 
quantités 

lUoI       lUJ       lUJ 


m\  in<i 


est  supérieure  à  Li  (^avec  a^  o,  par  hypothèse)  :  soit,  pour  fixer 
les  idées, 

|Uo|>«_ 
nin    ~  3 

S'il    en    est   ainsi,    l'équation    des    forces  vives,    laquelle    peut 


(  '  )  Il  est  entendu  que,  dans  ce  qui  suit,  la  variable  indépendante  est  à  nouveau 
le  temps  t.  ' 

Huit,  des  Sciences  mnt/iéni.,  2'  série,  t.  \.\XI\.  (Nov.   lyi'i.)  20 


/=0 

:  2U  — 
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s'écrire 

U  —  K  =  2  ( \ 1- —  K 

(  M  =  nio  -h  /?ii  -t-  ni2  ), 
montre,  en  la  multipliant  par  r^,  que  \n  quanlilé 
2M  2 M  ri        2 Al  /-J 

(b)  ToH 1 — 

nio  m\    T'y         in-2    r-, 

est  supérieure  à 

(7)  /»o^-|K|r^ 

Dès  lors,  l'un  au  moins  des  termes  de  (6)  doit  être  supérieur 
au  tiers  de  la  quantité  précédente. 
Si  c'est  le  preuiier,  il  est  clair  que 

(8)  /•o>A-,, 

pourvu  que  A")  soit  au  plus  égal  à  la  racine  positive  de  l'équation 

(8')  K    -^  H kl—  mo  —  =o. 

o  nio  27 

ou,  comme  nous  le  supposerons  de  préférence,  à  la  plus  petjte 
des  raciues  des  trois  équations  analogues  déduites  de  celle  que 
nous  venons  d'écrire,  en  v  remplaçant  nio  successivement  par  nin, 
nii,  m,. 

S'il  en  est  ainsi,  notre  conclusion  est  démontrée. 

Sinon,  la  limite  inférieure  indiquée  tout  à  l'heure  pour 

2  M 

/-o 

convient  h  l'un  des  deux  termes  restants  de  (6),  par  exemple,  au 

dernier,  soit 

•2 M   r=        mpa'-        |K| 
nii  fi  27  3 

ou  (si  l'on  n'a  pas  Tiné-ijalité  r,,  >  /",) 

^■^'  1-2    ^    2  M    V       27  3  V  '^lo 
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Nous  avons  donc  ainsi  une  limite  inférieure  du  rapport  —  • 
Ceci   entraine    tout    d^ abord    une    limite    inférieure    ana- 
logue (  '  )  pour  —  ,  savoir 

/•?         (ro  —  ro)-^         mz  , 

—  >  >  —  ki—7.ro 

r-i  r-i  nto 

ou 

(\o)  -1  >  —  -i  =  A:, 

r.2         M     1 

[m  désignant  la  plus  petite  des  masses  m,)  à  moins  qu'on  n'ait 


(II)  '-0  > 


■2 


/••j  est  dès  lors  (s'il  tend  vers  zéro)  la  plus  petite  des  trois  dis- 
tances^ et  même  les  rapports  —  >  —  sont  très  petits  avec  r^-  Dans 
l'hvpothèse  où  nous  devons  nous  placer  de  /'o  <  /.,  on  a 

ro         /-o  /r-i  /  y. 

Il  en  résulte,  en  particulier  : 

i"  Que  (conformément  aux  conclusions  générales  de  M.  Sund- 
man)  r^  ne  peut  échanger  son  rôle  avec  /(,  ou  /•(,  tant  que 
l'une  de  ces  trois  distances  reste  inférieure  à  x.  Si,  en  effet,  le 
dernier  membre  de  (i  2)  est  inférieur  (et  non  égal)  à  1,  ce  qui  a 
lieu  pour 

(tD)  y.  <  A-2, 

l'inégalité  (12)  est  incompatible  avec  les  inégalités  analogues 
obtenues  en  permutant  les  indices  aux  premiers  membres. 

2°  Que  U2,    V2.   ^'^2  sont  très  petits  avec  /o.   Pour   /'o  <C  x. 


(')  11  est   clair   que  les  inégalités  (10),  {12)  ont  également  lieu,  même  dans 
l'hypothèse  (8)  ou  (11),  si  x  est  suffisamment  petit,  savoir  si  l'on  a 

(.3')  A^;,<(^^_,,)\ 

Nmis  supposerons,  pour  tixer  les  idées,  qu'il  en  est  ainsi. 
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l'équation  (5)  de  forces  vives,  multipliée  par  /;;,  donne 


(i4)        Uo  ,       V,,      \\\i\<\/Tyu[  /-^H ^H ^-Kr| 


4.  A  partir  de  ce  moment,  il  est  préférable  de  revenir  à  la  iiola- 
lion  du  Mémoire  des  Acta  mathematica  \^A.  M.,  p.  109,  é(|ua- 
lions  (9-19)],  dans  laquelle  les  notalions  x,  y,  z,  /'onl  d'ailleurs  le 
même  sens  que  .r^,  j^o?  ^2)  ''2  dans  le  Mémoire  des  A.  S.  F.^  pen- 
dant que  la  j)Osition  du"  système  est,  en  outie,  définie  par  les  coor- 
données relatives  ^,  v),  ^  du  troisième  point,  par  rapport  au  centre 
de  gravité  des  deux  premiers.  On  a  posé 


r^inc-galilé  (10)  subsiste  évidemment  en  remplaçant  /',  par  p  : 
on  a  donc  aussi 

(.0')  £:>x.,  '-<^/|. 

La  forme  des  intégrales  des  aires  ^A .  S.  /''.,  formules  (3i)]  (') 
montre  que  les  quantités 

''-~  '-  dt       ''  d't  '         ''-  ''  dt       ^-  dt:        ^'  ~^  di    '^  dt 

dill'èrent  de  t'  t'  t  de  (luanlilés  inférieures  au'iiroduit  de  Ç-  par  la 
limite  supérieure  (i4)-  ^-  sera  donc  ditlérenl  de  zéro,  on  aura  (-) 

(i5)  |a|>  ^-|/3/^. 


(')  Nous  nous  référons  ici  à  A.  S.  F.  et  non  h  A.  .)/.,  la  not;iti«)ii  employée 
pour  désigner  les  constantes  des  aires  étant  celle  du  premier  de  ces  deux  Mé- 
moires. 

(-)  Le  second  membre  de  (i"))  devant  être  positif  el  non  un!,  /  est  supposé 
vérifier  l'inégalité 

égalité  exclue. 
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Par  contre,  on  a  aussi  une  limite  supérieure  des  modules  de  a, 


3,  *',  savoir 


ri6) 


hl.    I?K    IvK^  +  J^V^ 


Pour  trouver  une  limite  inférieure  de  p,  nous  allons  nous  pro- 
poser d'obtenir  une  limite  supérieure  pour  la  vitesse 


du  point  (i,  r,,  Q. 

Soit  l^  le  premier  instant  (jù  /'  prend  la  valeur  y.  pour  rester  au- 
dessous  de  cette  valeur  jiiscpi'à  l'instant  t^^. 

A  partir  de  1  instant  ^i,  les  évaluations  précédentes  deviennent 
toutes  valables.  Dès  lors,  dans  l'équation  de  Lagrange 


('7) 
('7') 


rf2(R2) 


df^ 


M 


M 


M 


.^mor^)        niiTi        m-ir-i 


—  K 


R2  ^   1±    +   1^ 


m-} 


gr-  ^  Il  ?-) 


que   nous  emploierons  à   l'exemple  de   .M.   Sundman,    le   second 
membre  peut  s'écrire 

dHR-^)        2  M 


(i8 


cif^ 


(i  +  O, 


'•9 


étant  très  petit  en  même  temps  que  /'.  D'une  manière  précise 


Nous  supposerons  x  assez  petit  pour  f|ue  |î|  soit  plus  petit  que  i. 


soit 

(^9) 


V 


k,  \m(,        /»!  /  i  M  J 


égalité  exclue. 

Intégrons  la  relation  (i8)  (dans  hujueile  la  valeur  commune  des 
deux  membres  est  constamment  positive)  depuis  un  instant  t[  ^t^ 
jusqu'à  l'instanl  -  du  minimum  de  R  (ce  minimum  étant  d'ailleurs 
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zéro  ou  >>  o  ).  Il  vient 

r^  dt^  _  /»,         r      d(R\)\ 

J^,   /•  "  •2ivi(i-t-£,)  [      Tir J ,=,■  ' 

e,  élanl  une  valeur  de  $,  c''est-à-clire  une  quantité  qui  satisfait 
à  (19).  A  cause  de  (10),  ceci  donne  une  limite  supérieure  de  cha- 
cune des  quantités 

J,.    n      7,,    r\ 
savoir 

,      ,  r^  dt  m.,  r       r/(R2)l 

(-'  l    ?î<.M/,(,Vs,)    -V    ,„,        *'="•■'• 

'1 


Or,  le  point  (q,  -^j  ^)  peut  (')  être  considéré  comme  avant  une 
masse  éj^ale  à  1  et  se  mouvant  sous  l'action  de  deux  forces  newto- 
niennes  d'intensités  respectives 

MX       M;jL 

'1  '       '■f 

(où  K  et  a  sont  deux  constantes  positives  de  somme  égale  à  1  ).  Sa 
variation  de  vitesse  sera  au  plus  égale  à  la  somme  des  impulsions 
de  ces  deux  forces.  Donc  sa  vitesse  V  à  l'instant  -:  satisfera  à  l'iné- 
galité 

'  '  •iÂ-,(H-£,)L  dt        \t=t\ 

en  désignant  par  V,  la  valeur  de  \   à  l'instant  t\. 

Cette  limitation  de  la  \itesse  donne  bien  uni'  limite  inférieure 
pour  le  rayon  vecteur  0  (et,  par  conséquent,  aussi  pour  K-;^  Ao-). 
On  a,  en  effet,  évidemment, 

iJonc,  à  linstHnt  t, 


i-ïi) 


f-f/Wx 

l'T  — 

m-i                  d(\V^) 

>.ki[  1  — £„)  [           dt        ,   r, 

So  désignant  le  second  niend)re  de  (u)). 


(')  Voir  A.  M.,  formules  (17  ).  [).   110,  les  cqiialioiis  de  son  inoiivemcnt. 
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Il  ressort  déjà  de  là  que  R  ne  peut  pas  tendre  vers  zéro  pour  une 
valeur  finie  du  temps. 

5.  Mais  M.  Sundman  a  été  plus  loiu.  Il  a  obtenu  pour  R,  en 
fonction  des  seules  données  initiales,  une  limite  inférieure  valable 
si  grand  que  soit  t. 

C'est   à   quoi    nous  arriverons  aisément  si    l;i   c(uislanle  R  des 

forces   vives    est    négative.    Car   alors    [d'après    (17)],   — 7-7^-   est 

toujours  positif,  de  sorle  que  la  question  ne  se  pose  pas  (R  éiant 
croissant  pendant  lout  le  cours  du  mouvement),  si  la  \aleur  ini- 
tiale (R")y  de  — -^ —  est  positive  et  que,  dans  le  cas  contraire, 
— - — -,  lorsqu'il  est  négatif,  est  toujours  inférieur  en  valeur  absolue 

à  |(R-)|,|.  On  peut  alors  prendre  t\  =  t^  et  évaluer  \  par  le  théo- 
rème des  forces  vives  qui  (/'o,  i'\  et  /'o  étant  tous  au  nioir)s  égaux 
à  X  pour  t  =  tf)  donne,  pour  cet  instant, 

(24>  V2<V-y       2-+      K  N= \ 1 


et,  par  conséquent,  finalement. 


«      S  i    r 


fT: 


/  I      /    2  [\  ...  ,\  m'^  ,  .  n.,      / 

V'^    /'  \   X  '     '/        ik-i{\  —  £0) 


d'où  une  limite  inférieure  de 

R2iR|^/tp| 

et  (pendant  loute  la  période  oiî  /•  <<  x)  une  limiie  inférieure  de  p, 
savoir 

(■l'i  \ 


R2 

/      * 

'  ^l*" 

en  \erlu  de  (^17')  et  de  (^10'). 

6.    Supposons,  en  second  lieu,  K  >  o. 

Désignons  toujours  par  \"^   le  dernier-  membre  de  (24),  de  sorle 
que,  porn-  /  =  /, ,  \    est  au  plirs  égal  à  \  , . 
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Soit  0|  une  valeur  de  o  déterminée  par  la  relation 


(■26) 


I —  A 
V  1 


A.  désignant  le  dernier  membre  de  liné^alilé  (16)  et  v  un  nombre 
supérieur  à  l'unité. 

ï.   Si  0  reste  supérieur  à  0,,   notre   conclusion   est  démonirée. 

11.  Supposons  maintenant  que,  p  décroissant  jusqu'à  la  valeur  g,  , 
V  ait.,  au  moment  où  cette  valeur  est  atteinte,  une  valeur  V'j  au 

plus  égale  à  V, .  Prenons  cet  instant  pour  instant  t\ .  Comme 

on  aura  alors 

do 


dt 


^v. 


dt 


£V,c,  =  Av/3^ 


et   comme,   d'après   l'équation  ^^(5)    des    forces    vives     multipliée 
par  m-i/-^, 


dr 

di 

on  aura  aussi 


^  /■  ['2  M  -+-  2  M  l 


m n  r  ni  1  r 


nioro        W]/-] 


K I  /«  2  '■ 


<  ^\  '-, 


(27) 


d(R^) 


dt 


dr\        , 
dt 


î  h  A  /3  V  -^  .^  v/^v  ^  1 


d'où  (à  rinstanl  t)  pour  V,  toujours  d'après  l'inégalité  ('-ii), 


(28) 


V<  V, 


•2^-2(1  —  £0) 


{h  A  \/Ti  +  g//^A); 


pour  px  [d'après  (23)], 
(29)  Pt^  


Vi 


2  A-2  (  l  —  Eo  ) 


(  /i  A  /s  V  -^  g  ^ kt,  y.  ) 


Dès  lors  la  valeur  de  R-  au  même  instant  t  (^valeui-  minima),  ainsi 
que  la  valeur-  de  p  pour  tout  instant  tel  que  /•  <<  x,  sont  limitées 
inférieurement  par  les  inégalités 


(3o) 
et  (25). 


R2^/ip| 
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Cette  évaluation  s'ap|)li(jiie  également  au  cas  où,  pour  l^t,, 
p  est  au  plus  égal  à  pi   :  on  prendra  alors  t\  =  t,. 

III.  Supposons  donc  enlin  <|ue,  au  moment  où  p  atteint  en 
décroissant  la  valeur  p,  (et  cela  pour  la  première  lois  à  partir 
de  ^1),  V  soit  supérieur  à  V,.  Nous  prendrons  encore  cet  inslant 
pour  instant  t\,  la  valeur  correspondante  de  V  élant  toujours 
désignée  par  Vj. 

Soit  T(  l'instant,  antérieur  à  t\,  où,  |)Our  la  dernière  fois,  X  a 
passé  par  la  valeur  V,.  Dans  l'intervalle  de  temps  (T,,  t\),  le 
produit  pV  est  consiamnient  supérieur  à  la  limite  Ay/3v  et,  par 
suite,  en  vertu  de  l'identité 


V2  = 


dp 


^' 


dtj 


on  a 


(3i) 


>Vl/i- 


V 


dp 


d'où  ressort,  tout  d'abord,  que  -j-  ne  s'annule  |)as,  et,  par  consé- 
quent (puisque  p  a  décru  de  t  =  T,  à  t  =  t'^)  qu'il  est  constam- 
ment négatif. 

Dans  cet  intervalle  de  temps  (T,,  ^',),  nous  appliquerons  le 
théorème  des  forces  vives  au  mouvement  du  point  (^,  r, ,  Ç).  La 
force  qui  agit  sur  ce  point  (considéré  comme  de  masse  i)  a  (M 
pour  composantes 

Si  nous  réduisions  celles-ci  aux  termes  qui  contiennent  respec- 
tivement ç,  T,,  ^  en  facteurs  et  si,  en  même  temps,  nous  remplacions 
les  dénominateurs  /jj  et  /"'^  par  0',  le  travail  élémentaire  de  cette 


(')   Voir  toujours  les  équations  (17),  A.  M.,  p.    in 
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force  serait  (en   vertu  de  A  +  a  r=  i) 


(33) 


■»  j  ^  «^Ç  +  ■',  d'^i  -i-  !^  ^s  _        M  ^P 


Cela  reviendrait  à  considérer  les  atlraclions  newtoniennes  qui 
s'exercent  sur  le  point  (ç,  r, ,  XS)  comme  émanées  de  l'origine  des 
coordonnées. 

Les  considérations  précédentes  vont  nous  montrer  aisément 
que  l'erreur  ainsi  commise  est  négligeable. 

En  premier  lien,  la  substitution  de  r\,  r\  à  p'  aux  dénomina- 
teurs revient  à  multiplier  l'expression  précédente  par  un  facteur 
compris  entre 


c'est-à-dire  [d'après  les  inégalités  (lo')]  enlie 


Quant  aux  termes  en  jr,  j^,  5,  ils  donnent  le  travail  élémentaire 

(34)  ^\\^i.L.^l\ai;d\-^yd-T,^zdt). 

\  '"il        ''i  / 


Oi 


d''  dr,  dZ, 


dt       ^    dt        ~  dt 
est  inférieur  à  /V,  c'esl-à-direj  en  vertu  de  (3i),  à 


V 


Comme  la  dilTérence  -r est  inférieure  en  valeur  absolue  au 

'    (»  '     1 

plus  grand  de  ses  deux  termes,  c'est-à-dire  à 


(-\/^) 


X   \'    P^ 


on  a  ainsi  une  limite  supérunire  du  travail  de  la  force  (32  )  et,  par 
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conséquent,  une  limite  su[)érieure  pour  V',",  savoir 


(35) 

'        '  ^     'T, 


2  M  AU 


<: 


I  /    y      f  ''  -  dz 


\/iJ 


Les  limitai  ions  (25)  à  (3o)  resteront  done  encore  valables,  dans 
ce  dernier  cas,  à  condition  d'v  remplacer  V,  piir  la  quantité  V, 
obienue  on  extrayant  la  racine  carrée  du  dernier  membre  de 
l'inégalité  précétienle. 

Nous  avons,  en  un  mot.  obtenu  la  limite  inférieure  demandée 
pour  la  valeur  minima  de  R-,  savoir  la  quantité  (3o)  dans  laquelle 
pT  est  donné  par  (29),  \ ,  étant  remplacé  par  la  quantité  \\  donnée 
par  (35)  et  où  p,  est  défini  (')  pai'  (^6);  ou  plus  exactement 
(à  cause  de  la  possibilité  de  l'hypothèse  I)  la  plus  petite  des 
limites  (3o)  et 

R'2  =  hp]. 

Quant  à  p  (s'il  n'est  pas  constamment  supérieur  à  p,),  il  sera 
supérieur  à  la  limite  (25). 

De  plus,  nous  avons  du  même  coup  (ainsi  que  cela  est  néces- 
saire pour  le  développement  de  la  méthode  de  M.  Sundman)  une 
limite  supérieure  de  \  ,  à  savoir  la  limite  (28)  (\  )  étant  toujours 
remplacé  par  V',).  C'est  ce  que  les  raisonnements  précédents  nous 
montrent  bien  (-)  dans  l'hypothèse  (HI). 


(')  Dans  (2S)  il  est  entendu  que  V,  ne  doit  pas  être  remplace  par  V',. 

(')  Les  raisonnements  précédents  ne  concernent,  il  est  vrai,  que  les  instants 
antérieurs  à  t.  Mais,  pour  les  appliquer  à  f  <  t,  il  suffit  de  se  servir  de  la  réver- 
sibilité des  équations  du  mouvenienl  (ciiangemenl  de  f  en  — t  dans  ses  équa- 
tions) et  de  faire  jouer  le  rôle  de  t^  k  l'instant  C^  où  r  cesse  d'être   inférieur  à  %. 
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Dans  riivpothèse  (I),  on  arrive  à  la  mènie  conclusion  en  appli- 
quant la  même  méthode  à  tous  les  intervalles  de  temps  (s'il  en 
existe)  dans  lesquels  V  est  supérieur  à  V,.  On  ()|)éiera  de  même 
dans  riijpothèse  (II)  >i  V  (avant  de  prendre  la  valeur  V,  <  V,) 
prend  des  valeurs  supérieures  à  V). 

Quant  à  x,  il  désigne,  dans  les  formules  précédentes,  une  quan- 
tité positive  véiifiant  les  inégalités  (') 


(8") 

(t3")(2) 

(15") 

('9) 


O   <  /.  <  k'i, 

A-', 


A'1 


—  y.  —  vk'^y.  >  o, 


2  M  a^- 

A ,  —  M  —  =  o, 

m  27 


k' 


2  M/. 


m  y    Kj  1 


]\I 

k\ 

m 

2 

a- 

J' 

M      /x        |K| 


Vi< 


/.  <i, 
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VOLTERRA  (Vito  ).  —  The  Theory  of  permutable  Functioxs.  Lectures 
delivered  at  Princeton  Universily;  Oclober  1912.  (Louis  Clark  Vanuxem 
Foundation.)  1  voL  in-8,  11-66  pages,  Princeton,  Universily  Press;  Lon- 
don,  Humphrey  Milford;  Oxford,  University  Press;  April  igi5. 

On  trouvera  dans  ce  Livre  une  exposition  systématique  des 
travaux  essentiels  de  M.  Volterra  sur  la  théorie  des  fonctions 
perniulables.  Ces  recherches,  (|ui  ont  fondé  la  théorie,  ont  déjà 
été  exposées,  avec  plus  de  développement,  dans  les  Leçons  sur 
les  équations  intégrales  et  inlégro-différentielles  (M  et  dans 
les  Leçons  sur  les  fonctions  de  lignes  {^)  du  même  Auteur.  Ces 
deux  Volumes  ont  été  analysés  en  détail  dans  le  Bulletin  ('), 
aussi  insisterai-je  surtout  sur  les  points  qui  n'avaient  pas  été 
traités  dans  les  deux  piécédenls  Livres. 

Dans  une  première  Conférence,  M.  \  olterra  introduit  la  notion 
de  composition  et  de  permutabilité  de  deux  substitutions.  11  en 
déduit,  par  le  passage  à  la  limite  du  calcul  intégral,  dont  il  a  fait 
par  ailleurs  un  emploi  si  fécond  dans  toute  sa  théorie  des  fonc- 
tions de  lignes,  la  notion  de  composition  de  deux  fonctions  de 
deux  variables.  Si  les  substitutions  initiales  sont  quelconques,  il 
obtient  ainsi  la  composition  de  deuxième  espèce,  exprimant  1  opé- 
ration 


si  au  contraire  tous  les  éléments  situés  d'un  coté  de  la  diagonale 
principale  sont  nuls,  il  obtient  la  composition  de  première 
espèce 


i: 


Une  notation   analogue   à  celle  d'un  produit  étant  ainsi  adoptée 


(')  Paris,  Gaulliier-Villars,  igiS,  p.  147  à  162. 
{■)  Paris,  Gauthier- Villars,  igiS,  Chap.  XI,  XII,  XIII. 
(5)  T.  XXXVII,  p.  2S9:  t.  XXXVIII,  p.  161. 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  a'  série,  t.  XXXIX.  (Décembre  igiô.) 
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pour  cette  opération,  il  y  aura  intérêt  à  considérer  les  fondions 
diles pef7}iutables,  pour  lesquelles  cette  opération  est  coininuta- 
live 

/?  =  ?/• 

Après  avoir  déterminé  les  fonctions  perniulables  de  première 
espèce  avec  l'unité,  l'Auteur  étudie  la  convergence  des  séries  de 
fonctions  permutables.  Je  rappelle  les  résultats  auxquels  il  arrive. 
Prenons,  pour  fixer  les  idées,  une  seule  variable  z  et  soit  la  série 
convergente 


Remplaçons-j  z  par  zf{x^  y)  et  considérons  les  puissances  de  / 
comme  exprimant  des  compositions.  Nous  obtenons  la  série 

(2)  ^a„z"f", 

qui  converge  autour  de  :;  =  o  et  représente  une  fonction  de  x  el  )' 
permutable  avecy.  C'est  de  plus  une  fonction  de  z  toujours  entière 
s'il  s'agit  de  permutabililé  de  première  espèce,  entière  ou  niéro- 
morphe  en  même  temps  que  la  fonction  (i)  s'il  s'agit  de  permu- 
tabilité  de  deuxième  espèce. 

Au  début  de  la  deuxième  Conférence,  l'Auteur  démontre  l'élé- 
gant résultat  sur  la  résolution  des  équations  intégrales  qui  fait 
l'intérêt  principal  de  la  composition  et  de  la  pcrmutabilité  : 
à  toute  équation  implicite  ayant  une  solution  analytique  il  fait 
correspondre,  par  simple  remplacement  des  variables  par  des 
fonctions  permutables,  une  équation  intégrale  dont  on  connaît 
une  solution.  Il  envisage  le  cas  particulier  de  l'équation  intégrale 
linéaire  de  deuxième  espèce  et  ramène  à  ce  cas  l'équation  inté- 
grale de  Volterra  de  première  espèce 

par  rapport  à  l'inconnue  X(jc,  j>^).  Il  p;isse  ensuite  à  l'équation 

(4)  FX4-Xh",  =  n^ 

et  montre,  dans  le  cas  parlicidicr  où  F  et  V\  sonl  du  premier 
ordre,  rommnil    sa    résolution    se  ramène   à  relie  d'niic  <''qiialion 
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inlégro-dififérentielle.  Sans  insisLer  sur  le  Irailemenl  de  rollc 
dernière  équation,  il  indique  comment  deux  circonstances  peuvcul 
se  présenter  :  suivant  que  F{x,  ^)4-F,(^',  x)  est  identiquement 
nul  ou  non,  l'équation  (4)  a  une  infinité  ou  une  seule  solution. 
C'est  une  subdivision  importante,  car  on  la  retrouve  dans  les 
équations  les  plus  j.;énérales  formées  par  des  compositions  de 
première  es|)èce. 

i\I.  Volterra  envisage,  dans  sa  troisième  Conférence,  ré<|uation 

FX  —  XF  =  o 

dont  dépend  la  recherche  des  fonctions  permutables  de  première 

espèce    avec   F.   11  suppose  F  du  premier   ordre  et  démontre  la 

relation 

X  (x,  x) 


F{a:,x) 


=  const. 


11  indique  comment  elle  permet  probablement  d'obtenir,  dans 
certains  cas,  un  développement 

X  =  Cl  F  +  co  F2  -+- . .  .  -+-  c„  F« -h 

L'élude  de  la  convergence  et  de  la  validité  de  ces  développements 
et  d'autres  plus  généraux  a  été  elfecLuée  depuis. 

La   résolution    de    l'équation  (3)    permet   de    définir    le    svm- 

bole  F~'  et  d'introduire,  dans  la  théorie  des  fonctions  permu- 
tables, des  fractions  svmboliques  :  elles  sont  soumises,  comme  le 
montre  M.  Volterra,  aux  règles  de  calcul  des  fractions  ordi- 
naires. 

L'Auteur  termine  par  une  nouvelle  application,  à  la  résolution 
d'équations  intégrales,  de  la  notion  de  permutabililé.  Ce  résultat 
est  en  somme  déduit  de  celui  de  la  deuxième  Conférence  par  une 
nouvelle  application  du  passage  à  la  limite  du  calcul  intégral. 
Au  lieu  de  partir  d'un  svstème  d'équations  inipliciles  ordinaires, 
il  [)arl  de  l'équation  implicite  fonctionnelle 

^  a      '■Il 
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qui  admet,  sous  certaines  conditions,  une  solution  eny*(ç)  pourvu 
que  |<ï'(ç)l  soit  assez  petit.  En  y  remplaçant  $(i)  par  une  famille 
de    fonctions    permutables    <I>(x,  y,    q),  fÇi)    par   f{x,  y\   E), 

/{xt)f(x.,)  par  /(x,y,   x,)f{x,  y;  x.),    ...,   on   obtient  une 

équation  intégrale  toujours  résoluble  en /(a?,  y;  ;). 

Ce  résultat  montre,  une  fois  de  plus,  la  puissance  et  l'élégante 

simplicité  des  méthodes  introduites  dans  la  Science  par  M.  Vol- 

terra.  t  oj.   • 

Joseph  Feres. 


HILTON  (Harold).  —   Homogexeols  linear  Substitutions,  i  vol.  in-8, 
VIII -H  9 -+-  184  pages.  Oxford,  at  the  Clarendon  Press;  1914. 

Ce  Livre  est  consacré  à  la  théorie  des  substitutions  linéaires  et 
homogènes  et  principalement  à  cette  partie  de  la  théorie  où  inter- 
viennent ces  expressions  appelées  diviseurs  élémentaires  (en 
anglais  invariant-factors)^  introduites  par  Weierstrass,  et  qui 
jouent  un  rôle  fondamental  dans  la  classification  et  l'étude  des 
substitutions  linéaires.  L'Auteur  a  limité  son  sujet  en  laissant 
systématiquement  de  coté  tout  ce  qui  touche  à  la  théorie  des 
groupes  de  substitutions. 

Dans  les  Mémoires  classiques  relatifs  aux  diviseurs  élémentaires 
ainsi  que  dans  les  divers  exposés  qui  ont  été  faits  sur  ce  sujet  ('), 
les  diviseurs  élémentaires  ont  été  introduits  à  propos  de  la  théorie 
des  faisceaux  de  formes  bilinéaires  et  le  rolc  joué  par  ces  mènies 
expressions  dans  la  théorie  des  substitutions  linéaires  résultait 
de  là  :  les  deux  théories  sont  en  effet  liées  étroitement  Tune  à  l'autre 
et  les  problèmes  de  classification,  de  réduction  à  des  formes  cano- 
niques relatifs  aux  substitutions  linéaires  peuvent  résulter  comme 
cas  particuliers  des  problèmes  analogues  relatifs  aux  faisceaux  de 
formes  bilinéaires  :  c'est  le  point  de  vue  classique.  Dans  le  Livre 
de   M.   Harold    Hilton,    au    contraire,    ce    sont  les    substitutions 

(')  Voir\  par  exemple,  Mutii,  Théorie  und  Amvendung  dcr  Flementarthciler 
(Teubner,  1899)  ; 

Sauvagk,  Théorie  générale  des  systèmes  d'équations  différentielles  linéaires 
et  homogènes  {Annales  de  Toulouse,  t.  VIII  et  IX); 

Encyclopédie  des  Sciences  mathématiiiues  (Arlicle  de  M.  J.  I)itAi:ii,  Sur  la 
théorie  des  formes  et  des  invariants,  l.  I,  :>.°  vol.). 
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linéaires  qu'on  trouve  au  premier  plan;  leurs  propriétés  y  sont 
traitées  directement  et  elles  sont  utilisées  pour  édifier  ensuite  la 
théorie  des  formes  bilinéaires  ou  quadratiques  qui  est  également 
traitée  dans  ses  parties  essentielles.  Au  point  de  vue  didactique, 
cette  façon  de  procéder  paraît  présenter  quelques  avantages,  car 
la  notion  de  substitution  linéaire  est,  sinon  plus  simple  que  celle 
de  forme  bilinéaire,  du  moins  plus  familière  à  la  plupart  des  lec- 
teurs qui  abordent  pour  la  première  fois  l'étude  approfondie  de 
ces  divers  sujets,  en  réalité  inséparables. 

La  méthode  d'exposition  de  M.  Harold  Hilton  est  celle  qu'il 
avait  déjà  employée  dans  son  Ouvrage  antérieur  An  introduction 
ta  the  Theory  of  groups  of  finite  order  (').  Les  divers  Chapitres 
sont  divisés  en  sections,  très  courtes  en  général,  et  chaque  section 
se  termine  par  de  nombreux  exercices  ;  l'Ouvrage  en  contient  plus 
de  3oo;  certains  sont  de  simples  exemples  numériques  destinés  à 
préciser  ou  à  faire  comprendre  le  sens  des  propositions;  d'autres 
mettent  en  évidence  des  rapprochements  avec  d'autres  théories; 
d'autres  enfin  servent  à  dégager  le  texte  de  tout  ce  qui  est  acces- 
soire, à  donner  de  nouvelles  méthodes  ou  à  traiter  des  cas  excep- 
tionnels; des  indications  succinctes  des  solutions  et  l'énoncé  des 
résultats  facilitent  le  travail  du  lecteur.  Le  Livre  prend  ainsi  un 
aspect  scolaire  qui  étonne  au  premier  abord  ;  car,  d'après  la  nature 
même  du  sujet  traité,  il  est  destiné  à  des  lecteurs  d'une  culture 
mathématique  assez  étendue  pour  qu'il  ne  soit  pas  indispensable 
de  donner  une  direction  aussi  minutieuse  à  leur  travail  personnel. 
Mais,  d'autre  part,  pourquoi  les  méthodes  pédagogiques  qui  réus- 
sissent dans  les  études  les  plus  élémentaires  ne  donneraient-elles 
pas.  de  bons  résultats  à  tous  les  degrés  de  l'enseignement?  C  est  ce 
qu'ont  com|)ris,  avant  M.  Hilton,  d'autres  auteurs  anglais  dont  les 
procédés  pédagogiques  sont  les  mêmes  que  les  siens  :  parmi  les 
Ouvrages  les  plus  typiques,  rédigés  dans  cet  ordre  d'idées,  il 
suffira  de  citer  les  Livres  de  Salmon,  ou  ceux  de  Routh,  auxquels 
on  ne  peut  s'empêcher  de  songer  à  propos  de  la  méthode  d'ensei- 
gnement de  M.  Hilton.  D'ailleurs,  il  y  a  peut-être  dans  cette 
méthode  autre  chose  qu'un  souci  pédagogique  :   il  me  semble  que 


('}  Oxford,  Clarendon   Press,  1908.  Analysé  dans  le  Bulletin^   t.  \XX1I,   1908, 
p.  338. 
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M,  Hilton  tient  à  nous  faire  assister  à  rélahoration  même  du  sujet 
tel  qu'il  s'est  développé  dans  son  esprit;  les  nombreux  exemples 
qu'il  nous  donne  sont  sans  doute  ceux  qu'il  a  traités  pour  son  édi- 
lîcalion  personnelle  au  cours  de  la  lecture  des  Mémoires  origi- 
naux; au  lieu  de  nous  caclier  le  travail  intime  de  sa  pensée, 
comme  le  font  beaucoup  trop  d'auteurs,  il  nous  le  livre  entiè- 
rement sous  la  forme  de  ces  innombrables  exercices  qui  nous 
montrent  les  diverses  faces  du  sujet,  et  cela  rend  la  lecture  de 
rOuvrage  particulièrement  facile  et  agréable. 

Une  pareille  métiiode  d'exposition  ne  comporte  guère  une 
Bibliograpliie  étendue  et  c'est  ce  qui  explique  peut-être  que,  dans 
ce  Livre  consacré  aux  substitutions  linéaires  et  aux  formes  bili- 
néaires,  on  ne  trouve  cités  nulle  part  les  noms  des  créateurs  de  la 
théorie.  En  réalité,  M.  Harold  Hilton  a  synthétisé  dans  son  Livre 
un  grand  nombre  de  Mémoires  originaux,  mais  il  nous  les  donne 
dans  un  cadre  tout  à  fait  personnel,  avec  des  démonstrations 
souvent  nouvelles  et  le  Livre  prend  ainsi  une  unité  et  une  origi- 
nalité qu'on  u'v  trouverait  sans  doute  pas  si  l'Auteur  avait  exposé 
la  théorie  dans  l'ordre  historique,  en  suivant  pas  à  pas  et  en  résu- 
mant les  iMémoires  originaux.  Au  surplus,  il  ne  manque  pas 
d'ouvrages  où  le  lecteur  peut  trouver,  s'il  le  désire,  une  Biblio- 
graphie complète  et  M.  Harold  Hilton  en  indique  lui-même 
quelques-uns  dans  la  Préface  de  son  Livre. 

Le  Livre  est  divisé  en  neuf  (chapitres,  dont  les  trois  j^remicrs 
constituent  une  première  étude  contenant  les  parties  de  la  théorie 
nécessaires  pour  pouvoir  traiter  les  applications  d'Analyse,  de 
Géométrie  et  de  Mécanique  auxquelles  est  consacré  le  Chapitre  IV. 
Les  cinq  derniers  Chapitres  sont  de  nouveau  consacrés  à  la  théorie 
générale.  Indirpions  succinctement  la  matière  de  ce>  divers  Cha- 
pitres. 

Le  Chapitre  1  contient  les  propriétés  fondaïuentalcs  des  substi- 
tutions linéaires  et  leur  réduction  à  la  forme  canonique  classit|ue 
(forme  de  AL  Jordan).  Les  substitutions  envisagées  sont  en 
génér;d,  et  sauf  indication  contraire,  ;"i  d('icrniinant  non  nul.  On 
définit  d'abord  le  produit  de  plusieurs  substitutions,  l'inNcise,  les 
puissances  d  une  subsliliilion,  puis  la  siibsliluliun  A'  ttansposéc 
d'une  substitution  A  (substitution  dont  la  in;Urice  se  déduit  de 
celle  de    \  par  échange  des  lignes  et  des  colonnes),  la  sul)slilu- 
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tion  A  conjuguée  de  A  (dont  la  matrice  se  déduit  de  celle  de  A 
en  remplaçant  chaque  éK'-nienl  Uij  par  rélémenl  imaginaire  con- 
juguée rt/y),  enfin  la  transformée  S~*  AS  d'une  substitution  A  par 
une  substitution  S. 

On  définit  ensuite  les  pôles  d'une  substitution  A  à  m  variables  : 
un  pôle  est  un  point  de  coordonnées  homogènes  j:,,  x.^^  •  . .  ,  x,n 
demeurant  invariant  par  la  substitution.  La  recherche  des  pôles 
conduit  au  déterminant  caraclc-ristique  et  à  V équation  caracté- 
ristique de  la  substitution 


«11  — 

X 

«12 

«l/;< 

«21 

«22—  X        .. 

«2  m 

OÙ  les  ciij  sont  les  coefficients  de  la  substitution. 

Tontes  les  transformées  S~' AS  de  A  ont  le  même  déterminant 
caractéristique  que  A.  Il  en  résulte  qu'un  pôle  de  A  est  trans- 
formé par  S  en  un  pôle  de  S~' AS.  C'est  de  là  que  part  l'Auteur 
pour  obtenir  la  forme  canonique  de  la  substitution,  forme  obtenue 
par  la  juxtaposition  de  plusieui's  groupes  d'équations  analogues  au 
suivant  : 

x\^  'XXy-r- X-2,  x'-t^^lX^-T-Xz-,  ..., 

On  appelle  produit  direct  de  plusieurs  substitutions  portant  sur 
des  variables  différentes,  la  substitution  obtenue  en  considérant 
l'ensemble  des  substitutions  données  :  la  forme  canonique  est 
donc  le  produit  direct  de  plusieurs  substitutions  analogues  à  celle 
que  nous  venons  d'écrire. 

Cela  posé,  on  peut  d'abord  choisir  S  de  façon  que  S~'AS 
admette  pour  pôle  le  point  (i,  o,  o,  ...,  o)  :  la  substitution  trans- 
formée est  alors  de  la  forme 


(0 

(2) 


x\  =  riia7iM-  /■,2.r24-.  .  .  H-  rj^ja-,,,, 

x\=  vnx.^..  .-\- ri,nX,n         (/  =  -2,  3,  ...,m). 


Si   l'on  suppose  alors  que   la  substitution  à  m — i    variables, 
définie  par  les  équations  (2),  puisse  prendre  la  forme  canonique, 
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on  en  déduit  aisément  qu'il  en  est  de  même  de  la  substitution 
donnée.  Le  théorème  étant  vrai  pour  m  =:  i  est  donc  général. 

L'Auteur  donne  ensuite  les  définitions  des  substitutions  symé- 
triques (ciij^aji)^  allernées  (^aij  =  —  <^y'/)j  liernii  tiennes  {aij  =  cijï)., 

orthogonales  (-\A'=E),  unitaires  (AA'=Ej.  Dans  res  défini- 
lions,  A  désigne  la  substitution  donnée  et  E  la  sidjstitulion  iden- 
tique. Entre  les  transformées  de  ces  diverses  substitutions  les 
unes  par  les  autres  existent  certaines  relations  qui  sont  étudiées 
en  détail. 

L'étude  des  substitutions  hermitiennes  conduit  à  ce  théorème 
fondamental,  démontré  très  simplement  et  de  deux  façons  diffé- 
rentes par  l'Auteur  :  les  racines  caractéristiques  \^,  ).o,  .  .  .,  A„, 
d'une  substitution  lierinitienne  A  sont  toutes  réelles  et  la  sub- 
stitution peut  être  transformée  par  une  substitution  unitaire 
en  une  multiplication 

En  particulier,  si  A  est  une  substitution  hermilienne  réelle, 
c'est-à-dire  une  substitution  symétrique  réelle,  on  obtient  ainsi  le 
théorème  d'après  lequel  les  racines  de  l'équation  caractéristique 
d'une  pareille  substitution  (équation  en  S  des  Traités  de  Géomé- 
trie analytique)  sont  toutes  réelles;  de  plus,  la  substitution  peut 
être  transformée  en  une  multiplication  par  une  substitution  ortho- 
gonale réelle.  Lne  autre  conséquence  est  relative  aux  substitu- 
tions alternées  réelles  :  les  racines  caractéristiques  d^une  sub- 
stitution alternée  réelle  sont  toutes  des  imaginaires  pures. 

Enfin,  le  Chapitre  se  termine  par  l'élude  des  substitutions 
réelles  orthogonales  :  l'Auteur  démontre  que  toute  substitution 
orthogonale  réelle  à  un  nombre  (|uelconque  de  variables  peut  être 
transformée  en  produit  direct  de  substitutions  de  l'un  des  trois 

types 

x'=x,         x' = — X,         .r'=.?"CusO — j'siiiO, 

j'  =  X  sinO  -^ y  cosO. 

Le  Cha|)itre  II  est  consacré  à  la  théorie  des  J/naria/it-/''(ictors , 
connus  en  France  sous  le  nom  de  dii'iseurs  élémentaires.  L'Au- 
teur les  définit  d'abord  pour  un  déterminant  dont  les  éléments 
sont  du  premier  degré  en  /.  :  leur  définition  est  la  définition  clas- 
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siqtie  bien  connue  que  nous  ne  reproduirons  pas  ici.  Le  détermi- 
nant considéré  peut  être  considéré  comme  le  déterminant  d'une 
substitution  A  —  ÀB,  où  A  et  B  sont  deux  substitutions  linéaires 
données.  La  propriété  fondamentale  des  diviseurs  élémentaires 
est  la  suivante  : 

Si  P  et  (^  sont  deux  substitutions   linéaires  quelconques  et  si 

l'on  pose 

PAQ  =  G,        PBQ  =  D, 

les  deux  substitutions  A  —  XB  et  C  —  aD  ont  les  mêmes  diviseurs 
élémentaires. 

On  appelle  diviseurs  élémentaires  d' une  substitution  linéaire 
les  diviseurs  élémentaires  de  son  déterminant  caractéristique. 
L'Auteur  détermine  d'abord  les  diviseurs  élémentaires  de  la  sub- 
stitution canonique  obtenue  au  Chapitre  I  et  l'on  voit  alors  immé- 
diatement :  i"  que  la  substitution  canonique  est  complètement 
déterminée  lorsque  l'on  connaît  les  diviseurs  élémentaires  de  la 
substitution  donnée;  2"  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  deux  substitutions  A  et  B  puissent  être  transformées 
l'une  dans  l'autre  est  qu'elles  aient  les  mêmes  diviseurs  élémen- 
taires. 

L'Auteur  indique  ensuite  un  deuxième  tvpe  de  substitution 
qu'on  peut  prendre  aussi  pour  type  canonique 5  ce  type  que  j'ai 
indiqué  dans  une  Note  des  Comptes  rendus  (igi2,  p.  1482)  est 
\e produit  direct  de  plusieurs  substitutions  de  la  forme 

chacun  des  polynômes 

A'  —  Cl —  ew.  — . . .  —  erÀ''-i 

étant  divisible  par  le  suivant  :  les  coefficients  qui  figurent  dans 
cette  substitution  sont  complètement  déterminés  lorsque  l'on 
connaît  les  diviseurs  élémentaires  (' ).  L'Auteur  se  sert  de  cette 
nouvelle  forme  canonique  pour  déterminer  les  substitutions 
transformables  en  leurs  Inverses.  , 


(')  Un   .Mémoire  détaillé  relatif  à   celte  forme  canonique  nouvelle  est  à  l'im- 
pression dans  les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 
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Le  Chapitre  III  est  relatif  aux  formes  bilinéaires.  A.  toute  substi- 
tution linéaire  déterminée  par  le  tableau  de  ses  coefficients  aij, 
on  peut  faire  correspondre  la  forme  bilinéaire 

et  réciproquement  à  toute  forme  bilinéaire  correspond  une  sub- 
stitution linéaire.  Au  produit  AB  de  deux  substitutions  linéaires  A 
et  B  correspondra  une  foi  me  bilinéaire  qui  sera  dite  le  produit 
de  deux  formes  a{x^  y)  et  b[x^  y)  qui  correspondent  respecti- 
vement à  A  et  à  B.  Si  Ton  fait  subir  aux  variables  Xj  une  substitu- 
tion linéaire  P  qui  remplace  les  Xj  par  de  nouvelles  variables  Xf 
et  aux  variables  j)',  une  substitution  linéaire  Q  qui  remplace  les  y,- 
par  de  nouvelles  variables  y^,  la  forme  biliuéaire  a(^x,  y)  devient 
une  forme  bilinéaire  6(x,  y)  par  rapport  aux  nouvelles  va- 
riables Xf  et  y^.  On  démontre  que  la  substitution  B  qui  corres- 
pond à  cette  nouvelle  forme  est  donnée  par  le  produit 

B  =  PAQ'. 

Si  P  =  Q,  on  a  une  transformation  congruente  des  variables  x 
et  y.  De  cette  proposition  fondamentale  et  des  résultats  du  Cha- 
pitre II,  il  résulte  que,  si  l'on  ellectue  les  mêmes  substitutions  P 
et  Q  dans  deux  formes  bilinéaires  a[x^  y)  et  b(x,  y)  qui  sont 
ainsi  transformées  respectivement  en  c(x,y)  et  d(^x,y) ,  les  deux 
déterminants  de  a{x,  y) — ').b{x,  y)  et  de  c{x,  y)  —  Xd(x^y) 
ont  les  mêmes  diviseurs  élémenlaires. 

Si  l'on  suppose  aij=aji  et  si  l'on  pose  yi=Xi,  la  forme  bili- 
néaire a{x,y)  devient  la  forme  hermitienne  a\Xy  x).  Les  résul- 
tats du  Chapitre  I  relatifs  aux  substitutions  hermi tiennes  per- 
mettent alors  de  démontrer  que  toute  forme  hermitienne  peut 
être  ramenée,  par  un  changement  de  variables  unitaire,  au  type 
canonique 

où  1,,  X2,  ...,  X,-  désignent  les  racines  no/)  nulles  de  l'écpiation 
caractéristique  :  si  celle-ci  a  m  —  /•  racines  nulles,  la  forme  her- 
mitienne est  dite  de  rang  r. 

Comme  cas  particulier,  si  les  coefficients  de  la  forme  hermi- 
licnne  sont  réels  ainsi  que  les  variables  Xi.  on  obtient  une  forme 
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quadratique  et  l'on  voit  que  toute  forme  quadratique  de  rang  r 
peut  être  ramenée  par  une  suljstittition  orthogonale  au  ty|)e 

Revenant  aux  formes  hilinéaires,  on  démontre  que  toute  forme 
bilinéaire  a{x,  y)  dont  le  déterminant  est  de  rang  /•  peut  être 
ramenée  au  type  canonique 

Si  la  forme  a{x,y)  est  symétrique,  ce  type  peut  être  obtenu  par 
une  transformation  congruente  des  variables  x  et  ^  et  si  l'on 
suppose  Xi  =  yi,  on  obtient  la  décomposition  d'une  forme  qua- 
dratique en  une  somme  de  cairés  :  la  méthode  employée  par  l'Au- 
teur coïncide  alors  avec  la  méthode  de  réduction  de  Gauss. 

Si  la  forme  a(x,  y)  est  alternée,  elle  peut  être  ramenée,  par 
une  transformation  congruente  des  variables  x,  y^  au  type 

L'Auteur  étudie  ensuite  la  forme  adjointe  d'une  forme  bili- 
néaire ou  d'une  forme  quadratique. 

La  fin  du  Gliapitre  est  consacrée  de  nouveau  aux  substitutions 
linéaires.  On  définit  la  somme  de  plusieurs  substitutions  linéaires 
en  passant  par  l'intermédiaire  des  formes  bilinéaires  qui  leur  cor- 
respondent. L'Auteur  établit  très  simplement  la  relation  fonda- 
mentale 

poA'--i-/?iA'--i-h. .  .  +  /?;.Ao=  o 

qui  existe  entre  les  puissances  successives  d'une  substitution 
linéaire;  les  coefficients  de  cette  relation  dépendent  uni([iieinenl 
des  diviseurs  élémentaires. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  aux  applications.  11  nous  suffira 
d'indiquer  les  sujets  traités  qui  sont  empruntés  aux  domaines  les 
plus  variés  :  intégration  d'un  système  différentiel  linéaire  à  coef- 
ficients constants;  résolution  d'un  système  d'équations  algébiùques 
linéaires  et  homogènes;  transformations  projectives  du  plan  ou  de 
l'espace  et,  en  particulier,  déplacements  géométiiques;  résolution 
de  l'équation  du  quatrième  degré;  maxima  et  minimades  fonctions 
de    plusieurs    variables;    classification    des    quadriques;    relations 
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mutuelles  de  position  entre  deux  coniques  ou  entre  deux  qua- 
driques  (discussion  très  complète  et  classification  des  divers  cas 
d'après  la  nature  des  diviseurs  élémentaires);  petites  oscillations 
autour  d'une  position  d'équilibre;  théorèmes  de  Thomson  et  de 
Bertrand  relatifs  à  l'énergie  cinétique  d'un  système. 

Dans  le  Chapitre  A  ,  M.  Hilton  détermine  toutes  les  substitu- 
tions permutables  avec  une  substitution  donnée  A;  à  cet  effet,  il 
traite  d'abord  le  cas  où  A  est  une  substitution  canonique  et  il 
montre  comment  on  en  déduit  le  cas  général. 

Dans  le  Chapitre  AI,  l'Auteur  revient  aux  substitutions  symé- 
triques, alternées  ou  hermiliennes. 

Relativement  aux  substitutions  sjmétri(]ues,  signalons  les  pro- 
positions suivantes  :  Toute  substitution  symétrique  |)eut  être  mise 
sous  la  forme  BB'.  Toute  substitution  peut  être  mise  sous  la  forme 
du  produit  de  deux  substitutions  svmélriques. 

L'Auteur  donne  aussi  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu'une  substitution  quelconque  puisse  se  mettre  sous  la 
forme  du  produit  de  deux  substitutions  alternées,  ou  du  produit 
d'une  substitution  alternée  par  une  substitution  symétrique  ou 
enfin  du  produit  de  deux  substitutions  hermitiennes.  Dans  toutes 
ces  conditions  intervient  uniquement  la  forme  des  diviseurs  élé- 
mentaires de  la  substitution. 

Le  Chapitre  VU  est  relatif  aux  invariants  du  secotid  degré  des 
substitutions  linéaires.  l*our  déterminer  tous  ces  invariants,  il 
suffit  de  savoir  traiter  le  même  problème  pour  une  substitution 
du  type  canonique  :  c'est  ce  que  fait  l'Auteur.  Il  détermine  par  la 
même  méthode  les  invariants  hermitiens  qu'il  y  a  lieu  de  consi- 
dérer à  côté  des  invariants  quadratiques. 

lie  Chajiitre  VIll  est  consacré  aux  suljstitutions  orthogonales. 
M.  Harold  Hilton  donne  d'abord  les  conditions  nécessaires  et  suf- 
fisantes pour  qu'une  substitution  quelconque  puisse  être  trans- 
formée en  une  substitution  orthogonale;  ici  encore,  ce  qui  inter- 
vient uniquement,  c'est  la  forme  (pie  doivent  avoir  les  diviseurs 
élémentaires  d'une  pareille  substitution.  Deux  substitutions  ortho- 
gonales ayant  les  mêmes  diviseurs  élémentaires  peuvent  être  trans- 
formées l'une  dans  l'autre  par  une  substitution  orthogonale.  A  coté 
des  substitutions  orthogonales  qui  admettent  l'invariant 
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il  y  a  lieu   de  considérer  les   substitutions  admettant  l'invariant 


Jiermitien 


Xix,-h..  .-^  xu xu  —  ar/t+i .r/,_,.i  — , 


Des  problèmes  analogues   aux   précédents   sont   traités  pour  ces 
substitutions. 

Avec  le  Cliapitre  IX,  M.  Hilton  revient  aux  formes  bilinéaires 
pour  étudier  les  faisceaux  de  pareilles  formes,  c'est-à-dire  les 
formes  bilinéaires  a(x-,  y)  —  \b[x^  y)  où  a{x,  y)  et  b{x,  y)  sont 
des  formes  bilinéaires  données.  Il  donne  les  formes  canoniques 
d'un  pareil  faisceau  et  il  examine  le  cas  particulier  des  faisceaux 
de  formes  quadratiques.  Le  cas  des  faisceaux  singuliers,  c'est- 
à-dire  des  faisceaux  dont  le  déterminant  caractéristique  est  iden- 
tiquement nul,  est  laissé  de  côté.  c    r  .rp-pj,,. 


BERZOLARI  (Luiz).  —  Geometkia  axai. mica  :  II.  Curve  e  Superficie  del 
seconda  ordine.  In-i6,  con  19  incisioni,  xi-427  pages.  Milan.  Ulrico 
Hoepli,  1916. 

Ce  pelit  Volume,  qui  fait  partie  de  la  Collection  des  i  5oo  Manuels 
Hoepli,  (ait  suite  à  celui  dont  nous  avons  rendu  compte  ici  même, 
dans  le  numéro  de  janvier  191  1.  Ce  Volume  contenait  la  théorie 
des  différents  systèmes  de  coordonnées  avec  les  principales  appli- 
cations à  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  et  à  la  projectivité. 

La  seconde  Partie,  dont  nous  avons  aujourd'hui  à  rendre  compte, 
est  consacrée  à  l'élude  méthodique  des  courbes  et  des  surfaces  du 
second  ordre  faite  en  partant  de  l'équation  générale  du  second 
degré  à  deux  et  à  trois  variables. 

Comme  déjà  dans  la  première  Partie,  TAuteur  a  su  condenser 
dans  un  petit  espace  une  notable  quantité  de  matière  et  il  nous 
fait  connaître  avec  toute  l'ampleur  nécessaire  les  plus  importantes 
propriétés  graphiques  et  métriques  de  ces  courbes  et  de  ces  sur- 
faces :  en  particulier  la  théorie  des  pôles  et  des  polaires,  la  géné- 
ration projective  des  coniques  et  des  quadriques,  leurs  propriétés 
diamétrales  et  focales,  leur  classification  métrique. 

Parmi  les  Chapitres  qui  se  distinguent  par  leur  nouveauté,  nous 
signalerons  plus  particulièrement  ceux  (|ui  concernent   la  repré- 
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s«nlalion  paramétrique  des  coniques,  les  seclions  circulaires  et 
les  propriétés  focales  des  quadriques. 

Gomme  on  devait  l'attendre  de  M.  Berzolari.  son  Omraoc  est 
écrit  avec  beaucoup  d'ordre  et  de  clarté. 

Nous  reproduisons  en  terminant  les  principaux  articles  de  la 
Table  des  matières  qui  achèveront  de  donner  une  idée  précise  du 
contenu  de  TOuvrage. 

Première  Partie  :  Les  courbes  du  second  ordre.  —  Chap.  1  : 
Détermination  d'une  conique  par  points.  —  Gliap.  11  :  Polarité 
déterminée  d'une  conique.  —  Chap.  111  :  Génération  projective 
des  coniques.  Les  coniques  considérées  comme  courbes  unicur- 
sales.  —  Chap.  IV  :  Faisceaux  ponctuels  et  taugenliels  de 
coniques.  —  Ghap.  V  :  Propriétés  diamétrales  des  coniques.  — 
Ghap.  VI  :  Formes  réduites  des  équations  des  coniques.  — 
Ghap.  VII  :  Propriétés  métriques  des  coniques  étudiées  sur  leurs 
équations  normales.  —  Ghap.  VllI.  Propriétés  focales  des  coniques. 

Seconde  Partie  :  Les  surfaces  du  second  ordre.  —  Ghap.  IX  : 
Polaire  déterminée  d'une  quadrique.  —  Ghap.  X  :  Quadriques 
réglées.  —  Ghap.  XI  :  Faisceaux  ponctuels  et  langentiels  des 
quadriques.  —  Ghap.  XII  :  Propriétés  diamétrales.  —  Gha|).  XIII  : 
Formes  réduites  des  équations  des  quadriques.  —  Ghap.  XIA  : 
Forme  et  propriétés  métriques  des  quadriques  étudiées  sur  leurs 
équations  normales.  —  Ghap.  XV^  :  Sections  circulaires  d'une 
quadrique.  —  Ghap.  XVI  :  Propriélés  focales  des  quadriques. 

G.  D. 


BELL  (Herbert).  —  A  Coi  use  in  the  som;tion  of  Simikiucai.  Thiangi.es. 
for  the  inalhemalical  Laboratory.  (Edinhiirfïh  mal  lionuilical  Tracls, 
n"  S.)  I  voL  in-8,  vni-66  pages.  London,  G.  Bell  aiul  Sons,  i<)i3. 

Ge  petit  Livre  est  destiné,  ainsi  que  cela  est  indiqué  dans  son 
titre,  à  fournir  des  sujets  de  tra\anx  pr,ili(|ues  aux  étudiants  ipii 
fréquentent  un  Laboratoire  de  IMalhémaliques.  \\x\  dehors  de 
l'intérêt  [)ro[)re  (pie  présente  la  i-ésolulion  des  triangles  sphériques 
pour  l'Astronomie  et  la  iSavigation,  l'Auteur  pense  que  celte  réso- 
lution peut  constituer  un  exercice  profitable  à   tous  les  étudiants 
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en  Mathématiques.  Le  fait  est  que  M.  Bell  a  réussi  à  introduire  de 
l'intérêt  et  de  la  variété  dans  celte  science  un  peu  aride  et  mono- 
tone qu'est  la  Trigonométrie  spliérique,  et,  sous  la  forme  adoptée 
par  lui,  on  ne  peut  se  refuser  à  accorder  une  valeur  éducative  à  la 
résolution  des  tiiangles  sphériques.  M.  Bell  s'attache  surtout  à 
varier  les  méthodes  de  résolution,  les  unes  numériques,  les  autres 
graphiques,  à  apprécier  le  degré  de  précision  que  chacune  d'elles 
permet  d'atteindre,  à  effectuer  des  vérifications  en  appliquant  ces 
diverses  mélhodes  à  un  même  problème  ou  en  contrôlant  les  résul- 
tats à  l'aide  des  nombreuses  formules  que  fournit  la  Trigono- 
métrie sphérique. 

Après  un  premier  Chapitre  relatif  à  lusage  des  Tables  de  loga- 
rithmes et  à  l'emploi  des  logarithmes  d'addition  et  de  soustrac- 
tion, on  aborde  avec  le  Chapitre  II  l'élude  des  triangles  sphériques. 
Les  formules  fondamentales 

sin<7         sine        sine 
sin  A         sin  B         sin  G 

et 

(2)  cos«t  =  cosè  cosc -t- sin6  sine  cosA 

sont  établies  par  des  considérations  géométritpies  et  à  l'aide  de 
formules  de  Trigonométrie  plane.  L'Auteur  a  sans  doute  adopté 
cette  méthode  directe  de  démonstration  parce  qu'elle  n'exige  que 
des  connaissances  loul  à  fait  élémentaires,  et  c'est  ce  qui  explique 
probablement  qu'on  ne  trouve  pas  dans  son  Livre  la  démonstration 
classique  si  simple  de  la  formule  (2)  qui  résulte  de  la  définition  du 
produit  scalaire  (ou  produit  intérieur)  de  deux  vecteurs  et  des 
propriétés  les  plus  élémentaires  de  ce  produit;  pour  les  for- 
mules (i),  le  calcul  vectoriel  fournit  également  une  démonstra- 
tion, mais  il  faut  alors  introduire  le  produit  vectoriel  (ou  produit 
extérieur)  de  deux  vecteurs,  et  le  mieux  était  certainement  de  s  en 
tenir  ici  à  la  démonstration  élémentaire  adoptée  par  l'Auteur. 

M.  Bell  démontre  ensuite  les  divers  autres  groupes  classiques  de 
formules;  il  les  déduit  des  formules  [i)  et  (2)  par  des  transforma- 
lions  algébriques  et  des  éliminations.  Les  diverses  formules  fonda- 
mentales une  fois  établies,  il  constate  qu'elles  demeurent  les 
mêmes  dans  leur  ensemble  lorsqu'on  leur  applique  la  substitution 
polaire^  qui  consiste  à  remplacer  a,  6,  c,  A,  B,  G  respectivement 
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par  t:  —  A,  -  —  B,  -  —  C,  - — «.  - — 6,  t:  —  c;  il  eu  conclu l 
qu'on  peut  appliquer  cette  même  substitution  à  toutes  les  formules 
de  la  Trigonométrie  sphérique,  puisque  celles-ci  résultent  toutes 
des  formules  fondamentales.  On  sent  que  l'Auteur  a  hâte  d'arriver 
aux  applications  numériques,  but  principal  de  son  Livre,  et  qu'il 
ne  veut  pas  s'attarder  en  route.  Il  semble  cependant  que  quelques 
explications  sur  la  transformation  polaire,  considérée  au  point  de 
vue  géométrique,  sur  la  dualité  qu'elle  met  en  évidence,  sur  les 
propriétés  des  triangles  polaires  et  des  trièdres  supplémentaires, 
auraient  été  plus  satisfaisantes  pour  l'esprit  que  la  simple  vérifi- 
cation de  cette  dualité  sur  les  formules  fondamentales;  d'ailleurs, 
le  principe  de  dualité,  s'il  avait  été  établi  au  début,  aurait  permis 
de  supprimer  la  démonstration  directe  d'une  partie  des  formules. 

Les  Chapitres  III  et  IV  sont  consacrés  à  la  résolution  numé- 
rique des  triangles  sphéiùques,  avec  de  nombreux  exemples. 

Dans  le  Chapitre  V,  on  trouve  de  nouveaux  exemples  tirés  de 
problèmes  d'Astronomie  ou  de  Navigation  :  détermination  du 
grand  cercle  de  navigation,  détermination  de  la  longitude  en  mer, 
réduction  d'un  angle  à  l'horizon,  passage  de  chacun  des  deux 
systèmes  fondamentaux  de  coordonnées  astronomiques  à  l'autre 
système. 

Le  Chapitre  VI  est  relatif  aux  méthodes  graphiques  de  réso- 
lution. L'Auteur  donne  tout  d'abord,  sous  le  nom  de  Monge's 
Melhod,  la  détermination,  par  la  Géométrie  descriptive,  des 
divers  éléments  d'un  trièdre  dont  ou  connaît  trois  cléments,  telle 
qu'elle  est  ellectuée  dans  presque  tous  les  Ouvrages  français 
d'enseignement  de  la  Géométrie  descriptive  :  M.  Bell  se  borne 
aux  cas  les  plus  simples  et,  dans  chacun  de  ces  cas,  il  vérifie  la 
construction  géométrique  analyticjuement  en  montrant  que  les 
formules  déduites  de  celte  construction  coïncident  avec  celles 
qu'on  a  établies  directeinejit  dans  les  Chapitres  précédents. 

Dans  un  ordre  d'idées  tout  différent,  on  peut  appliquer  aux  for- 
mules de  trigonométrie  des  méthodes  de  calcul  graphicjue.  L'Auteur 
fait  remonter  cette  façon  de  procéder  à  V Analemma  de  Plolémée  ; 
de  la  même  idée  que  V Analemma  procède  l'appareil  modeine 
imaginé  par  Chauvenet  et  dont  un  exemplaire,  construit  à  Edim- 
bourg, a  pu  servir  à  Sir  l^'.-VV.  Dyson  dans  des  recherches  aslrono- 
miques  :  l'idée  essenliclle  consiste  à  dessiner  une  projection  plane 
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stéréograpliique,  par  exemple  de  la  splière,  avec  la  projection 
d'un  réseau  de  parallèles  et  de  méridiens  et  à  placer  sur  ce  réseau 
projeté  la  projection  d'un  réseau  tout  pareil,  mais  tracé  sur  uti 
transparent  mobile  autour  du  cenire  commun  aux  deux  réseaux; 
le  réseau  mobile  est  ainsi  superposable  au  réseau  fixe  par  une 
rotation.  On  peut,  en  plaçant  les  deux  réseaux  dans  une  certaine 
position  l'un  j)ar  rapport  à  l'autre,  de  façon  que  leurs  centres  coïn- 
cident, obtenir  la  projection  de  n'im[)orle  quel  triangle  sphérique 
en  prenant  comme  côtés  du  triangle  des  cercles  du  réseau  fixe  ou 
du  réseau  transparent,  et  on  lit  alors  directemenl  sur  les  gradua- 
tions des  deux  réseaux  les  éléments  inconnus  du  triangle  :  avec  un 
appareil  de  8  pouces  j  de  diamètie,  on  peut  avoir  les  angles 
à  0°,  5  près.  Dans  le  même  or  Ire  d'idées,  l'auteur  ;i  imnginé  une 
projection  cylindrique  des  deux  réseaux  sur  un  cylindre  circoi.s- 
cril  à  la  splière  :  on  peut  alors  superposer  les  deux  réseaux,  déve- 
loppés sur  un  plan,  à  l'aide  d'une  'ran>latiou,  au  lieu  de  les  super- 
poser par  une  rotation  comme  dans  l'appar^  il  déciil  plus  haul. 

Enfin  M.  Bell  termine  son  Livre  en  appliquant  aux  différentes 
formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie  sphérique  les  belles 
méthodes  nomographiquesdues  à  M.  Maurice  d'Ocagne  ;  les  nomo- 
grammes  à  points  alignés,  donnés  par  M.  d'Ocagne  pour  la  réso- 
lution des  iria  igles  Sjlié  iques,  et  re  roduil>  ave  soin  dans  le 
Livre  de  AL  Bell,  permettent  de  résoudre  les  triangles  pour  ainsi 
dire  instantanément,  en  première  approximation  tout  au  moins,  à 
l'aide  d'un  simple  fil  tendu  sur  la  figure. 

On  voit  combien  ces  méthodes  graphiques  sont  variées  et  inté- 
ressantes. Elles  donneni  lieu  ù  d  »x(el!enls  exercices  laut  au  poiui 
de  vue  théorique  qu'au  point  de  vue  du  dessin  et  du  calcul. 

S.  Lattes. 


GREENHILL  (Sir  G.).  —  Report  ox  Gvroscopic  Theorv.  {Aàvisorj- 
Committee  for  Aeronautics.  Reports  and  Memoranda^  n°  146). 
I  vol.  ia-4  Jésus,  avec  11  planches,  111-277  pages.  Londoii  and  CaidilV, 
Wyman  and  Sons;  Ediiiburg,  H.  M.  Siationery  Oflice;  Dublin,  E.  Pon- 
sonby  ;  London,  T.  Fisher  Unwin;  1914. 

Le  problème  de  la  rotation  d'an  corps  solide  autour  d  un  point 
fixe  est  un    des  plus    beaux  de   toutes  les  Mathématiques  et  en 
Bull,  des  Sciences  niathém.,  a*  série,  t.  XXXIX.  (Décembre  igiJ.)  aa 
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même  temps  un  des  plus  célèbres,  car,  depuis  un  siècle  et  demi, 
les  plus  illustres  géomètres  se  sont  efforcés  d'en  donner  des  solu- 
tions nouvelles  ou  d'en  perfectionner  les  anciennes.  La  série  com- 
mence par  un  grand  analyste.  Euler,  et  a  pour  second  auteur  un 
autre  savant  de  la  même  tournure  d'esprit,  c'est-à-dire  Lagrange. 
Ensuite  cette  question  a  occupé  un  mathématicien  de  toute  autre 
physionomie,  Poinsot,  «  qui  (j'emprunte  ces  phrases  à  Chasies), 
guidé  par  une  sagacité  admirable,  parvint  par  le  simple  raisonne- 
ment à  la  solution  d'une  question  difficile,  qui,  jusqu'alors,  avait 
été  du  ressort  de  l'Analyse  la  plus  savante  ».  Poinsot  trouva  des 
admirateurs  et  des  suivants  parmi  ceux  qui  préfèrent  voir  traitées 
sans  calcul  les  questions  géométriques  (je  cite  comme  exemples 
Chelini  et  Mac-Cullagh);  mais,  comme  la  question  dépend  au 
fond  des  fonctions  elliptiques,  les  analystes  s'y  intéressèrent  beau- 
coup et  ils  y  appliquèrent  les  ressources  puissantes  qui  étaient  à 
leur  disposition  :  avant  tout  Legendre,  ensuite  Jacobi,  Richelot  et 
leurs  élèves,  enfin  Weierstrass  et  une  foule  d'autres  mathéma- 
ticiens qui  en  exploitèrent  ou  en  modifièrent  les  procédés. 

Les  phénomènes  physiques  auxquels  se  rapportent  toutes  ces 
belles  recherches  reçurent  une  première  représentation  dans  un 
jeu  qui  fait  depuis  longtemps  le  bonheur  des  petits  enfants,  c'est- 
à-dire  la  toupie.  INIais  plus  tard  ils  se  présentèrent  de  nouveau 
sous  un  jour  plus  sérieux  dans  le  gyroscope,  cet  appareil  qui, 
sorti  des  cabinets  de  physique,  a  rendu  des  services  d'une  impor- 
tance hors  ligne  dans  plusieurs  branches  de  la  Mécanicpic  appli- 
quée et  dernièrement  dans  la  navigation  aérienne.  C'est  le  motif 
qui  a  déterminé  la  Commission,  chargée  par  le  Gouvernement 
anglais  d'étudier  les  questions  théoriques  relatives  à  l'Aéro- 
dynamique, à  consacrer  un  de  ses  Rapports  à  la  Théorie  du  Gyros- 
cope. Cette  détermination  prise,  le  choix  du  rapporteur  ne  pouvait 
être  douteuse;  il  devait  tomber  sur  M.  Greeuhill,  qui  s'occupe  de 
cette  théorie  depuis  longtemps  (j'ai  encore  dans  les  oreilles  la 
biillante  Conférence  qu'il  fit  sur  ce  sujet  en  1904  au  Congrès  des 
Mathématiciens  de  Heidelberg),  qui  manie  les  formules  les  plus 
compliquées  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  avec  l'aisance 
d'un  calculateur  consommé  (tout  le  monde  sait  qu'il  a  consacré 
aux  Applications  de  ces  fonctions  un  Livre  devenu  bientôt  clas- 
sique);   qui,   enfin,   comme   ancien   professeur  dans   une   grande 
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École  militaire,  sait  mesurer  toute  l'importance  des  recherches 
destinées  à  perfectionner  la  plus  puissante  des  armes  donl  se  sert 
la  guerre  sous  sa  forme  la  plus  moderne,  la  guerre  à  trois  dimen- 
sions. 

Ces  trois  aspects  de  la  personnalité  de  l'Auteur  se  retrouvent 
dans  rexcellenl  Ouvrage  que  nous  avons  sous  les  yeux  et  qui  est 
formé  de  Aiew/"  Chapitres  dont  voici  les  titres  : 

I.  Du  mouvement  stable  du  gyroscope. 

II.  Applications  du  gyroscope. 

III.  Du  n^ouvement  instable  d' une  toupie  ou  d' un  gyroscope. 

IV.  Représentation  géométrique  du  mouvement  d' une  toupie. 

V.  Des  cas  algébriques  du  mouvement  de  la  toupie. 

VI.  Applications  numériques;  diagrammes. 
Vil.   Pendule  spliérique. 

VIII.  Du  mouvement  rapporté  à  une  origine  et  à  des  axes 
mobiles. 

IX.  Des  problèmes  dynamiques  relatifs  au  mouvement  stable 
et  des  petites  oscillations. 

L'exposition  est  de  préférence  analytique;  des  pages  entières 
sont  remplies  par  des  formules,  élégantes  et  symétriques,  mais 
naturellemeni  un  peu  compliquées,  car  elles  se  rapportent  à  Tune 
des  questions  les  plus  élevées  et  les  plus  difficiles  des  Mathéma- 
tiques modernes.  Toutefois,  un  nomhre  considérable  de  figures 
bichromes,  tracées  avec  tout  le  soin  et  tout  l'arl  désirables, 
donnent  un  attrait  et  une  vie  inattendus  aux  froids  dévelop- 
pements analytiques.  Il  est  bon  d'ajouter  que,  quoique  l'objet 
de  la  publication  que  nous  analysons  soit  de  nature  technique, 
l'Auteur  n'a  pas  exclu  ce  qui  est  purement  théorique  :  par 
exemple,  nous  trouvons  la  recherche  de  la  courbure  et  des  sin- 
gularités de  la  polhodie  et  de  l'herpolhodie  et  encore  la  belle  rela- 
tion, découverte  par  M.  Darboux,  entre  le  mouvement  d'un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe  et  la  déformation  d'un  hyperboloïde 
articulé. 

L'Ouvrage  de  M.  Greenhill  meta  la  disposition  des  ingénieurs 
et  des  officiers  un  arsenal  riche  et  bien  ordonné  de  tous  les  appa- 
reils analytiques  qu'on  doit  employer  pour  résoudre  les  questions 
ayant  pour  objet  les  gyroscopes.  Or,  il  y  a  bon  nombre  de  prati- 


284  PREMIÈRE  PARTIE. 

ciens  qui,  pour  traiter  les  problèmes  qu'on  rencontre  dans  la 
science  des  constructions,  emploient  la  règle,  le  compas  et  le  tire- 
ligne  au  lieu  de  la  Table  des  logarithmes,  arrivant  de  la  sorte  rapi- 
dement à  des  résultats  exacts  jusqu'au  deuxième  chillre  décimal, 
ce  qui  est  en  général  suffisant  pour  la  pratique.  C'est  la  Statique 
graphique  qui  a  rendu  possible  la  création  des  dessinateurs-savants 
à  côté  des  anciens  calculateurs;  les  bons  résultais  obtenus  par 
cette  voie  font  désirer  qu'à  côté  de  la  théorie  analytique  du  gy- 
roscope, fournie  aux  ingénieurs-calculateurs  par  M.  Greenhill,  on 
en  ail  une  analogue,  mais  graphique ^  destinée  aux  ingénieurs-des- 
sinateurs, à  laquelle  on  parviendra  probablement  en  choisissant 
comme  point  de  départ  les  Mémoires  de  Poinsot.  En  formulant, 
dans  l'intérêt  de  la  Science  et  de  ses  applications,  le  vœu  pour  la 
création  de  cette  nouvelle  théorie,  nous  sommes  sûr  de  pouvoir 
compter  sur  l'appui  de  M.  (!ireenliill.  dont  le  dévouement  aux 
Mathématiques  est  connu  de  tout  le  mond'^ 

Gi>o  LoiuA. 


ECHEGARAY  (José).  —   Gonferexcias  sobre   Fisica  matematica.  Curso 

de    1905    ci    1906  .•  Introduction,    i   vol.   gr.   in-S,    34 1    pages.    Madrid. 
Establecimiénto  Tipogràfîco  yEditorial:  igri. 

La  publication  des  Conférences  de  Physique  niathéniatique 
de  M.  Echegarav  est  une  intéressante  manifestation  du  mouve- 
ment de  renaissance  scientifique  qui  se  développe  de  nos  jours  en 
Espagne.  Les  sept  Volumes  de  lOuvrage  de  M.  Echegarav  re|)ro- 
duisent  ses  cours  profossés  à  l'Université  de  Madrid  pendant  sept 
années  consécutives  et  tous  les  principaux  problèmes  de  la  Phy- 
sique mathématique  s'y  trouvent  examinés. 

M.  Echegaray  a  fort  bien  compris  dans  quel  esprit  devait  être 
dirigé  son  enseignement  pour  développer  en  Espagne  le  goût  des 
études  et  des  recherches  de  Physique  mathématique.  Ses  confé- 
rences oflTrenl  aux  étudiants  une  exposition  gém-rale,  assez  élé- 
mentaire, de  la  Physique  mathématique.  Elles  leur  feront  aimer 
cette  science  et  les  prépareront,  les  inciteront  à  l'étude  des  Mé- 
moires originaux  et  des  Traités  plus  spéciaux  avec  lesrpiels  ce 
Livre  ne  fait  pas  double  emploi. 
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J'ai  dit  plus  liant  que  ces  Conférences  étaient  élémentaires  : 
elles  sont  d'une  lecture  aisée,  ce  qui  ne  veut  point  dire  que  les 
difficultés,  les  obscurités  des  théories  de  la  Physique  mathéma- 
tique V  soient  masquées  sous  une  simplicité  trompeuse.  Un  esprit 
critique  sûr  a  présidé  à  la  discussion  des  théories  et  leurs  points 
délicats  j  sont,  sinon  étudiés  avec  tout  l'appareil  mathématique 
nécessaire,  du  moins  indiqués.  Mais  M.  Echegaray  se  limite  autant 
que  possible  après  avoir  établi  les  équations  fondamentales  du 
problème;  il  s'arrête  peu  à  l'édifice  plus  strictement  mathématique 
qui  repose  sur  ces  équations;  il  en  développe  seulement  la  partie 
la  plus  élémentaire,  ou  celle  qui  est  nécessaire  pour  discuter  la 
théorie.  Tout  cela  est  bien  conforme  à  l'es|)ril  de  son  Livre  qui 
doit  constituer  une  vaste  introduction  à  l'étude  de  la  Physique 
mathématique. 

Comme  l'enseignement  d'une  science  doit  présenter  une  sorte 
de  raccourci  de  son  histoire,  M.  Echegaray  est  amené  à  insister 
d'abord  sur  la  Physique  mathématique  classique;  il  n'a  pourtant 
pas  négligé  les  théories  modernes.  Chacun  de  ses  Cours  comprend 
deux  parties  principales  :  d'abord  une  exposition  des  théories  et 
des  méthodes  développées  jusqu'au  dernier  tiers  du  siècle  dernier, 
puis  une  étude  des  critiques  modernes  de  ces  théories  et  des  indi- 
cations sur  les  nouvelles  orientations  de  la  Physique  mathématique. 
La  seconde  partie  n'est  point  négligeable  :  la  place  qu'occupent 
dans  ces  Livres  les  idées  et  les  recherches  de  Henri  Poincaré  suf- 
firait à  le  prouver.  ^ 

Peut-être  est-il  permis  de  regretter  que  M.  Echegaray,  tout  en 
conservant  à  ses  leçons  la  forme  si  vivante  sous  laquelle  elles  ont 
été  dites,  ne  leur  ait  pas  ajouté,  pour  la  publication,  quelques 
détails,  bien  Inutiles  dans  un  Cours,  utiles  dans  un  Livre  qui  doit 
être  un  instrument  de  travail  :  il  manque  à  ces  Volumes  quelques 
titres  indiquant  plus  clairement  les  sujets  traités  dans  chaque 
leçon,  et  une  Table  des  matières.  On  v  trouverait  aussi  avec 
plaisir  de  plus  nombreuses  et  plus  précises  références  aux  Mé- 
moires dont  l'Ouvrage  de  M.  Echegaray  doit  pré|>arer  la  lecture. 
Peut-être,  dans  une  édition  suivante,  M.  Echegaray  |)0urra-t-il 
remédier  à  ces  petits  inconvénients  qui  ne  diminuent  en  rien  la 
valeur  de  son  œuvre. 
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Volume  T.    —    Cours  de    1906  à    igo6. 

Le  preiîiici-  ^  olume.  Introduction  à  la  Physique  mathéma- 
tique^ s'adresse,  i^ar  son  sujet  comme  pai-  la  simplicilé  de  l'expo- 
silion,  à  un  public  très  étendu.  M.  Echegaïaj  examine  d'abord 
(Conf.  I  à  VIII)  les  caractères  de  la  Physique  mathématique  et  de 
la  Physique  expérimentale,  leurs  différences  essentielles  et  leurs 
relations  nécessaires  :  naturellement,  cetie  élude  est  faite  sur  des 
exemples  et  nous  nous  trouvons  ainsi  amenés  à  passer  en  revue, 
comme  il  sied  dans  une  Introduction,  quelques  problèmes  impor- 
tants de  la  Physique  mathématique. 

L'étude  de  la  loi  de  compressibilité  des  gaz,  celle  de  la  réflexion 
de  la  lumière,  puis  celle  de  la  distribution  électrique  sur  une 
sphère  conductrice  lui  permettent  de  montrer  comment  on  établit 
une  loi  expérimentale,  comment  ensuite  on  l'explique. 

L'exemple  suivant  :  Loi  d^équilibre  des  températures,  tient 
une  place  importante  dans  ce  Volume  (Conf.  III  à  ^I).  Après 
avoir  indiqué  en  quoi  consiste  l'hypothèse  moléculaire  et  donné, 
d'après  Barré  de  Saint-Venant,  quelques  indications  sur  ce  que 
doit  être  la  loi  d'action  entre  2"'"',  M.  Echegaray  étudie  les  petits 
mouvements  d'un  système  formé  par  deux,  trois,  ou  un  très  grand 
nomijre  de  molécules  disposées  en  ligne  droite.  Le  lecteur  ren- 
contre là.  pour  la  première  fois,  ce  procédé  fondamental  en  Phv- 
sique  mathématique  qui  consiste  à  remplacer  un  système  d'un 
grand  nombre  (r«''c(uations  difierenlielles  par  une  équation  aux 
dérivées  partielles.  Si  la  représentation  précédente  du  corps 
solide  ne  donne  pas  sous  cette  forme  simple,  comme  le  montre 
INI.  Echegarav,  une  image  satisfaisante  de  la  propagation  do  la 
chaleui',  elle  n'en  est  pas  moins  sufiisante  pour  d'autres  théories. 
L'Auteur  indique,  d'après  Barré  de  Sainl-\  enant,  comment  elle 
permet  d'expliquer  la  dilatation  des  solides.  H  traite  le  cas 
de  2™°'  et  prouve  aisément  que  leur  distance  moyenne  doit  croître 
avec  la  force  vive  moyenne  du  mouvement  qui  leprésenle  la  tem- 
pérature :  il  faut,  pour  obtenii-  ce  dernier  résultat,  tenir  compte, 
ilans  la  loi  d'action  des  2""*',  des  termes  du  second  ordre  propor- 
tionnels au  carié  de  l'élongation. 

A   défaut  d'explication  plus   ou   moins  mécanique  des  phéno- 
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mènes,  c'est  encore  le  rôle  de  la  Physique  mathématique  de  les 
réduire  les  uns  aux  autres  et  d'introduire  ainsi  plus  d'unité  dans 
la  science.  L'Auteur  illustre  cette  tendance  d'un  exemple  typique  : 
l'explication,  donnée  par  Ampère,  de  la  loi  d'action  d'un  courant 
sur  lin  pôle  d'aimant  à  partir  de  la  loi  d'action  de  deux  courants. 
Il  indique  ensuite  les  points  faibles  de  cette  théorie,  trop  connue 
en  France  après  les  importants  travaux  de  Henri  Poincaré  pour 
qu'il  soit  utile  d'insister. 

M.  Echegaray  est  revenu  à  plusieurs  reprises  au  cours  de  ce 
V^olume,  avec  une  visible  sympathie  pour  le  mécanisme,  sur  1  in- 
fluence heureuse  qu'ont  eue  et  qu'auront  encore,  après  des  modifi- 
cations notables,  les  explications  mécaniques  sur  le  développe- 
ment de  la  Science.  Mais  il  a  dû  mettre  aussi  en  évidence,  d'après 
Poincaré,  le  caractère  relatif  de  ces  explications  et  il  consacre  la 
seconde  partie  de  son  Livre  (Conf.  L\  à  Xll)  à  la  démonstration 
du  théorème  de  Poincaré,  d'après  lequel,  s'il  existe  une  explica- 
tion mécanique  d'un  phénomène^  il  en  existe  une  infinité.  La 
démonstration  de  ce  fait  repose  sur  la  forme  donnée  par  Lagrange 
aux  équations  de  la  Mécanique.  Ces  équations  jouent  un  trop  grand 
rôle  en  Physique  mathématique  pour  que  l'Auteur  puisse  se  dis- 
penser de  les  établir;  il  reprend  la  question  ab  initia  :  principe 
des  vitesses  virtuelles,  principe  de  moindre  action  de  Hamillon, 
équations  de  Lagrange, 

Il  est  impossible,  dans  un  bief  compte  rendu,  de  montrer  avec 
quel  soin  ce  Livre  a  été  rédigé  pour  remplir  son  rôle  d  introduc- 
tion :  M.  Echegaray  s'est  constamment  préoccupé  de  préparer  des 
développements  ultérieurs  et  il  a  su  tirer,  d'exemples  très  simple- 
ment traités,  le  meilleur  j)arti  pour  rendre  aisée  la  lecture  des 
Volumes  suivants  de  son  œuvre. 

J.  Pérès. 
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CALCUL  CORRECT  DE  L'INFLUENCE  DE  L'INÉGALITÉ  CLIMATÉRIQUE 
SUR  LA  VITESSE  D'ACCROISSEMENT  DES  TEMPÉRATURES  TER- 
RESTRES AVEC  LA  PROFONDEUR  SOUS  LE  SOL  ; 

Par  m.  J.  BOUSSINESQ. 

I.  Dans  un  Article  consacré  au  refroidissement  séculaire  de  la 
croûte  terrestre  et  que  cootient  le  récent  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques  de  septembre  191 5,  j'ai  essajé  (n°^  5  à  10)  de 
tenir  compte  de  l'inégalité  Uem  des  températures  extérieures 
moyennes  dans  les  diverses  contrées,  en  admettant  la  permanence 
(depuis  l'origine  du  refroidissement)  de  cette  inégalité  et  de  la 
température  extérieure  moyenne  générale  à  partir  de  laquelle  se 
comptent  ses  valeurs.  iMais,  pour  réduire  à  sa  (orme  la  plus  simple 
le  problème  propre  du  refroidissement  de  la  croûte,  je  n'ai  dé- 
falqué des  températures  effectives  <■,  outre  l'inégalité  périodique  u p 
(en  partie  annuelle  et  en  partie  diurne)  affectant  seulement  une 
mince  couche  superficielle,  épaisse  d'une  quinzaine  de  mètres,  que 
la  partie  permanente  Um  de  l'inégalité  (climatérique)  due  à  Ucm  • 
ce  qui  permet  bien  de  réduire  à  leurs  formes  les  plus  simples, 
pour  la  température   en  excédent  a,  tant  l'équation  indéfinie  du 

refroidissement 

du         ,d^u 

que  les  deux  conditions  définies  relatives  au  sol  x  :=  o  et  au 
fond  a?  =  E  de  la  croûte,  devenues 

/    V  /  .    1  du  .  „, 

(2)  (pour  a^  =  o)  j  —  =  M,         {pour  X  =  K)  u  =  uo, 

mais  ce  qui  a  l'inconvénient  de  laisser  une  forme  compliquée  à  la 
condition  d'état  initial 

(3)  (pour  ;  =  o)  M  =  «0— "/«— "^ 

OÙ  a„  désigne  la  température  constante  de  fusion  de  la  croûte 
et  Up  ce  à  (juoi  se  réduit,  pour  /  =  o,  l'inégalité  périodique  Up. 
Or,  pour  ramener  cette  condition  à  celle,  la  plus  simple  possible, 


MÉLAxXGES.  289 

que  j'utilise  finalement, 

(4)  (pour  t  =  o)  u  =  uq, 

je  me  suis  contenté  de  dire  que  les  deux,  conductibilités  intériouie 
et  superficielle  ont  du  depuis  longtemps  effacer,  jusqu'à  d<;s  pro- 
fondeurs excédant  celles  où  nous  pouvons  atteindre,  toute  trace 
de  l'influence  des  termes  —  u,n  et  —  w"  médiocrement  grands. 
Cette  raison,  d'un  nivellement  des  valeurs  de  a  à  partir  de  la  sur- 
face X  =  o,  motive  bien  la  suppression  du  terme  —  w",  insensible 
pour  J7>>i5'";  mais,  comme  on  étudie  justement  le  refroidisse- 
ment de  la  croûte,  c"esl-à-dire  un  état  encore  très  loin  de  la  per- 
manence, il  n'est  pas  légitime  de  supposer  devenue  permanente 
l'inégalité  climalérique.  En  effet,  malgré  la  petitesse  de  Ugm  à 
côté  de  Mo,  et  toute  proportion  étant  gardée  entre  ces  deux  causes 
de  déplacements  de  chaleur,  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que  la 
pénétration  de  haut  en  bas,  à  travers  la  croûte,  de  la  clialeur  exté- 
rieure, devienne  plus  tôt  permanente  que  celle  qui  s'v  fait  à  partir 
du  fond,  de  bas  en  haut,  de  la  chaleur  intérieure  du  globe. 

II.  Il  y  a  donc  lieu,  pour  réduire  effectivement  à  sa  forme  la 
plus  simple  (4)  la  condition  délat  initial  (3),  de  calculer  à  part  le 
refroidissement  de  la  croûte  pour  un  état  initial  exprimé  par —  w,„, 
c'est-à-dire  la  portion  de  u  qii  correspDud  à  ce  terme  de  (3),  ei  de 
joindre  alors,  à  la  partie  permanente  u„i  de  l'inégalité  due  à  Uem  (ou 
inégalité  climatérique\  cette  portion  de  w,  qui  sera  la  partie  non 
permanente  de  la  même  inégalité.  Ce  qui  reste  ensuite  de  u  cor- 
respond bien  à  létit  initial  simple  (4)  <'t  continuera  à  s'appeler  m. 

Désignons  par  U,«  l'inégalité  climalérique  totale^  ain>i  définie 
dans  ses  deux  parties;  et  les  conditions  qui  la  détermineront 
seront  évidemment  les  trois  équations 

1     d\j,n  ,  d-\j„t  ,  s     J     d\jm  ,, 

(5)  !  ^r="--rf^'         (pour  ^  =  o)-^^  =  U,„ -«,,„. 
f  (pour  a:  =  E)  U,»  =  o, 

complétées  par  la  relation  d'état  initial 

(6)  (pour  ^  =  o)  U„ï  =  o. 

III.  Pour  intégrer  ces  équations,  appelons  i  —  V  1  expression 
de  u  (ainsi  débarrassée  complètement  des  deux  inégalités  pério- 
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dique   Up   et   climatérique  U,„),   spécifiée   pour   //o=i;    de    sorte 
qu'on  ait 

U  =   Uçi  —  Mû  V. 

La  fonction  V  sera,  en  d'autres  termes,  i  —  —,  c'est-à-dire,  très 

«0  ' 

sensiblement,  vu  la  formule  approchée  que  nous  avons  obtenue 
pour  u. 

{7)  V-4^    '!^(-^_]-e'''-''''+''-'lf-^^-^ha^rt 


^   "  s/r. 


2  a  \J  t 


'.a  \Jt 


OÙ  d/  (to)  désigne  la  fonction  de  Rranipf 

e—^°  (i'x. 


l 


La   substitution  de  «o — ^'o  ^^  à  //  dans  (  i  ),  (2)  et  (4)  montre 
que  V  satisfait  aux  quatre  relations 


(8) 


^  - 

dt  dx^ 

(pour  j- =  E)  V  =  o,         (  pour  ^  =  o  )  V  =  o. 


I   ^V       ,. 
(  pour  X  ^=  o)  - — —  =  V 
h   dx 


Or  celles-ci,  multipliées  par  la  constante  donnée  w^,„,  deviennent 
précisément  les  équations  (5)  et  (6)  en  prenant 

Telle  est  donc  la  valeur  de  l'inégalité  climatérique  totale,  qu'il  suf- 
fit de  joindre  à  la  valeur  même,  «0  —  ''0  ^^1  de  w,  pour  avoir  la  tempé- 
rature effective  v  à  toutes  les  profondeurs  x  excédant  une  quinzaine 
de  mètres  et  où  est  insensible  l'inégalité  périodicjue  iip.  U  vient  ainsi 


(9) 


V   =    «0  —  (  "0  —    "t/M  )  V   =    Mo         I  —    V  (    l "—   \ 


Bref,  la  différence  r  —  Ucn  exprimée  par(wo —  i/(>m){i  — V),  est 
simplement  proportionnelle  à  ^/q —  Uew-  On  l'aurait  vu  immédiate- 
ment en  prenant  la  température  //,.,/;  pour  orij;ine  des  tempéra- 
tures; ce  qui  aurait  rendu  les  équations  du  problème  homogènes 
en  f  —  Ucm  et  remplacé  l'état  initial  Uo  par  w,, —  Uem  (  '  )• 

(^)  Pour  y  arriver  nalurcllemenl,  il  aurjil  suffi,  au   début,  de  designer   par 


V  ,  V,„,   V     ce    que  nous  appelons  ici  u^ 


"«'     "i.-     ^m     *^^<     ''^ 


inênne,  U  (composé  de  la  partie  périodicjue  up  et  d'une  partie  rapidement 
évanouissante,  à  valeur  initiale — Up),  enfin,  de  poser  u  —  <,• —  V„ — V  ,  fonrtiun 
qui  se  rcduil  initialement  à  u^,  car  V„,  et  V    sont  nuls  pour  /  =  o. 
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IV.    La  vitesse  -7-  d'accroissement  de   la   température  avec   la 

profondeur  égale  donc,  en  tout  point  de  la  croûte,  le  produit  de 
ce  qu'elle  y  serait  sans  l'inégalité  climatérique^  par  le  binôme 
très    impie 

(10)  I  —  — —  =  1  —  — -—   =  1  —  o.oooboSqM^,,,. 

«0  1495 

L'influence  de  l'inégalité  climatérique,  mesurée  proportionnel- 
lement par  le  coefficient  de  —  Uem  dans  ce  binôme,  est  environ  le 
double  de  ce  quindique  le  coefficient  de  —  Uem  an  troisième 
membre  de  la  formule  (  i4)  'le  mon  Article  cité  du  Bulletin  :  cir- 
constance tenant  à  la  inanière  même  dont  nous  y  avons  déterminé, 
en  raison  directe  de  //o,  l'épaisseur  Ede  la  croûte. 

La  partie  non  permanente  de  l'inégalité  climatérique  semble 
donc  avoir,  du  moins  actuellement,  à  la  surface  du  sol,  à  peu  près 

autant  d'influence   que  la  partie  permanente,   sur  la  dérivée -5-; 

et  la  conclusion  du  n"  10  de  mon  Article  du  Bulletin  subsiste, 
touchant  la  petitesse  totale  de  ces  influences  qui  s'ajoutent. 

il  est  bon  d'observer  que,  pour  \^  comme  pour  u^  la  condition 
relative  au  bas  j:  =  E  de  la  croûte  n'est  vérifiée,  par  l'expression 
approchée  (7)  de  V  ou  par  l'expression  correspondante  de  M, 
qu'à  très  peu  près  et,  pour  ainsi  dire,  asymptotiquement. 

V.  Si  le  temps  t  gramlit  assez  pour  que  s'établisse  sensiblement 

\ai  permanence  de  l'état  calorifique,  la  partie  de  v  dépendant  de 

Ue,n  sera 

AE  /        x\ 

et,  celle  qui  dépendra  de  «01  visiblement, 

Mo  (  '  -+-  l^x  ) 
I  -4-  /i  E 

Il  viendra  donc,  en  tout, 

(  Uo+  flE  Uem  )  -t-  (  «0  —  ll-em  ')  hx 


(il) 


I   4-  AE 


La  dérivée  -7-  n'y  dépend   encore   de    Ucm   que  piir   le   binôme 
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Ur 


I ''—}  comme  il  le  fallait  bien  puisqu'^'  il  s'agit  d'un  état  com- 

II  Q 

pris,  en  qualité  de  cas  limite,  dans  celui  auquel  s'applique  la  for- 
mule (9). 

VI,  Au  n"  19  de  TArticle  cité  du  Bulletin,  je  suis  revenu  acces- 
soirement sur  la  même  question,  mais  en  admettant  que  l'état 
actuel  de  la  superficie  terrestre  soit  relativement  récent.  On  ne 
peut  plus  alors  raisonner  comme  si  l'épaisseur  actuelle  E  de  la 
croûte  et  les  distributions  actuelles  des  températures  exté- 
rieures Uem  avaient  existé  dès  l'origine  du  refroidissement,  ni,  par 
conséquent,  appliquer  la  formule  (9).  Mais  il  y  a  tout  lieu  de 
penser  que  l'état  actuel  est  assez  ancien  pour  avoir  déjà  produit, 
aux  profondeurs   modérées  x  sous  la  surface,  le  gros  de  ses  eftets 

et  que,  par  suite,   la  dérivée  -7-  y  a  la  fraction  de  ses  valeurs  qui 

provient  de  Uem->  comparable  en  petitesse  au  rapport 


149^ 


Faisons  une  dernière  remarque  à  ce  sujet.  Aux  grandes  profon- 
deurs .r,  là  où  les  températures  excèdent  des  centaines  de  degrés, 
la  conductibilité  R,  mais  surtout  la  capacité  calorifique  C  et  leur 
quotient  a-,  deviennent  sans  doute  trop  largement  fonctions  de  v 
pour  qu'on  puisse  les  supposer  constants,  comme  nous  avons  fait, 
si  ce  n'est  à  un  degré  restreint  d' approximation  ;  et  celui  ci  ne 
ser;iit  probablement  pas  suffisant  pour  nous  permettre  d'apprécier 
ou  d'éviter,  dans  le  calcul  de  r,  des  écarts  de  l'ordre  de  petitesse 
de  Uem-  Il  serait  donc  à  peu  près  illusoire,  eu  ce  qui  concerne 
l'influence  climatérique  à  l'intérieur  de  la  croûte,  d'y  compter 
physiquement  sur  aucun  autre  résultat  que  la  petitesse  même  ou, 
pour  ainsi  dire,  V indiscernabilité  de  l'influence  en  question. 
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Série  II,  Tome  XXN'I  (septembre  à  décembre  1897). 

Berzolari  {L.).  —  Sur  les  invariants  difTérenliels  projectifs  des 
courbes  d'un  hyperespace  (i-58). 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  l'extension  aux  hyperespaces  de  quelques-uns  des 
résultats  obtenus  par  Halphen  dans  ses  recherches  sur  les  invariants  dilVéren- 
tiels  et  leur  application  à  l'étude  des  équations  dillerenlielles  linéaires. 

L'auteur  établit  tout  d'abord  les  équations  difTérentielles  des  courbes  ration- 
nelles normales  de  l'espace  S„  à  n  dimensions,  c'est-à-dire  des  courbes  d'ordre  « 
appartenant  à  S„  sans  appartenir  à  des  espaces  d'ordre  inférieur  à  n.  Ces  équa- 
tions, d'ordre  n -l- 3,  sont  au  nombre  de  n  —  \;  pour  n  =  2,  on  retrouve 
l'équation  difFérenlielle  des  coniques  et  pour  n  =  3  les  deux  équations  différen- 
tielles des  cubiques  gauches.  En  général,  si  l'on  désigne  par  T,,  T,,  ...,  T„_,  les 
premiers  membres  de  ces  équations  difTérentielles  prises  dans  un  certain  ordre, 
l'ensemble  formé  par  T„_i,  T„_;^,,  ...,  T„_,  est,  quel  que  soit  /.,  invariant  par 
les  transformations  homographiques  de  S„.  On  retrouve  comme  cas  particuliers 
certains  des  invariants  différentiels  des  courbes  gauches  trouvés  par  Halphen. 

Soit  mairiteuant  une  courbe  quelconque  et  un  point  non  singulier  de  cette 
courbe  pris  pour  origine  L'auteur  montre  qu'on  peut,  dans  le  voisinage  de  ce 
point,  donner  aux  équations  de  la  courbe  la  forme  canonique 

x^^  .r'*-'-t- Ji/i,+2^"+'-l- J5;"-/+3a;"+^-l-  ...         (/  =  I,  2.  ...,  H  —  1). 
avec 

J',"'^'=  o. 

(')  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  t.  XXXVIIL,  1914,  P-  'Ti-'T*^- 


SECONDE   PARTIE. 

Les  coefficients  J  sont  alors  des  invariants  didërentiels  projectifs  dont  le 
poids  est  égal  à  l'indice  inférieur. 

L'auteur  étudie  ensuite  plus  particulièrement  les  invariants  de  poids  3,  4, -. ., 
n  +  i;  il  donne  leur  expression  à  l'aide  des  quantités  T,,  T„,  ...,  T„_i  et  de 
leurs  dérivées. 

En  additionnant  plusieurs  invariants  de  même  poids,  on  obtient  un  nouvel 
invariant  du  même  poids;  en  particulier,  on  peut  former  ainsi  les  invariants 
J3,  j\,  ■■■,J„^i,  de  poids  respectifs  3,  4,  •■•,  n-hi,  entiers  par  rapport  aux 
quantités  T  et  à  leurs  dérivées;  ils  ont  une  importance  particulière  provenant 
du  fait  qu'ils  coïncident  avec  les  invariants  linéaires  ou  fondamentaux  d'une 
équation  différentielle  linéaire  d'ordre  «  +  i. 

Atout  invariant  différentiel  projectif  en  correspond  un  autre  par  dualité; 
l'auteur  établit  les  formules  qui  permettent  de  passer  de  l'un  à  l'autre.  En  par- 
ticulier, les  invariants  j\,  j\,  •••■,Jn+i  coïncident  au  signe  près  avec  les  inva- 
riants qui  leur  correspondent  par  dualité. 


Eiiriques  {F.)    et   Fano  (G.).  —  Sur    les  groupes  continus  de 
transformations  de  Cremona  de  l'espace  (59-99). 

Le  but  de  ce  Mémoire  est  la  classification  des  groupes  continus  de  transfor- 
mations birationnelles,  ou  transformations  de  Cremona,  de  l'espace,  autrement 
dit  la  réduction  de  ces  groupes  à  des  types  déterminés,  à  l'aide  de  transforma- 
tions birationnelles. 

Les  auteurs  établissent  d'abord  la  proposition  suivante,  dont  ils  se  servent 
fréquemment  dans  leur  étude  :  tout  groupe  continu  de  transformations  bira- 
tionnelles de  l'espace  laisse  invariants  une  infinité  de  systèmes  linéaires  de 
surfaces  algébriques.  Il  en  résulte  que  tout  groupe  crémonien  de  l'espace  est 
semblable  à  un  groupe  projectif  d'un  certain  espace  S„  à  n  dimensions. 

Dans  la  classification  des  groupes  considérés,  on  est  conduit  aux  conclusions 
suivantes. 

Tout  groupe  primitif  de  transformations  de  Cremona  est  réductible  biration- 
nellenient  à  un  groupe  projectif  ou  à  un  groupe  conforme.  Les  groupes  pro- 
jectifs ont  été  déterminés  par  Lie.  Dans  le  groupe  oc'"  des  transformations 
conformes,  il  y  a  un  seul  sous-groupe  primitif  (jui  ne  puisse  être  transformé 
birationnellement  en  un  groupe  projectif  :  c'est  le  groupe  des  transformations 
conformes  qui  laissent  une  sphère  invariante. 

Parmi  les  groupes  impriniitifs,  certains  sont  réductibles  birationnellement  à 
des  groupes  de  Joiiquières  ge'néralise's  (groupes  possédant  un  faisceau  inva- 
riant de  droites  ou  un  faisceau  invariant  de  plans).  Ceux  qui  échappent  à  cette 
réduction  sont  certains  groupes  crémoniens  cc^  algébriques  transitifs  simples. 
Les  auteurs  sont  donc  amenés  à  étudier  plus  particulièrement  ces  derniers 
groupes:  ils  dén)ontrent  que  les  transft)rmations  d'un  pareil  groupe  qui  laissent 
invariant  un  point  de  l'espace  doivent  former  un  groupe  fini,  holoédriciucment 
isomorphe  à  l'un  des  groupes  de  polyèdres  réguliers;  d'où,  pour  les  groupes 
cherchés,  plusieurs  types  correspondant  aux  divers  polyèdres  réguliers.  Tout 
groupe  du  type  diédrique  se  ramène  à  un  groupe  laissant  invariant  un  faisceau 
de  droites;  tout  groupe  du  type  tétraédrique  se  ramène  à  un  groupe  conforme. 
Il  reste  donc  seulement  deux  cas  essentiellement  nouveaux,  correspondant  à 
l'octaèdre  et  à  l'icosaèdre  :   on  peut   réduire   birationnellement  les  groupes  du 
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type  octacdrique  à  un  groupe  composé  de  oc*  transformations  cubiques  et  ceux 
du  type  icosaédrique  à  un  groupe  formé  de  oc'  transformations  du  septième 
ordre. 

Marcolongo  (/?•).  —  Formules  pour  la  composition  de  plusieurs 
mouvements  finis  (i  01  -i  12). 

Ce  Mémoire  contient,  sous  forme  explicite,  les  formules  donnant  les  éléments 
d'un  mouvement  résultant  de  la  composition  de  plusieurs  mouvements  finis. 
Les  cas  étudiés  sont  les  suivants;  1°  composition  de  deux  ou  plusieurs  rotations 
finies  autour  d'axes  concourants;  2°  substitution  d'un  mouvement  hélicoïdal  à 
deux  rotations  autour  d'axes  non  concourants;  3°  cas  général,  c'esl-à-dire  com- 
position de  deux  ou  plusieurs  mouvements  hélicoïdaux. 

Dans  les  formules  qu'il  établit,  l'auteur  emploie  un  symbolisme  spécial  qui 
lui  permet  d'écrire  les  formules  explicitement  sous  une  forme  simple.  Étant 
donnés  deux  axes  A,.,  k^,  il  désigne  par  {/i\.k\)  le  cosinus  de  l'angle  de  ces  deux 
axes,  par  [A\.A, ]  leur  moment  mutuel.  De  même,  soient  trois  axes  A,,A^,  A",  dont 
chacun  est  défini  par  ses  cosinus  directeurs,  tels  que  a,,  p^,  y,,  et  par  ses  mo- 
ments relatifs  aux  axes  coordonnés,  tels  que  a,,  (jl^,  v^..  On  posera 


(A-,  A,  A-,)  = 


[^",^V^J 


?. 


Ces  symboles  sont  ensuite  généralisés  pour  n  axes  et  l'on  définit  ainsi  les  deux 
symboles  (A,  A, . . .  A^)  et  [AjA., ...  A,.]  qui  interviennent  dans  les  formules  rela- 
tives à  la  composition  des  mouvements  finis. 


Lauricella   (G.).    —   Sur   les    vibrations   des    solides   élastiques 
(ii3-i4.)- 

Ce  Mémoire  complète  un  autre  travail  de  l'auteur  publié  dans  les  Memorie 
Accad.  Torino  (2'  série,  t.  \LV).  Il  est  relatif  aux  solutions  dites  exception- 
nelles des  équations  du  mouvement  des  solides  élastiques,  dans  le  cas  où  les 
tensions  sont  nulles  à  la  surface  du  corps. 

Si  l'on  cherche  à  vérifier  les  équations  du  mouvement  par  un  déplacement 
de  la  forme 

u  =  i){x,y,  z)  o{t),        V  -  q{x,y,  z)s{t),        w  =  i{x,y,  z) -^{l), 
on  trouve  que/?,  q,  r  doivent  vérifier  des  équations  de  la  forme 


(0 


\-g  -h  X-^ h  A  «  =  0, 

A-  /•  -H  A  ^—  -î-  A"  /•  =  o, 
az 
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où  A  et  Ar  sont  des  constantes  et  où  Ion  a  posé 

ox       ay       az 

ainsi  que  trois  équations  aux  limites.  Lafonclion  f  (O  est  aloi's  de  la  forme 

o{l)  —  \  nos  {t'^Ji)  ->^  \i.%\n{t  \'Ti  ), 
en  posant 

p 

(  L  constante  d'isotropie,  p  densité). 

L'auteur  démontre  qu'il  existe  une  série,  en  général  infinie,  de  valeurs  du 
paramètre  k  à  chacune  desquelles  correspondent  trois  fonctions  p,  q,  r  régu- 
lières vérifiant  les  équations  {\)  à  l'intérieur  du  corps  donné  et  les  équations 
aux  limites  à  la  surface  de  ce  corps.  Ce  sont  ces  valeurs  qu'il  appelle  valeurs 
exceptionnelles^  les  solutions  correspondantes  étant  dites  solutions  exception- 
nelles. On  obtient  deux  pareilles  séries  de  solutions,  la  première  correspondant 
à  des  déplacements  initiaux  arbitraires,  la  deuxième  à  des  vitesses  initiales 
arbitraires  des  divers  points  du  corps  élastique.  Le  mouvement  du  corps  en 
général  sera  donné  par  la  superposition  des  deux  séries  correspondantes  de 
vibrations  élémentaires  toutes  les  fois  que  les  composantes  des  déplacements 
initiaux  et  des  vitesses  initiales  seront  développables  en  séries  convergentes  de 
solutions  exceptionnelles. 

Cazzaniga{T.).  —  Sur  les  déterminants  d'ordre  infini  (i 43-2 l'j). 

Dans  cet  important  Mémoire,  Fauteur,  mettant  à  profit  divers  travaux  anté- 
rieurs, en  particulier  ceux  de  M.  von  Kocli  et  ceux  de  M.  Pinchcrle,  s'est  pro- 
posé de  sj'nthétiser  et  de  généraliser  ces  travaux  en  donnant  sous  forme 
didactique  un  exposé  de  la  théorie  des  déterminants  infinis. 

Nous  indiquerons,  avec  les  titres  des  divers  Chapitres,  quelques-unes  des 
propriétés  établies  par  l'auteur,  en  laissant  de  côté  celles  qui  sont  la  générali- 
sation immédiate  des  propriétés  classiques  des  déterminants  d'ordre  fini, 
propriétés  que  l'auteur  étend  en  toute  rigueur  aux  déterminants  d'ordre 
infini. 

1.  Définitions,  notations,  exemples.  —  Soit  a, ^  un  ensemble  doublement  infini 
de  nombres,  où  i  et  k  reçoivent  toutes  les  valeurs  de  —  oo  à  -(-  ce  et  soit  D„,„  le 
déterminant  [a,n]  obtenu  en  donnant  à  i  et  à  A  toutes  les  valeurs  comprises 
entre  —  n  et  -H  /n.  Si  D^„  a  une  limite  unique  D  pour  m  et  n  infinis,  le  déter- 
minant infini  [a,i]  est  dit  convergent  et  a  pour  valeur  D.  Liant  donnée  la 
matrice  des  éléments  fl,j,  illimitée  dans  tous  les  sens,  il  faut,  pour  définir  le 
déterminant,  fixer  dans  celte  matrice  l'origine  a„„  et  la  diagonale  principale. — 
2.  Déterminants  convergents.  Propriétés  générales.  —  La  valeur  d'un  détermi- 
nant convergent  ne  change  pas  quand  on  prend  pour  origine  un  élément  dia- 
gonal arbitraire.  Tout  déterminant  convergent  dont  les  indices  des  lignes  et 
des  colonnes  s'étendent  de — oo  à  -hoc  peut  être  transformé  en  un  nouveau 
déterminant  convergent  pour  lequel  les  indices  s'élendent  de  i  à  -l-oc,  hypo- 
thèse adoptée  dans  la  suite  par  l'auteur.  — 3.  Critères  de  convergence.  Déter- 
minants normaux.  —  Un  déterminant  normal  (von  Koch)  est  un  déterminant 
infini  dans  lequel  le  produit  des  éléments  diagonaux  est  absolument  convergent 
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ainsi  que  la  série  double  des  éléments  non  diagonaux.  Un  pareil  détenriinant 
est  convergent.  Il  demeure  convergent  si  l'on  y  ^remplace  les  cléments  d'un 
nombre  fini  de  lignes  ou  de  colonnes  par  des  éléments  queIcont|ues  inférieurs 
en  valeur  absolue  à  un  nombre  positif  fixe.  —  '1.  Mineurs  d'un  déterminant 
normal.  — 5.  Développement  d'un  déterminant  normal.  —  (i.  Propriétés 
des  déterminants  normaux.  —  7.  Multiplication  des  déterminants  normaux. 
—  8.  Produit  de  deux  matrices.  —  9.  Déterminants  réciproques.  l'our  qu'un 
déterminant  D  admette  un  réciproque  convergent  et  tel  que  la  règle  du  produit 
lui  soit  applicable,  il  est  nécessaire  qu'on  ait  o  <  |  D  |  £  i.  Si  l'on  exclut  le  cas 
D=  —  I,  cette  condition  est  aussi  suffisante.  Le  réciproque  d'un  déterminant 
normal  est  ou  bien  égal  à   zéro,  ou   bien   égal  à    rhi,  ou  enfin    divergent.    — 

10.  Quelques   identités    entre   les    mineurs   d'un    déterminant    normal.    — 

11.  Déterminants  nuls  et  matrices  nulles.   Caractéristique  d'une   matrice.   — 

12.  Etude  d'une  classe  de  déterminants  convergents  non  normaux.  Si  l'on 
multiplie  les  éléments  des  lignes  et  si  l'on  divise  en  même  temps  les  éléments 
des  colonnes  d'un  déterminant  normal  par  des  nombres  a7;(j  =  i,  2, ...,  x),  le 
déterminant  conserve  la  même  valeur.  —  1,3.  Une  classe  de  déterminants  nuls. 
\\  s'agit  des  déterminants  [a,^]  dans  lesquels  on  a,  quels  que  soient  /  et  k, 

t        K     ^ 

A,  r,  .s  étant  trois  nombres  positifs  fixes  et  |  rs  \  étant  supérieur  à  i.  —  1 '1.  Sur 
les  systèmes  linéaires  finis.  Solution  d'un  système  infini  d'équations  linéaires 
dont  le  déterminant  est  normal,  dans  le  cas  où  les  inconnues  doivent  être  infé- 
rieures en  valeur  absolue  à  une  borne  finie.  Discussion  du  système. 

Levi  (B.).  —  Sur  la  réduclion  des  singularités  ponctuelles  des 
surfaces  algébriques  de  l'espace  ordinaire  à  l'aide  de  transfor- 
iiialions  quadratiques  (2if)-253). 

Soient  F  une  surface  algébrique,  A  un  point  multiple  d'ordres  de  celte  surface  ; 
une  transformation  quadratique  admettant  A  comme  point  fondamental  trans- 
forme F  en  une  surface  <!»,,  le  point  A  en  une  courbe  «,  sur  laquelle  existent 
des  points  multiples  d'ordre  s  de  <I>,  ;  soit  A,  un  de  ces  derniers  points  :  si  l'on 
opère  sur  A,  comme  on  avait  opéré  sur  A  et  ainsi  de  suite,  on  obtient  une 
suite  de  surfaces  'l'i,  «I>^,  ...  et  une  suite  de  points  A,,  A, L'auteur  dé- 
montre que  ces  deux  suites  sont  finies,  c'est-à-dire  qu'il  existe  une  dernière 
surface  «I»,.  telle    que    sur  la   ligne  a^,  transformée  de  A^_,,    il   n'existe  aucun 

point  multiple  d'ordre  .s  de  <1>^;  ceci  exige  toutefois  que  les  points  A,,  A„, 

soient  tels  que,  à  partir  de  l'un  d'entre  eux,  aucun  de  ces  points  ne  soit  situé 
sur  la  ligne  transformée  d'une  ligne  multiple  d'ordre  s  passant  par  le  point 
précédent. 

Ce  théorème  étant  démontré,  il  en  résulte  qu'on  peut  toujours  passer  par 
une  suite  de  transformations  quadratiques  d'un  point  singulier  quelconque  O 
à  un  point  simple. 

Bi-iosclii {F.).  —  Le  discriminant  des  foi'ines  binaires  du  sopliènie 
ordre  (a.oS-aSg). 

La  recherche  de  ce  discriminant  en  fonction   d'invariants  de  la  même  forme 
Bull,  des  Sciences  mat/iém.,  2'  série,  t.  \X\L\.  (Février  igio.)  K.2 
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a  été  fuite  par    Gordan.    L'aiileur    doiine    ici    une    nouvelle    clémonslralion    du 
i-ésultat  obtenu  par  Gordan. 

Vilerhi  {A.).  —  Sur  l'opération  fonclioniielle  représentée  par 
une  intégrale  définie  considérée  comme  élément  d'un  calcul 
(261-342). 

I^'opéraiion  fonctionnelle  en  question  est  la  suivante  : 

Soit_/(yi)  une  fonction  de  y,  analytique  et  uniforme  dans  un  certain  champ 
et  soit  a{}\,yr^)  une  fonction  analytique  des  deux  variables  y,,  j'^.  L'inlcgrale 
i  f^iyxtyz)  f  iXi) '^h'i  pi'ise  le  long  d'une  certaine  ligne  /  esl  une  fonction 
analytique  de  y„.  L'auteur  considère  l'opération  I  par  laquelle  on  passe  de 
la  fonction /(r,  )  à  celte  nouvelle  fonction  comme  élément  d'un  calcul  dont  il 
pose  les  bases.  Il  étend  iPabord  aux  opérations  I  les  quatre  opérations  fonda- 
mentales de  l'Aritlimétique.  Pour  l'addition  et  la  soustraction,  ceci  est  immé- 
diat. Pour  la  multiplication,  l'opération  BA  correspondant  aux  noyaux 
successifs  a{yi,  y-,),  b{y\,y-^)  sera  définie  par 

c/(r.)  =  BA/(r,)  =  r  r  /  ^(r..r,0«Opr.)^oJ/(j-,)^r.- 


X  [i 


La  division  consiste  à  trouver  B  connaissant  A  et  C  :  c'est  le  problème  de  l'in- 
version des  intégrales  définies  tel  qu'il  a  été  traité  par  M.  V'olterra.  M.  Viterbi 
définit  ensuite  plus  généralement  les  fonctions  d'opérations  I,  la  limite  d'un 
ensemble  d'opérations  I  et  la  continuité  d'une  (onction  d'opérations.  Les  fonc- 
tions d'opérations  considérées  sont  celles  déduites  d'un  certain  nombre  d'opé- 
rations I  par  combinaison  des  quatre  opérations  fondamentales.  On  définit 
ensuite  la  dérivée  d'une  opération  F(\),  fonction  dune  opération  I  variable 
désignée  par  X,  parrapport  à  X,  on  établit  les  règles  de  calcul  de  ces  dérivées, 
la  formule  de  Taylor,  la  notion  de  dérivée  partielle.  L'auteur  poussant  encore 
plus  loin  l'extension  au  nouveau  calcul  des  diverses  opérations  de  l'Analyse, 
étudie  les  séries  de  puissances  d'opérations  l  et  la  notion  d'intégrale  définie 
et  indéfinie  étendue  au  calcul  des  opérations  L 

Dans  une  deuxième  Partie,  M.  Viterbi  appliijue  à  la  théorie  des  fonctions 
d'opérations  I  les  notions  relatives  aux  fonctions  de  lignes  introiluiles  en  Ana- 
lyse par  M.  Vollerra.  A  cet  elfet,  l'auteur  établit  une  certaine  correspondance 
entre  une  opération  l  quelconque  et  une  certaine  ligne  de  l'espace  varial)lc 
avec  I,  et  il  applique  la  théorie  de  M.  \olterra  aux  fonctions  de  celte  dernière 
ligne.  Considérant  enfin  les  séries  de  puissances  d'une  opération  I  variable, 
l'auteur  étend  à  ces  séries  les  notions  de  cercle  de  convergence,  de  prolonge- 
ment analytique  et  de  fonction  analytique. 

Crcmona  (L.).  —  Franccsco  Briosclii  (34o). 

M.  (ircmona  annonce  la  mort  de  liiinsehi,  dii'eeteur  di'>  Ainiali  di  Maie  ■ 
inalica,  revue  c|u'il  avait  fomlée  en  iSjS  nvee  l'.etti.  tlenoeelii  et   Toitoliiii. 

Bcltnimi  (/i-).  —   ïNoticc  nécroloi;i(pi<'  sur   Hriosclii  (.5  iô-347  ). 

S.    IjATTIiS. 
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JOURNAL  FUR  DIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  MATHEMATIK  ( ';. 
Ton.e   CXLIII,    i<,rL 

SclioLtkv   (F.).    —     Sur    la    classe    de     ionctions    rjui     satisfait 
à  l'équalioii  F(  ^^ — ^^^  \  ^F(x)   (i-u4). 

A  toule  substitulioD  linéaire  x^=:■■s{x)  appartient  une  classe  de  fonctions 
qui  restent  invariantes  quand  on  remplace  x  par  x,.  Cette  définition  a  besoin 
d'être  précisée;  c'est  ce  que  l'auteur  se  propose  de  faire;  cela  le  conduit  à  faire 
reposer  sur  celte  définition  la  théorie  des  fonctions  irigononiélriques  et  des 
fonctions  elliptiques  et  à  faire  ressortir  en  particulier  le  rôle  joué  dans  cette 
dernière  théorie  par  les  fonctions  tlièla  de  Jacobi. 

La  relation  honiographique  entre  x  et  :r,  peut  se  mettre  sous  l'une  des 
formes 

ar,  —  a  X  — a 

x^  —  b  X  —  6  ' 

A  A 


En  posant,  suivant  les  cas, 


ces  relations  deviennent 

Trois  cas  sont  à  distinguer,  dans  chacun  desquels  l'auteur  définit  un  domaine 
fondamental  y  du  plan  de  la  variable  z.  Dans  le  premier  cas,  |  g  \  =  i,  y  est  la 
portion  du  plan  comprise  entre  le  demi-axe  décrit  par  le  point  z  réel  et  positif 
et  le  demi-axe  décrit  par  le  point  z^=qz  correspondant.  Dans  le  second 
cas.  z^=  z  -h  1,  y  est  la  portion  du  plan  comprise  entre  l'axe  des  ordonnées 
et  la  parallèle  menée  par  le  point  ^  =  i.  Dans  le  troisième  cas.  |  7  |  <  i,  y  est 
la  couronne  circulaire  comprise  entre  les  circonférences  de  centre  0  et  de 
rayons  i  et  |  </  |. 

Si.  dans  chaque  cas,  on  choisit  la  constante  c  de  manière  que  le  point  z  =  c 
soit  à  l'intérieur  de  y,  le  domaine  y  est  l'image  d'un  domaine  G  du  plan  de  la 
variable  x  et  ce  domaine  s'étend  à  linfini.  Il  est  consiilué  par  la  portion  du 
plan  extérieur  : 

l)ans  le  premier  cas,  à  deux  circonférences  se  coupant  en  a  et  l/: 

Dans  le  second  cas  (cas  trigonométrique),  à  deux  circonférences  tangentes 

extérieurement  en  a; 

Dans    le   troisième   cas  (cas  elliptique),  à  deux  circonférences  extérieures  et 

comprenant,  à  leur  intérieur,  l'une  le  point  a,  l'autre  le  point  b. 

Dans  tous  les  cas.  la  frontière  de  G  se  compose  de  deux  cercles  ou  arcs  de 
C)  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  t.  XWVML,,  p.  l'^6-^(3o. 
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cercles  Kj  et  Iv_,  tels  que  si  x  décrit  \\_^  en  laissant  G  à  droite,  :r,  décrit  K, 
en  laissant  G  à  gauche.  Les  points  a  et  6  sont  dits  dans  le  premier  cas  les 
points  singuliers  de  la  frontière;  dans  le  cas  trigonométrique  il  y  a  un  seul 
point  singulier,  le  point  a;  dans  le  cas  elliptique  il  n')'  en  a  pas. 

On  peut  alors  définir  une  classe  de  fonctions  F(ar)  satisfaisant  aux  condi- 
tions suivantes.  La  fonction  F  (a:)  est  définie  pour  chaque  point  intérieur  à  G 
et  chaque  point  non  singulier  de  sa  frontière,  et  se  comporte  comme  une 
fonction  rationnelle  au  voisinage  de  chacun  de  ces  points.  Elle  tend  vers  des 
valeurs  déterminées  lorsque  a;  tend  vers  les  points  singuliers  de  la  frontière  en 
restant  à  l'intérieur  de  G.  Enfin  elle  reprend  sa  valeur  lorsqu'on  passe,  sans 
sortir  du  domaine  G,  d'un  point  quelconque  x  de  K_,  au  point  a:,=  (ç(a7) 
de  K].  Dans  le  cas  trigonométrique,  il  peut  y  avoir  deux  valeurs  limites 
pour  F(a7)  au  point  singulier  a,  suivant  que  x  tend  vers  a  en  restant  dans 
l'une  ou  l'autre  des  deux  régions  de  G  voisines  de  a. 

On  démontre  facilement  qu'iV  n'existe  aucune  fonction  de  la  classe  qui  ne 
devienne  jamais  infinie  dans  G  et  que  deux  fonctions  quelconques  w  et  w'  de 
la  classe  sont  liées  par  une  équation  algébrique. 

Le  premier  cas  se  traite  immédiatement  :  toutes  les  fonctions  de  la  classe 
sont  les  différentes  fonctions  rationnelles  de 

271 
U  =  Z~<^, 

OÙ    w  désigne   l'angle  sous  lecjuel  se  coupent  les  deux  arcs  de  cercle  K_i  et  Kj. 
Le  cas  trigonométrique  est  le  plus  difficile.  Si  l'on   considère  la  suite  infinie 
des  points  x-^,  où  X  varie  de  —  x  k  4-  x,  définis  par  les  conditions 

la  série  -(x)  — ^x)  ^^^  absolument  convergente.  Eu  posant 

S(xx— a-^)  =  u  —  u', 

où    u  désigne    une  fonction   de  x  et   u'  la   même   fonction  de  x' ,  on  définit   la 
fonction   u  à  une  constante  près,  qu'on  peut  déterminer  par  la  condition  que  u 
change  de  signe  si  l'on  remplace  x  par  .la  —  x. 
L'égalité 

définit  une  deuxième  fonction  p{x)  qui.  comme  //.  ne  devient  infinie  que 
pour  ar  =  ce  et  les  points  homologues.  Ces  deux  fonctions  ne  changent  pas 
quand  on  remplace  x  par  v>{x). 

Plus  généralement,  si  R(a;)  est  une  fonction  rationnelle  (|ni  admet  .r  —  a 
comme  zéro  d'ordre  i  au  moins,  la  série 

V  =i:H(^x) 

définit  une  fonction  de  la  classe  s'annulant  au  point  a.  Si  l'cm  sait  simplement 
que  K(x)  ne  devient  pas  infinie  pour  x  —  a,  réi|uation 

U-  U'=  i:[U(a:.J  -  li{x'J] 
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définit,  à  une  constante  près,  une  fonction  U  de  la  forme 

U  =  a+  Pm-i-  V. 

L'étude  des  fonctions  U  au  voisinage  de  x  ^^  a  revient  donc  à  celle  de  la 
fonction  u.  L'auteur  montre  que,  suivant  que  x  tend  vers  a  par  une  région  ou 
l'autre  de  G,  u  tend  vers  Airt  ou  —  Attî.  La  fonction  u  appartient  donc  à  la 
classe.  De  plus,  toute  fonction  de  la  classe  qui  ne  devient  infinie  que  pour  x  =  » 
et  les  points  homologues  est  un  polynôme  entier  en  u.  En  particulier,  il  en  est 
ainsi  de  la  fonction  p;  et  l'on  trouve  facilement 

L'auteur  démontre  enfin  que  toute  fonction  de  la  classe  est  une  fonction 
rationnelle  de  u. 

On  peut  aussi  représenter  les  fonctions  de  la  classe  par  des  produits  infinis. 
L'auteur  considère  en  particulier  la  fonction 


(^, r;  ?>'',)  =]  J 


x;-"^  y 


^A- '^  y\—\ 


où  y,  I,  T,  sont  trois  paramètres;  cette  fonction  admet  pour  zéros  \  et  les  points 
homologues,  pour  pôles  t,  et  les  points  homologues;  enfin  elle  est  égale  à  i 
pour  X  =y.  On  a  la  formule  de  réciprocité 

(x,r-  ?,  T,)  =  (?,  T,;  X,  y). 
Enfin,  en  appelant  r,  a,  jî  les  valeurs  de  la  fonction  u  pour  jj',  ^,  r,,  on  a 

{x,  y;  : ,  T, )  = T-  '-  ■ 

•^  «  —  p    i'  —  a 

Si  l'on  pose 
on  obtient  une  fonction  S{x,  ?)  de  la  classe  satisfaisant  à  la  relation 

S(.,5)=    ,        "'"-^L==; 

\Ju--h  A---  Va-  H-  A--- 
elle  est  représentée  par  le  produit  infini 

>.  =  ! 

L'auleur  passe  ensuite  au  cas  elliptique.  Là  encore  l'égalité 
£  (  X;  —  x'  )  =  u  —  u 
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définil  une  fonction  u  de  x,  et  les  égalités 

{x  —  a){x-b)-^  ^:^{X;-a){x-,-b)  = /;, 

{X  ~  a){x  —  b)-£--  S(  j-,  -  a)  (x-,—  b)  (ix-^-  a  —  b)  =  P 

définissent  deux  autres  fonctions  p  et  P. 

De  même  que  dans  le  cas  trigonométrique,  la  formule 

V  =  i:K(:r-J, 

où  la  fonction  rationnelle  R(:c)  s'annule  pour  ^  =  a  et  x  =^  b,  définil  une 
fonction  de  la  classe  s'annulant  aux  points  singuliers.  La  formule 

où  la  fonction  rationnelle  R  (:r  )  ne  devient  infinie  ni  pour  j:  =  rt  ni  pour  x  =  b, 
définit  au  contraire  une  fonction  qui  s'augmente  de  R(cf)  — H(6)  quand  on 
passe  (le  x  k  x^•,  ce  n'est  donc  pas  en  général  une  fonction  de  la  classe. 

En  parlant  des  fonctions  m,  p,  P,  />-,  ...,  qui  admettent  a;  =  oo  et  les 
points  homologues  comme  pôles  du  i",  2'",  3'',  4",  •  ■  ordre,  on  peut  représenter 
sous  la  forme 

a«4-F(/j)  +  PG(/>), 

où  F  et  G  sont  des  pol)  nomes,  toute  fonction  admettant  poui'  pôles   x  =  ce  et 
les   points   homologues,  et  jouissant  de    la    propriété   de  se  reproduire  à   une 
constante  additive  prés  quand  on  passe  de  ^  à  x^. 
En  particulier  on  a 

P==R(/7), 

R  étant  un  polynôme  du  troisième  degré,  et.  de  plus, 

^/^  _       clp  ^^^     pdp 


{X  -a)(x-b)        y'i^p)  /rITÔ 

L'auteur    définit,    comme    dans    le    cas    trigonométrique,    le    proiluil    infini 
{x,y,%,yi)  et  la  fonction  E{x,^).  Il  pose  alors 

ja-b)  tLJx,  I) . 
'^^~  {x-b)a-ay 
on  a 

Kn  posant 

_  _  X  —  a  \       b 
X  —  b  \  —  a 

?>{x,\)  devient  une  fonction /(c)  satisfaisant   à  ré(]uation  functi«)nnelle 
et  l'on  a  tout  sini|dement,  si  |  </  |  <  ' , 
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où  0(-)  est  la  fonction  de  Jacobi  donnée  par  la  formule 

)  (>.-!) 

Perron  (Oskar).   —    Sur   les   équations   différentielles  linéaires 
à    variable    indépendante    réelle    (deuxième    Cominiinicalion) 

(25-49). 

Dans  la  première  Communication  portant  le  même  titre  (mime  Journal, 
t.  CXLII),  l'auteur  avait  étudié  la  manière  dont  se  comportent,  pour^=  +  oc, 
les  intégrales  des  équations  difTérentielles  linéaires  lorsque  les  parties  réelles 
des  racines  de  l'équation  caractéristique  sont  toutes  distinctes.  Dans  cette 
seconde  Communication  l'auteur  s'occupe  du  cas  général. 

Première  Partie.  —  Systèmes  de  n  équations  du  premier  ordre. 
1.  Soit 


(0 


y'\  =^  f->.,v.i^)y^      O-  =  1,2,...,») 


un  système  d'équations  dirtérentielles,  oi^i  les  coefficients /-^  ,^( a:)  sont  des  fonc- 
tions continues  pour  x^x^,  avec 

1''"  A.iJ-^)  =  «x.|.- 

X  —   00 

Soient,  de  plus,  p,,  p^,  ...,  p„  les  racines  de  l'équation  caractéristique 

«1,1—   P        «1,2         ■••  «1,,. 

a„  ,         a„  2     •  ■  •     (^n  n —  P 

On  a  un  premier  théorème  : 

Si  r,s  sont  deux  nombres  réels  quelconques  tels  que  les  parties  réelles  S\  (p^^) 
de  toutes  les  racines  p-,  soient  inférieures  à  r  et  supérieures  à  s,  on  a,  pour 
toute  solution  non  identiquement  nulle  du  système  (i),  les  relations 


lim 


lim 


^  =  O  (A=  1,2,   ....  n), 

■IrJ  _„ 


=  00  e 


e'^ 


L'auteur    «iéniontre  ce  théorème  en    ramenant,  par    une  substitution    linéaire 
à  coeflicicnts  constants  elfectuée  sur  les  j',,  le  système  (i)  à  la  forme 


i6 
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où    les    Cl       sont    des    constantes  et  les  'f-^  ,,   des   fonctions    tendant  vers   zéro 
pour    X    infini.    On    peut    alois    trouver    un    nombre    x,>:c„    tel    qu'on    ait, 


pour  X  '-  JT,, 


|..-J<Ca^e- 


/•'  étant  un  nombre  donné  compris  entre  r  et  les  ct\(p-^);  cela  démontre  la 
première  partie  du  théorème.  La  seconde  partie  se  ramène  à  la  première  par  la 
considération  du  système  adjoint 

n 

Y'  =— V  /■,     Y  . 

î.  L'auteur  considère  les  systèmes  particuliers  de  la  forme  (  2  )  et  démontre 
le  théorème  suivant  : 

Si   c(l(p,)   est    supérieur   à   ct\  (  p,  )  pour   ),  =  2,  3,    ..   ,  n,  le  système  (2) 
admet  une  solution  pour  laquelle 


lim    -^ 


(a  =  2,  3,  . . .,  n). 


Il  y  a  n  solutions  linéairement  indépendantes  satisfaisant  à  ces  conditions. 
Le  mode  de  démonstration  est  analogue  au  précédent. 

3.  Le  théorème  admet  la   généralisation  suivante  : 

Si  chacun  des  nombres  p,,  p^,  ...,  p^  admet  une  partie  réelle  supérieure 
à  la  partie  réelle  de  chacun  des  autres  nombres  p-^,  le  système  (2)  admet 
k  solutions  linéairement  indépendantes 

z,=  z,^,  z.=  z,.„  ...,  z,,=  z„.,  (v  =  I,  2,  ....Â) 


satisfaisant  aux  conditions 


=  A,.,       -A, ,2 


■'1,1         "1,2 


-k.l        "k,-! 


'-'-uk 


().,,)>.,,   ...,)>;)     désignant     une     combinaison    quelconque,    dijférenle    de 
(i,  2,  ...,  k),  des  n  indices  i,  î,  ...,  n. 

Ce  théorème  se  ramène  au  précédent,  les  C*  déterminants  qui  s'introduisent 
dans  l'énoncé  étant  C'},  fonctions  qui  satisfont  à  un  système  d'équations  diflé- 
rentiellcs  linéaires  du  type  du  système  {■?). 

UiaxiiME  Partik.  —  Applications  aux  équations  du  «"""'  ordre. 
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4.   L'équation 

(3)  r •"' -^/i(-^)r^"-'' +  ...-+- /„(x)  y  =  0, 

où  Ion  a 

Il  m  />   .r  )  =  a,, 

se  ramène  diine  infinité  de  manières  à  un  s)'stcme  de  la  forme  (1).  On  peut 
d'abord  poser 

y  =  yv      y'^^y-i^      ■■■•     r'""''  =  r„- 

En  appliquant  alors  le  premier  théorème  (  n°  1),  on  obtient  le  théorème 
suivant  : 

Si  les  ])arties  réelles  des  racines  ^j^,  ....  p,_  de  l'équation  caractéristique 
p"  +  a,  p"-'  -+-...-!-  o„  =  o 

sont  toutes  comprises  entre  les  deux  nombres  réels  r  et  s  (ry-s),  toute 
intégrale  non  identiquement  nuTle  de  l'équation  (3)  satisfait  aux 
relations 

y  )-■  i/C— 1) 

lim     ^^  =    lim     ^^—  =...=    lim =  o, 

tyrr  pTX  pTX 

li,n     l.>-|  +  iyi+.---l.r"-'M    __.. 

ô.  On  peut  encore  poser 
.■>'  =  -!'  -=^'1  —  Pi-i=  -r  -i— P2-2  =  -.!•  ■••'  *Li~  P,.-i  ".. -1=  •="• 

ce  qui  ramène  l'équation  (3)  à  un  système  de  la  forme  (:^).  En  appliquant  le 
théorème  du  n"  1.  on  voit  que  : 

5<  Jl  (  Pi  )  >  cR  (  p-^  )  pour  A  =  2 .  ". /( ,  /  équation  (  3  )  admet  n  in légrales 

linéairement  indépendantes  satisfaisant  aux  relations 


y(") 

lim     ^—  =  0,,  lim    ^—  =  p;.  ..  lim    


y  _  ,        K„  y 


On    peut    encore    dire    qu'il    existe   des   équations  dillcrenlielies  du   premier 

ordre 

y'— w(a7)jK  =  o 

dont    les    intégrales    satisfont   à    i'équalion    (3)   et    dont    le    coefficient   «(j:) 
satisfait  aux  conditions 

lim  (O  (o;)  =  p,,  lim   io'(a7)  ==  ( ,  lim  w'"-''(a:)  =  o. 

Sous  cette  dernière  forme  le  théorème  se  généralise  : 
Si  l'on  considère  un  facteur 

wf  p)  =  p*  -;-  c,  p*-'-(-. .  .H-  Cj 

du  premier   membre  de   l'équation   caractéristique,  tel  que  chaque  racine 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  x'  série,  t.  XWIX.  (Mars  lyiô.)  H. 3 
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de  w  (  p  )  ait  sa  partie  réelle  supérieure  à  celles  des  n  —  k  autres  racines   p-, , 
il  existe  des  équations  di [J'érentielles  du  A"'""'  ordre 

y  '■)  +  w,  (  X  )  y^^-'^i  +  .  .  .  +  ojj  (  a;  )  y  =  n 

dont  toutes  les  intégrales  satisfont  à  l'équation  (3),  et  dont  les   coefficients 
satisfont  aux  conditions 

V\m  i<\{x)  =  c-^,  lim  oj[  (x)  —  o,         ...,  lim  w<"~'    (a;)  =  o 

(A  =  .,2,   ...,A-). 

6.  L'auteur  démonlre  ensuile  que,  dans  les  mêmes  liypolhèses,  l'équation 
différentielle  (  3)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

«("-'0 4-  Sj (a;)  a("  -^■-')  + . . .  +  'i!„_|t {x)  u  —  o, 
où  l  on  a  posé 

u  =  yW-i-  M^{x)  JK^*~''  +  -  .  .+  W;  (x-)  J' 

et  où  l'on  a 

lim  »).(^)  =  bx^ 

.V   =    00 

avec 

(P  — Pi)  (?  -  ?-i)  ■■■(?  —  ?„)  =  "(P)  (p"-'+  6,p"-'^-'  +  ...+  6„_J. 

7.  Tous  les  Llicoi'émes  prércdcnts  permelleiit  enfin  de  démontrer,  par  voie  de 
rértirrence,  le  théorème  fondamenlal  suivant  : 

Si  Tj,  r^,  ...,  r^  sont  les  parties  réelles  distinctes  des  racines  de  l'équa- 
tion caractéristique  et  si  e-,  est  le  nombre  des  racines  dont  la  partie  réelle 
est  r^  {chaque  racine  étant  comptée  avec  son  degré  de  multiplicité)^ 
l'équation  différentielle  (3)  admet  un  système  fondamental  d'intégrales  se 
décomposant  en  a  classes,  de  manière  que  les  intégrales  de  la  a""""  classe  et 
leurs  combinaisons  linéaires  satisfassent  aux  relations 


lim 
lim    -1 


y\  -t-lr  l+----^lr' 


M-^) 


e-'x-')-" 


et  cela  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  c.  Le  nombre  des  intégrales 
de  la  V'""  classe  est  e-,- 

Liclilenslein  [Léon).  —  1.  Prohlcnies  avec  condilions  aux  liniiles 
(le  la  théorie  des  équalioiis  aux  dérivées  parlielles  linéaires  du 
second  ordre  du  ly|>e  elliptique.  — 11.  CoeKicienls  n'adnietlant 
qu'un  nombre  lini  de  lignes  de  discouLinuilé.  Le  deuxième 
problème  avec  conditions  aux  llmiles.  Le  problème  mixte 
(5  i-io.V). 

Dans  la  premièie  partie  de  ce   Mémoire  (même  Journal,  t.  (AIJl,  |).  i-'io) 
l'auteur    s'était    occupé   de    la    théorie    des    équations    aux    dérivées    parlielles 
linéaires   du    second    ordre    du    type   ellifitiqwe,  en  ce  qui  concerne  le  premier 
problème    avec    conditions    aux    limites.    Dans    cette  deuxième  partie  l'aulcur 
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revient  sur  ce  premier  problème,  mais  en  supposant  que  les  coefficients  de 
l'équation  admettent,  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  un 
nombre  fini  de  liîjnes  de  discontinuité.  C'est  sur  la  résolution  de  ce  problème, 
avec  ces  hypothèses  plus  larges  que  celles  qu'on  fait  habituellement,  qu'il 
s'appuie  pour  résoudre  le  second  problème  et  le  problème  mixte. 

Les  considérations  fin  premier  Chapitre,  consacré  au  premier  problème, 
reposent  essentiellement  sur  le  lemme  suivant,  énoncé  sans  démonstration  : 

Soit  T  un  domaine  plan  limité  par  une  courbe  S  fermée,  sans  point  double, 
à  courbure  continue.  Soit  C  un  arc  de  courbe  situé  dans  T,  sans  point  double 
et  à  courbure  continue;  cet  arc,  ou  bien  se  termine  en  deux  points  de  S  ou 
bien  est  tout  entier  à  l'intérieur  de  T  et  est  alors  fermé.  Soient  enfin  T,  et  T,^ 
les  deux  domaines  dans  lesquels  C  partage  T,  /'{x.y)  une  fonction  définie 
dans  T,  admettant  la  seule  ligne  C  comme  ligne  de  discontinuité  et  satisfaisant 
à  l'intérieur  et  sur  le  contour  de  chacun  des  domaines  T,  et  T.^  à  la  condition 
de  Holder.  On  sait  que  le  potentiel  logarithmique 

ii'x,y)=   I    I  p  {'î,  r,)  \og  -  d\  dr,.         /■-=  (.T —  l)^-^  {y  —  r,)-. 

où  {ce,}')  est  un  point  de  T,  est  continu  ainsi  que  ses  dérivées  du  premier 
ordie,  dans  T  et  sur  S.  Les  dérivées  du  second  ordre,  qui  sont  définies  et 
continues  à  l'intérieur  de  T,  et  de  T,.  admettent,  à  l'intérieur  de  T,  la 
ligne  C  comme  ligne  de  discontinuité. 

Chapitre  premier  —  Le  premier  problème  avec  conditions  aux  limites. 
Coefficients  admettant  un  nombre  fini  de  lignes  de  discontinuité. 

1.  Solutions  régulières.  —  Soit 

►  .     .        à'U        d-u  au        ,  du 

ôx-        ôy-  dx  ôy  ■' 

une  équation  aux  dérivées  partielles  dont  les» coefficients  a,  b.  c./sont  supposés, 
ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  pi'emier  ordre,  continus  dans  chacun  des 
domaines  T,  et  T^,  contour  compris,  mais  pour  lesquels  C  est  une  ligne  de 
discontinuité. 

L'auteur  cherche  à  déterminer  une  solution  u{x,y)  de  cette  équation,  bornée 
et  continue  dans  T,  admettant  des  dérivées  partielles  des  deux  premieis  ordres 
continues  dans  T,  sauf  peut-être  sur  C,  prenant  sur  S  une  suite  de  valeurs  a  (s) 

continue,  sauf  en   un   nombre  fini  de  points,  telle  enfin  que  la  dérivée  - — •  prise 

le  long  d'une  normale  à  C  soit  continue  dans  toute  partie  de  C  complètement 
continue  dans  T. 

L'ne  telle  solution  satisfait  à  l'équation  intégrale 

(a)        u{x,y)^—  —    f     I    \—ji H      ^^       -cL.J»(;,T.)rfg  d-n 

~ z    I   G  (  X,  T  ;  Ç,  T)  )  </  (  ï,  Tj  )  [  0^  dl  —  ôa  dr,  ] 

-i-v{x,y)  —  -^   f  fo{  X,  y  :  ;,  r,  )  /(  ;,  t.  )  d\  dr„ 

où  v{x,y)  désigne  la  fonction  potentielle,  régulière  dans  T,  (|ni  prend  sur  S 
les    valeurs   données   »(s),   où   G{x,y;^,r^)    désigne   la   fonction  ordinaire  de 
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Green  relative  au  domaine  T,  où  enfin  Za  et  ob  désignent  les  variations 
brusques  de  a  et  b  quand  on  traverse  la  courbe  G. 

Si  l'équation  L  (  e<  )  =0  admet  des  solutions  s'annulant  sur  S,  ces  solutions 
satisfont  à  l'équation  intégrale  homogène  correspondant  à  (2). 

Réciproquement,  toute  solution  de  l'équation  intégrale  (a)  est  continue, 
ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dans  T;  de  plus  les  dérivées 
partielles  du  second  ordre  sont  continues  dans  T,  sauf  sur  C. 

En  appelant  régulières  les  solutions  continues  dans  T,  admettant  des  dérivées 
du  premier  ordre  continues  dans  T  et  des  dérivées  du  second  ordre  également 
continues  sauf  en  un  nombre  fini  de  lignes  de  discontinuité,  on  voit  que  l'équa- 
tion (i)  admet  encore  des  solutions  régulières  si  les  coefficients  a,  6,  c,  / 
admettent  une  ligne  de  discontinuité  (et  même  un  nombre  fini  de  ces  lignes, 
pourvu  qu'il  ne  passe  pas  plus  de  deux  de  ces  lignes  en  un  même  point). 

L'auteur  démontre  que  si  la  suite  île  fonctions  continues 

'-?(')  (s),         9(-'(*), 

converge  uniformément  vers  o(s)  sur  tout  arc  de  S  qui  ne  contient  aucun 
point  de  discontinuité  de  '■?(*),  et  si  u^'i{x, y)  est  la  solution  régulière  de  (i) 
qui  prend  sur  S  les  valeurs  c5('^)(s),  on  a 

lim  u^){x,  y)  ^  u{x.  y), 

le  passage  à  la  limite  étant  uniforme  dans  toute  partie  T*  de  T  qui  ne  contient 
aucun  point  de  discontinuité  de  »(s). 

2.    Solutions   régulières   (suite).    —    Soit   u^{x,y)    la    solution,  régulière 

dans  T,   de    l'équation    (i)    (ou    de   l'équation   liomogène    correspondante)  qui 

>  ■  .-    .^-    I,  •  '^"d    au,, 

sannule  sur   S.  Si   Ion   suppose   pour   un    instant  que— — ^>  sont   continues, 

ôx     i)y 

non  seulement  ilans  T,  mais  encore  sur  S,  et  si  l'on  pose 

à-Ug        à-u„  <)u„  ôu„ 

— r  -i — r-^  —  f  —  a  ~  —  b  —!■  —  cu,,=  W  (x,  r), 

OX-        ôy        ■'  dx  ây  "  ^    ■> .   " 

on  obtient  pour  \\{x.y)  ré(|uation  intégrale 

(3)  ^'''<^-'')~^_ff\      a{x,y)-^G{x,y;l.-r^) 

-^  ^  (•^'  r)^G(,r,  .v;  ç,  T,) 
+  cix,  y)G(x.  y:  -,  r.) 

X\\Cç.r,)il\di\=f(x,  y), 
d'où  l'on  tire  ensuite 

(4)  ujx,y)  =--1-    f  J  r.{x,y;  \,  r,)\\  [t  r,)  d\dr,. 

Les  formules  {■'>)  et  ( '|  )  fournissent  ainsi,  d'une  nouvelle  manière,  la  solution 

(unii|ue)    du     |)rciiiier    piiihièuic   avec     conditions     aux     limites,     (>l    l'on     soit 

inia     Ou,,  ... 

que  >  sont  ellectivcment  ciniliiiues  sur  >. 

'        OX     Oy 
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De  là   résulte  faciienienl  la   continuité  sur  S  de  — »  —,   lorsque  la   fonc- 

dx     Oy 

tion  'f  (s)  admet  une  dérivée  «'(s)  continue  et  une  dérivée  .?"(s)  continue, 
sauf  en  un  nombre  lini  de  points. 

Si  l'équation  non  homogène  (i)  n'admettait  pas  une  solution  unique,  la 
conclusion  précédente  s'appliquerait  aux  solutions  de  l'équation  homogène 
correspondante. 

L'auteur  suppose  enfin   que  'f  (s)  dépende  d'un  paramètre  \  variant  dans  un 

intervalle  (A„,  a,).  Si  9(5,  X)  est  une  fonction  continue  de  ses  deux  arguments, 

u{x,y,\)   est  une  fonction  continue  pour  tous  les  points  {x,y)  de  T  et  de  S 

et  pour  toutes  les  valeurs  X  de  l'intervalle  (>k„,Xi).  Si,  en  outre,  9(5,  )>)  admet 

, ,  .    ,  .  .,     ùo  .  ,        ....  .   , ,       au       <)-u         (fu 

une    denvee    partielle    -.^   continue,   les   dérivées    partielles   —r^   -■>    ^ 

C/A  ^  OK      oxôi.      (lyOK 

existent  et  sont  continues  par  rapport  à  {x,y);  de  plus  les  dérivées  partielles 

O^U  Ô^U  Ô^U  .  ,  r^  .       ,  s  ,       3 

— :r-=r)  r^)  r  existent  dans   1    et,  par  rapport  a  (x.y).  n  admettent 

Ox-(J/.    oxOyd\    Oy-OK  '  ^'  v     .y  / 

qu'un  nombre  fini  de  lignes  de  discontinuité. 

3.  Théorèmes  d'unicité.  —  Dans  le  cas  particulier  où  c  =  o,  et  où  les 
lignes  de  discontinuité  ne  se  coupent  ni  ne  se  touchent  à  l'intérieur  de  T, 
toute  solution  régulière  de  l'équation  (i)  ne  peut  admettre  ni  maximum  positif 
ni  minimum  négatif.  Par  suite,  toute  solution  régulière  en  T  et  s'annulant 
sur  S  est  identiquement  nulle  dans  T. 

Laissons  maintenant  tomber  la  condition  c  =  o.  On  peut  alors  trouver  un 
nombre  k  tel  que,  si  T*  désigne  un  domaine  quelconque  contenu  dans  T  et  tout 
entier  situé  à  l'intérieur  d'une  bande  de  largeur  /.  parallèle  à  Ox  ou  à  Oy, 
l'équation  L(  m)  =  0  n'admet  aucune  solution  non  identiquement  nulle,  régu- 
lière dans  T*  et  nulle  sur  S. 

11  y  a  un  cas  particulier  simple  où  l'on  est  encore  sur  de  l'unicité  de  la  solution  : 
c'est  quand  le  domaine  T  est  un  cercle  de  rayon  suffisamment  petit,  et  cela 
même  si  les  lignes  de  discontinuité  se  coupent  ou  se  touchent. 

4.  Les  solutions  regardées  comme  fonctions  des  coefficients.  —  Supposons 
que  les  coefficients  a,  b,  c,  /  de  l'équation  (i)  dépendent  d'un  paramètre  'K; 
soient  des  fonctions  continues  de  [x,y)  dans  T  et  sur  S  et  des  fonctions 
continues  de  X  dans  l'intervalle  ()ij,  \  ).  Supposons  qu'ils  admettent  des  dérivées 
partielles  continues  par  rapport  à  [x,y]  et  que  l'équation  (1)  n'admette,  quel 
que  soit  X,  aucune  solution  régulière  dans  T  et  nulle  sur  S.  Soient  enfin  9(5,  X) 
une  fonction  continue  sur  S  et  u{x, yy'K)  la  solution  de  l'équation  (i)  régu- 
lière dans  T  et  prenant  sur  S  les  valeurs  ï>(  s,  X  ).  Dans  ces  conditions  u{x,y,\) 
est  une  fonction  continue  de  ses  trois  arguments  dans  T,  sur  S  et  dans  l'inter- 
valle (a,,  A,J;  de  plus,  dans  tout  domaine  T'  intérieur  à  T  et  dans  l'in- 
tervalle (a,.  À,),  les  dérivées   partielles  — >   —  sont    des   fonctions    continues 

'      -  ^  Ox     oy 

de  X,  y  et  a. 

5.  Théorèmes  d'unicité  {suite).  —  L'auteur  revient  à  l'hypollièse  c  <  o, 
mais  en  ne  supposant  plus  que  les  lignes  de  discontinuité  ne  se  coupent  ni  ne 
se  touchent.  Dans  ces  conditions,  il  est  encore  vrai  que  toute  solution 
de  L(u)  =0,  régulière  dans  T  et  nulle  sur  S,  est  identiquement  nulle  sur  S. 
Plus  généralement,  tous  les  résultats  énoncés  au  n"  3  s'étendent  au  cas  où  les 
lignes  de  discontinuité  se  coupent  ou  se  touchent. 
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G.   La  fonction    de    Green    nulle   sur  le  contour.   —  L'aiiieur  revienl  aux 

hvpollièses  iniliales,  qu'il  complète  toutefois  en  supposant  que  ^  et  -—  satisfont 

ôx       uy 

à  la  condilion  de  Ilôlder  à  rinlérieur  et  sur  le  ronlour  de  chacun  des  domaines  T, 

et  T,  dans  lesquels  C  partage  T. 

L'équalion  atljojnte  de  L  (  î/ )  =o  est 

, .  .     ,   ^  ^2if        ^  "  ^'^  j,  '^"        /  ^^         "^^  \      _ 

"~  âx"^        ày-  dx  dy       \         dx        dy  )      ~ 

Soit  (X,  V)  un  point  quelconque  de  T  et  supposons  que  dans  T  le  premier 
problème  aux  limites  admette  une  solution  et  une  seule,  soit  pour  L(i<)  =  o, 
soit  pour  M(m)  =  o.  Soient  alors 

(|'(X,  Y;  X,  y)         et        /J  (  \.  Y;  x,  y) 

les    solutions   (fonctions  de   Green)   de   ces  deux    équations  s'annulant   sur   le 
contour.  La  première,  par  exemple,  est  fournie  par  les  formules 

(j"(X,  Y;  X.  y)  =G{\.\;x,y)-  ~    f   To  (.r,  r  :  S.  O  vj?' (  ;,  t.)  rf?  rfr., 

\\^{x,y)  —  ~    f  f\      «(■^'.•'')^C.(;r,  r;  ?,  T.) 

+  bi,x,y)^G{x,y;  ?,  t,  ) 

-h  c{x,  y)G[x,  y;l,r,)\ 

•x-^{\,r,)  d\  dr,  =-  L  [G  (  X,  Y  :  X.  >'  )]. 

...  ^>f|     dC^     dfS    d(] 

On  voit  ainsi  que  — —  >  ^»  -:— ,  ^-  sont  continues  sur  S. 
OX    dy    OX    Oy 

La  relation  de  réciprocité  entre  ()'  et  f^  est  ici  moins  simple  que  dans   le  cas 

où  les  coefficients  sont  continus;  elle  s'exprime  par  la  formule 

li'(-2^2'  y-i-'  ^1-  }\  )  —  f)  (  -^P  ri  ;  ^-.^  y^.  ) 

A  l'aide  de  ces  fonctions  la  solution  u(x,y).  régulière  dans  T,  île  l'équa- 
tion (0,  qui  prend  sur  S  des  valeurs  données   9(5),   est   fournie   par   l'équation 

u{\,  Y  )  =  -  ^    f  }'■)  (  X,  Y  ;  ;,  T.  )  M  (  Ç,  T,  )  (  oa  dr,  —  Zb  d\  ) 

-H  —    T  — IWX,  Y;  t)  ■i(t)dt 

-;^C/')(>^.  \:lr,)fa,-r,)d\dr,. 

K.  Cahtan. 
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AMx\ALi   DI  AJATEMATICA   FURA  liD  APPLIGATA  ('). 
Série  III,  Tome  I,  1898. 

(A  la  suite  de  la  mort  de  F.  Brioschi,  directeur  des  Annali,  commence 
une  troisième  série  de  ce  Recueil,  dirigé  désormais  par  MM.  Bellrami, 
Gremona,  Dini  et  Jung.) 

Tedone  {O.).  —  Sur  rinlégralion  de  l'équation 


(-24). 


Pour  m  =  3,  l'équation  considérée  est  l'équation  bien  connue  de  l'Optique; 
il  existe  une  formule  de  Kirchhoff  relative  à  cette  équation,  formule  qui  est  la 
traduction  analytique  du  principe  d'Huygens.  Dans  des  travaux  antérieurs» 
M.  Voiterra  (pour  le  cas  de  m  =  2),  puis  l'auteur  (pour  le  cas  de  m  =  ô)  ont 
établi  des  formules  plus  générales  par  une  méthode  qui  est  en  un  certain  sens 
la  généralisation  de  la  méthode  des  caractéristiques  de  Riemann.  Dans  le 
Mémoire  actuel,  l'auteur  étend  la  même  méthode  au  cas  oii   m  est  quelconque. 

Rosati  {C .).  — Représentalion  de  la  quartique  base  d Un  faisceau 
de  quadriques  de  l'espace  S„  sur  un  espace  S„_2  (^o-S^). 

Le  complexe  quadratique  général  de  l'espace  à  trois  dimensions  S,  est  repré- 
sentable en  projetant  sur  S3  la  quartique  base  d'un  faisceau  de  quadriques  de 
l'espace  à  cinq  dimensions.  L'auteur  étend  ce  procédé,  tel  que  l'a  exposé 
\L  Bertini  dans  ses  Leçons,  à  la  quartique  base  d'un  faisceau  d'un  espace  S„ 
à  n  dimensions,  quartique  qu'on  peut  représenter  d'une  façon  biunivoque  sur 
un  espace  S^_^. 

Dini  (C/.).  —  Une  application  de  la  ihëorie  des  résidus  de  fonc- 
tions de  variables  complexes  (39--6). 

Ce  Mémoire  en  complète  un  autre  publié  par  l'auteur  au  même  moment  et 
sous  le  même  titre  dans  les  Memorie  dcll'Accadeinia  dei  Lincei. 

Les  applications  de  la  théorie  des  résidus  envisagées  ici  par  l'auteur  résul- 
tent de  la  remarque  suivante  :  Soit  une  fonction  /(-,  £)  de  deux  variables  qui, 
considérée  comme  fonction  de  z,  est  uniforme  dans  le  voisinage  du  point  s  =  o 
pour  toutes  les  valeurs  de  \  considérées  et  admet  ce  point  comme  point  régu- 
lier, comme  pôle  ou  comme  point  singulier  essentiel  isolé  :  le  coefficient  de  i" 
(n  positif,  négatif  ou  nul)  dans  le  développement  de  f{z,  \)  suivant  les  puis- 


(')  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  ce  Totiie,  p.  5-io. 
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f(z,l) 
sances  de  z  est  égal  au  résidu  pour   ^  =  o  de  la  fonction   ■ ^    »  résidu    qui 

peut  être  remplacé  par  une  intégrale  i)rise  le  long  d'un  contour  convenable- 
ment choisi  entourant  le  point  z  =  o. 

L'auteur  applique  cette  remarque  au  cas  oii  l'on  a 

ou  encore 

f,{z,l)  =  log(<7„22-+-a,x;-HO;), 

«(,,  a,,  a,  étant  des  fonctions  de  ç  et  ja  un  nombre  quelconque.  Le  cas  parti- 
culier IX  = ,   (2p  =  fl,  =  I.  rtj  —  —  2  ï  fournit  le  polynôme  X„(Ç)  de  Legendre. 

En  général,  soit  Z  ,  le  coefficient  de  z"  dans  le  développement  de/, (z,  Ç)  et 
Z„  le  coefficient  de  z"  dans  le  développement  de  /n(^,  ?)•  L'auteur,  partant  du 
principe  rappelé  plus  haut,  obtient  diverses  formules  exprimant  Z  „  ou  Z„  par 
des  intégrales  définies.  Comme  cas  particulier,  il  retrouve  diverses  expressions 
bien  connues  de  la  fonction  de  Legendre  sous  forme  d'intégrale  définie.  Cer- 
taines formules  relatives  à  cette  dernière  fonction  sont  ainsi  étendues  aux 
fonctions    Z         i        {p  entier)  et  dans    certains  cas   même  aux  fonctions  plus 

'       2 

générales  Z     ,  (  ;x  réel  ou  complexe). 

Dini  (U.).  —  Un  théorème  sur  la  limite  inférieure  ou  supérieure 
des  modules  des  racines  d'une  équation  algébrique  (77-'^ i)- 

Etant  donnée  l'équation 

(l)  <7„2'"-|-  «,3""-'-+-  .  .  .  -t-  «,„_,  3  -+-  a,„=  o, 

soient  a,,   a[,  ....  a,„  les  modules  des  coefficients. 
La  racine  positive  unique  de  l'équation 

a'„  z"'  —  a\  z"'-^     ■  n'^  ;;'"--  —  ...  —  «/„._ ,  ;  —  a,'„  =  o 

est  une  limite  supérieure  des  modules  des  racines  de  l'équation  (i)  ou  bien  est 
égale  au  plus  grand  de  ces  modules. 

De  même,  la  racine  positive  de  l'équation 


est  une  limite  inférieure  des  modules  des  racines  de  l'équation  (1)   ou  bien  est 
égale  au  plus  petit  de  ces  modules. 

Cazzaniga  (T.).  — 7  Sur  un   fvpe  de  déterminanls  nids   d'ordre 
infini  (83-94). 

Ce    Mémoire  complète    l'étude  des  délerminanls    d'ordre   infini    piililiée   par 
l'auteur  au  Tome  XWI  des  Anna/i. 

Un  déterminant  d'ordre   infini,  flonl  les  éléments   vérilieiU  l'int'galilé 

^     A 

"-  r's'' 
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où   A,  /•,  s  sont  trois    nombres  positifs   fi\cs,  sera   dit   déterminant  du    type  'rS. 
Un  pareil  déterminant  est  nul. 

Un  déterminant  du  type  2r  continue  à  converger  vers  zéro  après  quil  a  été 
bordé  par/?  lignes  d'éléments  a,j  vérifiant  les  inégalités 

|«.,|  =  ^"''         ('=1,2 p;  A=.,3,...,x) 

et  par  q  colonnes  d'éléments  [i,j  vérifiant  les  inégalités 

1  ?.!,  !  =  «'"*'  (f  =  i,  2,  ....  x;  k  =  \,x,...,q), 

où    les    «,  et  les    m^.  sont   des    nombres    fixes.   Uu   pareil    déterminant  sera  dit 
appartenir  au  type  2?'. 

Un  exemple  de  déterminant  du  type  .^'  est  fourni  par  le  déterminant  infini  de 
\andermonde  formé  avec  les  puissances  des  nombres 

:f,,     x„,      ...,     57,,,      ... 

d'un   ensemble   dénombrable,  sous    l'hypollièse    que  le  plus  grand  nombre  de 
l'ensemble  dérivé  soit  inférieur  à  i. 

L'auteur  donne  ensuite  des  conditions  suffisantes  que  doivent  remplir  les 
éléments  a^^  d'un  déterminant  d'ordre  infini  pour  que  ce  déterminant  appar- 
tienne au  type  S;  ou  au  type  S'.  Ces  conditions  font  intervenir  l'ensemble  des 
rayons  de  convergence  des  séries 

2^  ^,>^*'  (  t  =  I,  ■'....,  oe  ) 

et  l'ensemble  des  rayons  de  convergence  des  séries 

J  =:  00 
>    0,j  .T'  (  A'  =  1 ,  2 .  .  .  .  ,  »  ) . 


Le  développement  d"un  déterminant  H  suivant  les  éléments  d'une  même 
ligne  ou  d'une  même  colonne  donne  lieu  à  une  égalité  illusoire,  car  tous  les 
coefficients  de  ce  développement  sont  nuls  ainsi  que  Sr  lui-même.  .Mais,  si  Ton 
pose 

a^n  =  litn       '*    j 

où  .-V'"*'  est  le  mineur  relatif  à  a,^  dans  le  déterminant  .tr,„  formé  avec  les  m  pre- 
mières lignes  et  les  m  premières  colonnes  de  !v,  on  aura 

V  a;j  «,^  =  1 .  2^  *.i  «.',  =  o, 

sous  certaines  hypollièscs  posées  par  l'auteur.  Sous  ces  mcmes  liypotlu'-ses,  la 
résolution  d'un  .système  d'équations  liné;iii"OS  en  nombre  infini  adaietlant  Is 
connue  déterminant  sera  possible. 

La  règle  de  multiplication  des  déterminants  subsiste  aussi  pour  les  détermi- 
nants^ sous  certaines  liypolhèses  précisées  par  l'auteur. 
Bull,  des  Sciences  mathéni. y  i'  série,  t.  \X\L\.  (.\vril  191J.)  ll.'i 
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Tlnierding  (H.-E.).  —  Sur  la  Iransformalion  quadratique  qui 
Iransforme  les  plans  de  l'espace  en  un  système  de  surfaces  du 
second  ordre  avant  un  tétraèdre  polaire  commun  (95-i35) 
(en  allemand). 

Le  Mémoire  de  M.  Timerding  est  consacré  à  l'étude  de  la  Iransformalion  qua- 
dratique définie  par  les  équations 

(i)  pX,  =  jr^.         ç,\„=  x'I.         0X3=^7^,         pX;=j;J. 

Cette  transformation  fait  correspondre  au  plan 

«iXj-h  ^2X2+ a.X.,-(- a4X,,  =  o 

de  l'espace  (X)  la  surface  du  second  ordre 

(  2  )  a^x'[^  a.^ xl  -r-  «j x\  -f-  a,  x\^=  o 

de  l'espace  [x).  Lorsque  le  plan  varie,  les  surfaces  du  second  ordre  correspon- 
dantes ont  un  tétraèdre  polaire  commun,  le  tétraèdre  de  référence. 
Ce  Travail  comprend  quatre  Parties  : 

Première  Partie.  —  Sur  les  surfaces  du  second  ordre  ayant  un  tétraèdre 
polaire  commun.  —  Élude  géométrique  de  ces  surfaces.  Propriétés  de  ces 
surfaces  relatives  à  la  transformation  (i).  A  une  droite  de  l'espace  (X)  corres- 
pond en  général  une  biquadralique  gauche  de  l'espace  [x);  à  une  droite  de 
l'espace  (x)  correspond  en  générai  dans  l'espace  (X)  une  conique  tangente 
aux  quatre  faces  du  tétraèdre  fondamental.  Cas  singuliers  où  la  droite  donnée 
de  Tespace  (X)  ou  de  l'espace  {x)  s'appuie  sur  une  arête  du  tétraèdre,  passe 
par  un  sommet  du  tétraèdre  ou  enfin  est  située  dans  une  face  du  tétraèdre. 

Seconde  Partie.  —  Sur  une  famille  de  surfaces  particulières  du  qua- 
trième ordre.  —  A  une  surface  du  second  ordre  F,  de  l'espace  (X)  correspond 
dans  l'espace  {x)  une  surface  /,  du  quatrième  ordre.  A  une  surface  Fj  tan- 
gente à  une  face  du  tétraèdre  correspond  une  surface  f^  admettant  quatre 
points  coniques.  A  une  surface  F;  tangente  aux  quatre  faces  du  tétraèdre  cor- 
respon(t  donc  une  surface /j  admettant  seize  points  coniques  :  c'est  le  tétraè- 
droïde  de  Cayley,  généralisation  projcctivc  de  la  surface  des  ondes  de  Fresnel. 
Propriétés  de  cette  surface  déduites  de  là.  Étude  par  la  même  métliodc  des 
surfaces  suivantes  :  (°  surface  /j  correspondant  à  un  hypcrboloïde  F.,  contenant 
une,  deux  ou  trois  arêtes  du  tétraèdre  fondamental:  ?"  surfaces  y^  à  conique 
double,  surfaces  qui  correspondent  aux  cônes  tangents  à  une  face  du  tétraèdre 
fondamental  ;  3°  surfaces  desniirjues  homologues  dans  l'espace  (.z)  d'un  cône  Dj 
de  l'espace  (.\)  circonscrit  au  tétraèdre  foiulamontal. 

Troisième  Partie.  —  La  surface  de  Steincr.  —  A.  un  plan  (s)  de  l'espace  (a) 
correspond  dans  l'espace  (X)  une  surface  ilc  Sleincr  (E).  L'équation  du  plan 
peut  être  ramenée  à  la  forme 

X,  -f-  X.,  -h  Xj-h  X:^  —  0 

Cl,    par    suite,    on    peut    metire    ié(|nalion    de    la    surface    de   Steincr  sous    la 
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ffirme 

A  celte  deniiére  surftice  coriespondeni  d'ailloiirs  les  liuil  plans 


Les  propiiélés  bien  connues  <le   la    surface   résultent  de  la  Iransfornrialion  (i). 

Par  exemple,  il  existe  une  infinité  de  quadriques  du  faisceau   (y)  tangentes  au 

plan  (s):  chacune  de  ces  quadriques   coupe  le  plan  (s)   suivant  deux   droites; 

ù   ces  quadriques  correspondent  les  plans  tangents  de  la   surface  (K)    et,  par 

suite,  chacun  de   ces  plans   tangents  coupe  la  surface    suivant  deux  coniques 

tangentes   aux   quatre  faces  du   tétraèdre  fondamental.  L'auteur  fait   ainsi  une 

étude  complète  de  la  surface  de   Sleiner.   Représentation  paramétrique  par  les 

équations 

V,  V,  V,  Y, 


2  T,  „  T,  ;  2  T,  ,  T. ,  2  T^  T,  ,j  Y,  J  -r-    f,  :,  -h  ï,  J 

d'où  la  forme  très  simple 

de  Téquation  de  la  surface  donnée  par  Kunimcr.  Transformation  de  la  >urface 
en  elle-même  par  un  groupe  de  24  transformations  linéaires,  groupe  qui  trans- 
forme en  lui-même  le  quadrilatère  de  section  du  tétraèdre  par  le  plan  (:). 
image  de  la  surface. 

QuATRiKMK  Partie.  —  Les  courben  gauches  du  quatrième  ordre  et  de 
première  espèce.  —  Une  pareille  courbe  correspond  dans  l'espace  {x)  à  une 
droite  g  de  l'espace  (  \).  Les  quatre  cônes  du  second  ordre  passant  par  la  courbe 
correspondent  aux  quatre  plans  passant  par  la  droite  et  respectivement  par  les 
quatre  sommets  du  tétraèdre  fondamental  Elude  de  la  développable  admettant 
la  biquadralique  comme  arête  de  rebronssement  ;  à  celle  développable  corres- 
pond dans  l'espace  (X)  la  surface  du  qualricme  ordre  engendrée  par  les 
coniques  tangentes  à  la  droite  g  cl  aux  qualre  faces  du  tétraèdre  fondamental: 
ces  dernières  coniques  sont  des  courbes  d'un  complexe  télraédral;  élude  de  ce 
complexe  tétraédral  dans  ses  rapports  avec  les  biquadratiques  gauches  précé- 
d(-mmcnt  définies. 

y 
Baguera  (G.).  —  Composition  des  groupes  finis  donl  le  degré 
est  la  cinquième  puissance  d'un  nombre  premier  (i^j-aaS). 

Ce  Travail  est  consacré  à  la  classification  et  au  n)ode  de  composition  de  tous 
les  groupes  de  degré  p",  où  p  est  un  nombre  premier.  L'exposant  .')  présente 
un  intérêt  particulier,  parce  que  c'est  à  partir  de  v  =  5  seulement  que  le  nombre 
lies  groupes  de  degré  p'  dépend  de  la  valeur  de  p;  pour  v  inférieur  à  ."),  ce 
nombre  est  au  contraire  le  même,  quel  (|ue  soityy. 

-Vprès  avoir  retrouvé  les  groupes  de  degré  y>^  et  p'  déjà  formés  par  llulder  et 
par  Young,  l'auteur  s'occujic  di'  la  classification  complète  de  tous  les  groupes 
de  degré/;'.  Les  conclusions  de  celle  étude  sont  les  suivantes  :  Les  groupes 
possibles  de  degré  2^  ou   32    sont   au    nombre   de    ")o;    les   groupes  de  degré  3' 
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ou  >43  sont  au  nombre  de  6G  ;  le  nombre  des  groupes  de  degré />■',  lorsque/)  esl 
supérieur  à  3,  esl  l'un  des  nombres 

2y>  -f-  'j>,  2/>  -!-  67,  ip  -T-  6t).  2p^-\. 

le  nombre  premier  />  vérifiant  respectivement  dans  chacun  de  ces  cas  l'une  des 
quatre  congruences 

/>  H=  —  I .         /)       ."),        P  ^    —  ^.         /)  =  I         (  mod  1  ■>  ) . 

Medola^lii  (P.).  — -  Glassilicalion  des  équations  au\  dérivées 
partielles  du  second  ordre  qui  admettent  un  groupe  infini  de 
transformations  ponctuelles  (229-263). 

Dans  ce  Mémoire  se  trouvent  traités  les  dcuv  problèmes  suivants  :  1°  Déter- 
miner tous  les  types  de  groupes  infinis  de  transformations  ponctuelles  à  trois 
variables:  >  pour  chacun  de  ces  t^pes,  déterminer  les  équations  aux  dérivées 
partielles  du  scontl  ordre  invariantes  par  les  transformations  du  groupe. 

L'auteur  réduit  le  premier  problème  en  remanjuant  que  tout  groupe  iniiiii 
contient  au  moins  un  sous-groupe  inlini  contenant  une  fonction  arbitraire  d'un 
seul  argument  j:..  sous-groupe  dont  la  transformation  iiitinilésimale  est  réduc- 
tible par  un  changement  de  variables  à  la  forme 

oii  X„.  Xp  ...,  X,  sont  des  transformations  infinitésimales  déterminées;  ce 
groupe  (1)  ne  peut  contenir  lui-même  aucun  sous-groupe  infini. 

Le  premier  problème  est  donc  ramené  à  la  détermination  de  tous  les  groupes 
à  trois  variables  J:^.  .r.,,  x.  de  la  forme  (i).  Ces  groupes  sont  ou  bien  isomorphes 

au  groupe  ;(j;)-7-7  ou  bien  isomorphes  au  groupe  ;(.r)  -p-.  L'auteur. en  par- 
lant de  ces  résultats,  dont  il  ne  donne  pas  ici  la  démonstration,  obtient  succes- 
sivement li)us  les  types  de  groupes  de  Tune  ou  l'autre  catégorie.  Ces  types  une 
fois  obtenus,  on  obtient  les  équations  aux  dérivées  partielles  invariantes  parles 
transformations  de  l'un  des  groupes  en  cherchant  pour  le  groupe  considéré  les 
invariants  différentiels  d'ordre  égal  ou  inférieur  à  ;>  et  en  établissant  une 
relation  arbitraire  entre  ces  invariants  diil'érentiels,  ce  qui  conduit  chaque  fois 
à  l'intégration  d'un  système  complet.  Les  calculs  sont  ell'eetués  coniplètemenl 
[>ar  l'aïUetii    pour  chacun  des  types  de  groupes  obtenus  précédemment. 

Kifiusc  i  A/.).     —     Sur   des   s_)'stèmes   d  t''(|tiiiti()tis   ddlciculiellcs 
'  v(''ii(iés  par  les  ionctioiis  (luadiii  pIcMiciil  péruKJKjiies  de  seconde 
es|)èce  (  265-282)  (en  allciuan<l  ). 

Apres  avoir  défini  certaines  fonctions  (|uadruplemcnt  périodiques  formées 
avec  des  fonctions  thèla  de  deux  variables,  l'auteur  montre  que  ces  fonction-, 
vérifient  ilt;s  équations  dilTérentielles  à  cocflicients  (|nadt'n|>li'incnt  péiiodi{|ues. 
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Ces  cqualions  inlervienncnt  clans  divers  problèmes  de  .Mécanique    on    de  IMiy- 
siqne  inatliématique. 

Tedone  (O.).  —  Sur  un  sj.slL'iiie  général  d'équations  quon  peut 
intégrer  par  la  méthode  des  caractéristiques  (283-3 12). 

Soient  «<|,  i(^_ u^^^  un  système  de  m   fonctions  des  /ii -i- i  variables  a:,  j;,, 

x^,  . . .,  x„,.  Posons 

,        v  .  ôii^                        i)u,         ilit. 
0  =   >  i  -—  '  ra. .  =   — !: ■'  • 


Le  système  envisagé  par  l'anlcur  est  alors  le  suivant 


i)x-  r)x.  j,^     ,,j:.  ' 


m), 


où  les  X,  sont  des  fonctions  réi;ulicres  données.  Si  x  icprcsente  le  temps  el 
si  07,,  j:,,  ...,  x^  sont  les  coordonnées  d'un  point  d'un  espace  à  m  dimensions, 
les  équations  précédentes  sont  les  équations  du  mouvement  d'un  corps  élastique 
et  isotrope  dans  cet  espace;  les  quantités  m,  sont  alors  les  composantes  du 
déplacement,  9  est  le  coefficient  de  dilatation  et  les  quantités  n/,./;  sont  les 
rotations  du  corps  solide  autour  des  ilroites  d'intersection  des  plans  de  coor- 
données pris  deux  à  deux. 

La  méthode  employée  est  basée  sur  une  formule  qui  est  rexiension  à  l'espace 
considéré  de  la  formule  de  Green.  Elle  permet  d'obtenir  diverses  intégrales  par- 
ticulières du  système  proposé  et  de  traiter  divers  problèmes  au  contour  rela- 
tifs il  cette  équation. 

Montesano  (/^.).  —  Une  extension  du  problème  de  la  projectivité 
à  des  groupes  de  complexes  ou  de  congruences  linéaires  de 
droites  (3  i3-35-). 

Ce  Mémoire  contient  la  solution  des  questions  suivantes  : 

i"  litant  donnés  dans  l'espace  ;x  complexes  linéaires  de  droites  K,.  K,, ...,  K^^, 
étudier  le  système  des  faisceaux  de  droites  de  l'espace  pour  lesquels  les 
rayons  /•,,  r„,  ...,  r.^^  appartenant  respectivement  aux  complexes  donnés  forment 
un  iiroupe  déduit  projectivement  d'un  groupe  donné  de  [x  éléments  d'une  forme 
gcomélrique  fondamentale  de  première  espèce  (pour  ii.  =  4?  5,  6,  -,  8). 

r'."  Etant  données  dans  un  complexe  linéaire  v  congruences  linéaires  Q,, 
Qji  •••1  Qv  étudier  le  système  des  faisceaux  de  rayons  du  complexe  pour  les- 
quels les  rayons  /•,,  r,,  ....  i\  appartenant  respectivement  aux  v  congruences 
données  forment  un  groupe  déduit  projectivement  d'un  groupe  donné  de  v  élé- 
ments d'une  forme  géométrique  fondamentale  de  première  espèce  (pour  v=  ',, 
5.  <.  ).. 

3°  Etant  donnés  cinq  complexes  linéaires  K,,  K;,  ...,  K^,  étudier  la  courbe 
lieu  d'un  point  auquel  correspondent  dans  les  complexes  donnés  cinq  plans  for- 
mant   un    groupe    déduit    homograpliiquement    d'un    groupe    donné    de    cinq 
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plans-,,  T...,  ....  T..  passant  par  un  nnème  point   et   établir  les  propriétés  de  la 
congnience  linéaire  formée  par  toutes  les  courbes  du  type  ainsi  défini. 

De  l'étude  de  ces  questions,  l'auteur  déduit,  entre  autres  résultats,  diverses 
propriétés  des  groupes  de  cinq  ou  six  droites  appartenant  à  la  surface  générale 
du  troisième  ordre,  ainsi  que  diverses  propositions  de  géométrie  énumé- 
rative. 

Série  III,  t.  II,  i89<). 

AlmansL  (E.).    —    Siii"    linlégralioii    de   l'ôcjualion  difrérentiello 

A-"  =  o  (i-5  I  ). 

Etant  donnée  une  fonction  /' d'un  nombre  quelconque  de  variables,  on  dési- 
gnera par  A-"/  la  fonction  obtenue  en  appliquant  n  fois  successivement  <(  la 
fonction  f  l'opération 

A-  /  =  ^  H ^.  -f-  .  .  .  . 

i)x-        Oy- 

de  sorte  ([ue 

A'/  =  A=  A=/,         A  V  =  A-  A-  A-/ 

L'auteur  démontre  la  proposition  suivante  : 

«  Une  fonction  régulière  dans  un  certain  espace  et  vérifiant  dans  cet  espace 
l'équation  A-"  =  o  peut  être  représentée  en  général  à  laide  de  n  fonctions  régu- 
lières dans  le  même  espace  et  dont  cliacune  vérifie  l'équation  A- =  o.  » 

D'une  façon  plus  précise,  une  paieille  fonction  a„  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

¥„  =  p'-""-^)  »'|  ■+•  p'"-'"  tp'i  -1-  . . .  -^-  p^  aj"^*  '■  -+-  '■?',", 

où  'j',  (c'[ '^i"    sont  des  fonctions  vérifiant  A-=:ii   et  où  j)^'>   désigne  soil 

le  produit  de  /  fonctions  linéaires  de  .x,  •)',  s,  soit  le  produit  de  i  facteurs  de  la 
forme 

p  =  x--i-y--\-  Z-—  lî-, 

les  constantes  R-  ayant  des  valeurs  quelcont|uo«. 

De  celte  proposition,  qui  constitue  le  point  fondanicnlal  de  ce  Mémoire,  l'ac- 
teur déduit  de  nombreuses  applications. 

Il  l'applique  d'abord  à  récjualion 

A'«I>  -  o, 

à    trois    variables    ,r.  y,  :.     Il    détermine     la    solution    de    cette    équation    <|ni, 

()'l*    tP'l>    </''l' 

pour  ;  1  -  o,  se  réduit  à  une  fonction  donnée,  les  dérivées  pari  ici  les  1 » 

'  '  '  '  i)z      (Iz-      Oz- 

se  réduisant  aussi  pour  z  —  ^^  k  des  f(jnctions  données  de  x,  y. 

Il  détermine  ensuite  pour  la  même  équation  la  solution,  régulière  à  l'inté- 
rieur d'un  cercle  donné,  assujelLie  à  prendre  une  valeur  donnée  «„  sur  le  con- 
tour, la  dérivée  suivant  la  normale  intérieure  prenant  une  valeur  donnée  //,. 
l'ar  une  méthode  analogue,  il  traite  le  cas  où,  au  lieu  d'un  ceiclc,  on  prend 
I  omnie  dofuaine  de  définition  la  couronuf  ci)m|irisc  entre  deux  cercles  conccn- 
li  iques. 
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Parmi  les  autres  |)roblèrnes  aux  limites  traités  par  la  inrine  méthode,  signa- 
lons la  reclierche  d'une  fonction  <!^  régulière  dans  un  domaine  donné  de  l'espactr 
et  vérifiant  l'équation  A^6  =  o,  lorsque  l'on  connaît  sur  la  surface  qui  limite  le 
df)maine  les  valeurs  de  4'  et  de  A-'|. 

Dans  le  reste  du  Mémoire,  l'auteur  applique  sa  méthode  et  les  résultats  qu'il 
en  a  déduits  à  divers  problèmes  d'Élasticité  dans  lesquels  intervient  l'équa- 
tion A*»  =  o. 

Ciaiii  {E .)  —  Les  bilangentes  de  la  quartique   plane  étudiées  à 
l'aide  de  la  configuration  de  Kiimmer  (53-94  )• 

Par  une  quartique  plane  donnée,  on  peut  faire  passer  oc'  surfaces  de  I\ummer. 
Les  propriétés  de  la  configuration  de  ICummer  fournissent  des  propriétés  des 
hitangentes  de  la  quartique.  C'est  à  ce  point  de  vue  que  se  place  l'auteur  pour 
étudier  les  hitangentes  de  la  courbe. 

Bianchi  (L.).   —  (Quelques   leclierclies  de  géométrie  non   eucli- 
dienne (f)5-i26). 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  cherche  à  étendre  la  méthode  de  W'cingartcn  à  la 
géométrie  des  espaces  à  courbure  constante.  11  part  pour  cela  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles 

(  A  )  — -V,  H (  ''i  +  ''■•  )  —  -— ^  ''i  '■•.  =  "7 

qui  intervient  dans  la  méthode  habilnelie  de  Weingarten.  Des  surfaces  inté- 
grales de  (A)  on  déduit  une  classe  complète  de  surfaces  applicables. 

Si  l'on  effectue  la  représentation  conforme  de  l'espace  considéré  sui'  l'espace 
euclidien,  les  surfaces  transformées  vérifient  aussi  une  même  équation  de  la 
forme  (A)  et  constituent  par  suite  une  même  classe  de  \A'eingarlen  ;  on  trouve 
ainsi  une  famille  de  surfaces  applicables  de  l'espace  euclidien  qu'on  pourrait 
obtenir  directement. 

L'auteur  étudie  plus  particulièrement  les  surfaces  de  l'espace  hyperbolique 
qui  vérifient  l'équation 


\K 


(B)  -  -T-  - 

/•,         /•, 

et  celles  qui  vérifient  l'équation 

r,-!-r;  =  ±2U, 

la  courbure  de  l'espace  étant  représentée  [lar  rrr,  ■  Ces  surfaces  généralisent 
les  surfaces  niinima  de  l'espace  euclidien. 

Si  l'on  transporte  les  résultats  dans  l'espace  euclidien,  les  homologues  des 
surfaces  (B)  dans  ce  dernier  espace  constituent  une  classe  de  surfaces  à  lignes 
de  courbures  isothermes  (lue  l'auteur  détermine  sous  forme  finie.  Cette  famille 
de  surfaces  est  caractérisée  par  la  propriété  suivante  : 

«  En  un  point  M  de  la  surface,  menons  le  cercle  normal  à  la  surface  et  à  un 
plan  fixe  z^n  et  soient  A,  A'  les  points  où  le  cercle  coupe  le  plan.  Si.  au 
point  >I  de  la  surface,  on  fait  correspondre  le  point  A  ou  le  point  A  du  plan, 
on  obtient  deux  représentations  de  la  surface  Les  surfaces    considérées    et    les 
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sphères  sont  les  seules  surfaces  pour  lesquelles  l'une  de  ces  deux  leprésenlations 
conserve  les  angles.  » 

Levi  (B.).  —  Sur  la  composition  des  points  quelconques  des  lignes 
singulières  des  surfaces  algébriques  (i2--i38). 

Ce  Mémoire  constitue  un  appendice  au  Mémoire  du  même  auteur  sur  la 
réduction  des  singularités  ponctuelles  des  surfaces  algébriques,  publié  au 
Tome  XXVI  (série  II)  des  Annali.  L'auteur  y  démontre  un  point  particulier 
qu'il  avait  énoncé  sans  démonstration  dans  le  Mémoire  précédent  relativement 
au  cas  où  le  nombre  des  points  mulliples  d'ordre  s  désignés  par  A,.  A^,  ...  dans 
ce  Mémoire  peut  croître  indéfiniment. 

Cifarelli  (/".).  —  Les  congiuences  (i39-i54). 

Étude  des  congruences  de  droites,  en  supposant  qu'une  droite  quelconque 
de  la  congruence  est  définie  par  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  de  ses  points  et 
par  ses  cosinus  directeurs,  ces  six  quantités  étant  fonctions  de  deux  para- 
mètres u,  V.  Dans  cette  étude  s'introduisent  les  formes  différentielles  SrfX', 
^d\dx,  yi.dx'^.  Les  coefficients  de  ces  formes,  ordonnées  en  du.  dv,  doivent 
vérifier  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  que  l'auteur  établit;  il 
traite  aussi  de  la  réduction  des  formes  différentielles  précédentes  à  certaines 
formes  canoniques  par  un  changement  de  par;imétre, 

Scorza  (G.).  —  Sur  la  théorie  des  figures  polaires  des  courbes 
plaues  du  quatrième  ordre  (i55-202). 

Après  avoir  repris  la  théorie  générale  des  figures  polaires  en  parlant  du  point 
de  vue  de  Reye  (Journal  de  d'elle,  t.  72,  78,  79,  82),  l'auteur  considère  d'une 
façon  spéciale  les  figures  polaires  des  quartiques  planes. 

{Jn  p-lalère  polaire  d'une  courbe  C  de  degré  n  est  un  système  de  p  droites 
telles  que  l'équation  de  C  puisse  s'obtenir  par  une  combinaison  linéaire  et  homo- 
gène des  puis'^ances  /lièmes  f|es  formes  linéaires  qui,  égalées  à  zéro,  représentent 
les  équations  de  p  droites.  Pour  une  quarlique  générale,  le  nombre  minimum 
des  cotés  d'un  polylatère  polaire  est  égal  à  6.  Après  avoir  étudié  les  cas  où  ce 
nombre  minimum  est  inférieur  à  G,  ce  qui  a  lieu  pour  des  quartiques  parti- 
culières, l'auteur  étudie  le  cas  général  :  il  y  a  alors  des  /?-latèrcs  pour  toute 
valeur  de  p  comprise  entre  6  et  i  \. 

Sabinine  (G.).  —  Sur  les  formules  (jtii  servent  à  représenter  la 
variation  d'une  intégrale  d(;(inie  midliple  sous  la  forme  propre 
aux  applications  (2o3-i>.2-)   (en  français). 

ICtant  donnée  rint(;grale  définie  multiple 

u  =    /  vdx^  dx.. .  . .  dx-, 
où  V  est  une  fonction  des  variables  d'intégration  x^,  x^ O",  el  des  fonctions 
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inconnues  Kj.  _>' ,y,  de  ces  variables,  l'auteur  donne  deux  formules  servant, 

sous  certaines  hypothèses,  à  représenter  la  variation  iu  sous  une  forme  propre 
à  l'application  à  la  question  du  maximum  ou  du  minimum  de  liniégrale  u 

Cazzanigga  {T.).  —  Notes  sur  la  multiplication  des  déLerniinanls 
normaloïdes  (229-238). 

Le  déterminant  d'ordre  infini 


-=[«..1    ai:::;';:::::) 


est  d'il  normaloïde  si  l'on  peut  déterminer  une  suite   de   nombres  x^.  x.,  ..., 
x„,  ...  tels  que  le  déterminant 

soit  un  déterminant  normal,  au  sens  délini  par  ,M.  von  Koch. 

L'auteur  a  déjà  envisagé  ces  déterminants  dans  un  Mémoire  que  nous  avons 
analysé  {Annali  di  Matematica.  série  H,  t.  XXVI).  Dans  le  travail  actuel,  il 
revient  sur  la  question  et  il  montre  que  la  régie  de  muliiplication  des  détermi- 
nants ne  subsiste  pas  toujours  pour  des  déterminants  normal*. ïdes,  contraire- 
ment à  une  assertion  de  M.  von  Koch,  et  il  précise  certains  cas  où  la  règle  est 
exacte.  Il  démontre  ensuite  la  proposition  suivante  : 

•  Soient  x^.y^  des  nombres  tels  que  le  produit  infini 

r—\. 
soit  absolument  convergent.  Si  un  déterminant  infini 

est  tel  que  le  déterminant 

soit  normal.  D  est  convergent  et  a  pour  valeur 

D=  PD'.  » 

Le  déterminant  D  sera  dit  nonnaloide  généralisé.  Suivent  quelques  propo- 
sitions relatives  à  ces  normal'  ï  les  généralisés. 

Timerding  (H.-E.).  —  Sur  un  syslcine  nul  (|ii;Hli;iliqiie  (23()-2(ji) 
(en  allemand). 

On  appelle  système  nul,  d'une  façon  générale,  une  transformation  géomé- 
trique dans  laquelle  à  un  point  correspond  un  plan  passant  par  le  point  et. 
réciproquement,  à  un  plan  correspond  un  point  situé  dans  ce  plan.  Le  système 
nul  étudié  par  l'auteur  est  défini  de  la  façon  suivante  : 

«  Etant  donnée  une  quadrique  à  centre,  on  fait  correspondre  à   tout  plan  de 
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l'espace  le  cenlrc  de  la  section  delà  quadrique  par  ce  plan  et,  réciproquemenl, 
à  tout  point  de  l'espace  le  plan  de  la  section  plane  de  la  quadrique  qui  admet 
le  point  pour  centre.   » 

L'élude  de  ce  système  nul  quadratique  se  rattache  à  l'étude  du  complexe  des 
axes  des  sections  planes  de  la  quadrique  étudié  par  Reye. 

Baguera  (G).  — •   Sur  les    groupes   abstraits  de  degré  32  (26.)- 
275). 

Dans  un  travail  publié  dans  le  Volume  précédent  des  Anna/i,  l'auteur  a 
(tiidié  la  composition  des  groupes  finis  dont  le  degré  est  la  cinquième  puissance 
d'un  nombre  premier/*.  Il  revient  ici  sur  le  cas  particulier  (/>  =  2)  des  groupes 
de  degré  02.  11  donne  explicitement  le  tableau  de  tous  ces  groupes,  tableau  qui 
r  ctKie  celui  du  travail  cité  plus  haut  dans  lequel  s'étaient  glissées  quelques 
inexactitudes.  Les  groupes  de  degré  32  sont  au  nombre  de  ôi. 

Bottari    i  A  .^ .      —     Sur     la     rationalité     des     plans     multiples 

Le  but  de  ce  Mémoire  est  en  définitive  la  recherche  des  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  de  rationalité  de  la  surface 

z"  =F  [x,  y). 

Le  cas  de  n  =:  j  a  été  résolu  par  Clebsch  et  Nother.  t*our  //  quelcon(|ue,  si 
la  surface  est  rationnelle,  on  peut  ramener  F  par  des  transformations  biralion- 
iielles  à  la  forme  typique 

F  =  (ar-a)/^„(x,  y), 

""/un  ^^^  "J"^  forme  de  degré  iin  ([^^  =  0)  d  ^y  y- 

Outre  cette  forme  typique  générale,  on  a  les  formes  particulières  sui- 
V.  n:es  : 

1"  P  )ur  /(  =  ?}, 

F{a:,y)=f,(x,y), 

<'ii /:i  est  une  forme  cubique,  et 

V  (x,  y)  =  x-y-^i-  xy(s..-\-  »., 

i)ii  ^3  et  9^  sont  des  formes  de  degrés  respectifs  3  et  (>; 
2°  Pour  n  —  j, 

\'(x.  y)—y^^'?.,{.x,  y)  -i-  3,(x,_v)  -f-r, 

où  .p^  et  9,  sontdcs  forn)es  de  degrés  respectifs  2  et  1,  et  c  une  constante  arbi- 
t  -.lire. 


Vf/ii  iU.).   —    llliides  sur  les  ccjiialiuns   din'érenlielles  linéaires 

(297-324). 
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Soit  l'équation  dillérentieile 

(i)  «„j>"")  -f-  rt,:»-'"  -')  -4-  . . .  +  a„_ ,;•'+  «,j-  =  X, 

où  a,„  rt| (7„  sont  (les  fonctions  connues   de  x  et  \  une  fon(  tion  dépendant 

de  J7,  et  au  besoin  de  7'  cl  de  certaines  des  dérivées  de  _i'  :  l'équation  peut  donc 
ne  pas  être  linéaire.  L'auteur  déduit  de  l'équation  (i)  la  relation  suivante  : 

(.)    /?or^"-'  +/',.>-"■--    •■-+-/>„~2r'-^y^,Kr=    /      {y'/.- z\)dx-^c: 


dans  cette  équation.   />„.  /y,.  ...   sont    les   fonctions    calculées    successivement 
ainsi  qu'il  suit  : 


/>„-!=  -«„-,  —  /'„- 2 


^  étant  une  fonction  arbitraire:  Z  est  le  polynôme  adjoint  du  premier  membre 
(le  (i),  polynôme  qui  est  aussi  égal  à  —  /*„  ;  c  est  une  constante  égale  à  la  valeur 
(lu  premier  membre  de  {:•)  pour  .r  =  2;  c  dépend  donc  de  la  fonction  z  choisie 
cl  de  l'intégrale  y  coiisidércc. 

Si  l'on  prend  pour  r  une  intégrale  déterminée  de  (1)  el  pour  z  successive- 
ment Il  fonctions  c,.  z.,,  ...,  :;„_i,  on  a  n  équations  analogues  à  l'équation  (2). 
Supposons  que  le  déterminant 


soit  diiïérent    de    zéro.    L'auteur    déduit    alors   des    n  équations    ainsi    établies 
l'éjualion  suivante,  qui  joue  le  rtjlc  fondamental  dans  ses  recherches  : 


(••5) 


(-1)" 


(»     r-     /       X.r,  <7,r. .)  ,  rfx,—     /       r.i,  q.r,.v,  rfj:^, 


Qc  ?•'•, 'i  et  q.r,.»-,  désignent  les  déterminants  déduits  de  Q  en  y  rempla(;ant  le.> 
éléments  de  la  dernière  colonne  respectivement  par  les  constantes  Cj,  c„,  ...,c„    , 

(analogues  à  c),  par  z,,  z.. ^„,  enfin  par  Z,,  Zn,  ..-,  Z„  el  en   remplaçant 

ensuite  x  par  x^  dans  les  éléments  de  la  dernière  colonne  ainsi  transformée. 

Cette  formule  (3)  donne,  pour  une  intégrale  "quelconque  y  de  l'équation  (i), 
une  expression  contenant  les  fonctions  arbitraires  z^,  z.,,  ...,-„_,  assujetties 
seulement  à  être  régulières  cl  à  ne  pas  annuler  O  dans  l'intervalle  a,  x. 

La  principale  conséquence  qu'en  déduit  l'auteur  est  relative  au  cas  où  X  ne 
dépend  que  de  x.  En  rempla<;anl  dans  (  3  )  j:,  par  x.,  puis  x  par  .r,,  on  a  une 
nouvelle  formule  donnant  y.»-,  et,  en  poursuivant  le  même  procédé,  on  arrive 
à  exprimer  r  par  une  série  d'intégrales  multiples.  L'auteur  discute  la  conver- 
gence de  celle  série  vers  l'intégrale  r  considérée  et  il  établit  cette  convergence 


30  SECONDE  PARTIE.' 

sous  diverses  hypothèses  qu'il  précise.  Celle  série  esl  remarquable  par  le  fail 
qu'elle  dépend  de  n  fonctions  arbitraires  z^,  z^,  ....  z„  En  particularisant  ces 
fonctions,  on  a  diverses  formes  de  développement  de  l'intégrale  y  en  série. 
L'auteur  réserve  pour  un  Mémoire  ultérieur  les  cas  parliculicrs  et  les  applica- 
tions les  plus  importantes  des  résultats  précédents. 

S.   Lattes, 


MEMORIE    DELLA    R.    AGGADEMIA    DELLE   SCIENZE 
DELL'ISTITUTO  DI  BOLOGNA   (>). 

Classe  di  Scieiize  Fisiclie  e  Malemaliche,  série  6*^. 

Righi  [A.).  —  [T7C]  Sur  la  Irajectoire  parcourue  par  un  élec- 
tron autour  d'un  ion  dans  le  champ  magnétique  (3-3 1). 

Canevazzi  {S.).  —  [Taa]  Sur  les  formules  pour  le  calcul  de 
l'épaisseur  dans  les  cylindres  creux,  inlérieurement  comprimés 
(()5-7'-,  une  planche). 

Razzaboni  [A.).  —  [O  2]  Sur  certaines  transformalions  particu- 
lières des  courbes  dans  l'espace  (109-1 17). 

Généralisation  d'une  question  traitée  par  M.  .SalkowsUi  [Zur  Trans.v. liaum- 
Aun'en  {Math.  Ann.,  igog)].  L'auteur  suppose  que  les  tangentes,  ou  les  nor- 
males principales  ou  les  binormales  aux  points  correspondants  des  deux  courbes 
fassent  entre  elles  un  angle  constant. 

Lorsqu'on  suppose  que  cette  propriété  a  lieu  pour  toutes  les  trois  directions 
principales,  on  trouve  qu'à  l'exception  du  cas  où  les  normales  principales  cor- 
respondantes sont  parallèles,  il  n'\'  a  que  les  hélices  cylindriques  qui  satisfassent 
à  la   condition  mentionnée. 

Guarducci  (F.).  —  [llio/y]  Sur  l'erieur  que  Ton  peu!  commettre 
dans   l'évaluation  de  la   surface    géographique   des  Klats  (i3i- 

.3-). 

Guarducci  {F.).  —  [X  8]  Sur  un  disposé  cinéinalicpic  capable 
de  donner  la  re[)résenlali()n  mécanique  des  fonctions  exponen- 
tielle et  logarithmique  (i3c)-i4i,  une  planche). 

(')  Noir  Hull.  des  Se.  nialh..,  t.  WWI;,  p.  «((i-io-î. 
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Arzelà  (C).  —  [.I  'U/  iff.  Il  i  i]   Sur  quelques  questions  de  calcul 
fonctionnel  ('2()--'6i^ ). 

L'auteur  envisage    la  variété  de  toutes  les  fonctions  r=y(x)   passant    par 
deux  points  fixes  V^,  P...  satisfaisant  à  la  condition 

h 

et  renfermées  dans  une  région  déterminée  du  plan.  A  celte  variété,  il  étend  le 
Icnime  fondamental  du  calcul  des  variations  qui  est  le  suivant  : 

«  Si    M    est  une   fonction    de   j:,   continue   dans  l'intervalle  (x,  . . .  x^)   et  si 
l'on  a 


/        r,  M  dx  =  o 


pour  toute  fonction  r,  qui  s'annule  en  .r,  et  x.^  et  qui  en  ( x,  . .  .  x,,)  a  une  dérivée 
continue,  on  doit  avoir  en  (/r,  .  . .  x^) 

M  =  i>.  » 
L'extension  est  la  suivante  : 

«  Étant  données  j'„  (a:)  une  fonction  intérieure  à  la  variété  considérée  et  >'(.r) 
une  quelconque  des  fonctions  de  la  même  variété,  si  l'on  a  toujours 

f     [rix)—ro{^)]'^H'^^.yo{-^)]dx^<>, 

on  di>it  avoir 

M[.r.y,{x)]^o 

dans  tout  l'intervalle  (x^  . . .  x„).  » 

Ensuite,   l'auteur  reclierclie  le  minimum  ou  le  maxiMUini  de  l'intégrale 

H.r)  =    f    ' f{.x,y)dx, 

'i 

fonction  des  lignes  _)'=  .t  (^). 


Tome  ^TII,  1910-191  i. 

flazzaboni  {A.\.    —    [O  ;^  réf.  Q  i  6]   Sur    les    courbes    à    double 
courl)ure  en  Géoinélrle  hvperboliqiie. 

Dans  un  espace  hv|icrl)oli(iuc,  les   formules  correspondant  à  celles  de  rroncl 

sont  : 

r/./  ,  _  .^ 

~dû   ~   '■'' 

dç-  _  T,, 

ds  p  '  ' 

ds  p         1 

Ëi  „  ■:^. 
ds    ^    V  ■ 
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Ces  formules  avaient  été  établies  par  l'auteur  {Le  formule  del  Frenet  iii 
Geornetria  iperbo'ica,  con  applicazioni.  Bologna,  lip.  Gamberini  e  Pariueg- 
giani,  1899).  Ici,  il  fait  de  ces  formules  d'autres  applications.  Il  étudie  les  déve- 
loppables  liées  à  la  courbe,  aux  développées  et  aux  développantes,  et  aux  courbes 
de  Berti'and  (qui  ont  en  commun  les  normales  principales).  Pour  ces  dernières, 
il  démontre  qu'elles  satisfont  à  des  conditions  analogues  à  celles  qui  ont  liru 
dans  l'espace  ordinaire;  par  exemple,  à  une  condition  de  la  forme 

A      n 

— h  C  =  o. 

1  ? 


Pincherle  {S.).  —  [H  1 1  ]  jNoles  de  calcul  fonctionnel.  Mémoiie  I 

(117-152). 

Un  ensemble  (espace)  S  do  fonctions  est  linéaire  Im-squ'élant  a,  ^,  y,  ...  des 
fonctions  de  x,  appartenant  à  S,  la  fonction 

aa-i-ôlî-i-cy-f-... 

(oii  a,  b,  c,  ...  sont  des  constantes)}'  appartient  aussi.  Après  avoir  défini  les 
opérations  fonctionnelles  linéaires  A  comme  celles  qui,  appliquées  aux  fonc- 
tions de  S,  sont  univoques,  distribulives  et  continues,  il  considère  la  série 
d'opérations 


pour  laquelle  on  a 


lî  =   y  A" -'A", 


i!(a)  ■-  /:Al{(a)  =  A(a) 


et  qu'il  appelle  résolvante  de  Fredholm  de  l'opération  \.  I^a  raison  de  celle 
détermination  est  que  si  l'on  a  l'équation  fondamenlale 

9  — /.A  (9)  =  a, 
la  solution  est 

9  =  a  +  /.■  H  (  a  ) . 

lin  faisant  des  liypotlièscs  particulières  sur  la  nature  de  15  en  di'pcndancc  du 
paramètre  Â,  on  arrive  à  des  résultats  remarquables  concernant  la  classilicalion 
des  opérations  linéaires.  Particulièrement  important  est  le  cas  où  les  singula- 
rités de  R  comme  fonction  analytique  de  A  sont  indépendantes  du  choix  de 
l'élément  a  et  des  valeurs  de  x. 

Il  étudie  le  cas  où  R  est  une  transcendante  entière,  convergente  uniformément 
|)ar  rapport  à  x  dans  l'intervalle  oii  cette  variable  est  consiilérée,  et  aussi  con- 
vergente uniformément  (comme  opération)  autour  de  tout  élément  a.  tics 
oi)ératious  sont  appelées  du  type  de  Volterra,  ou  de  type  \  .  Le  calcul  relatif 
à  des  opérations  de  ce  type,  permutables  entre  elles,  a  l'-té  développé-  par 
M.  V'olterra  {Rend,  dei  l.incei,  1910)  i)our  le  cas  des  opérations  intégrales 
entre  des  limites  variables.  Ici.  l'auteur  reprend  les  propositions  de  M.  \'olterra 
dans  le  cas  général  abstrait.   Ces  opérations   n'admettent    pas   d'éléments   inva- 
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riants  pour  aucune  des  valeurs  finies  de  /..  L'ojx-ralion 


=   y  c„A", 


A  étant  du  type  V,  et  c„  =  o  est  aussi  du  type  V. 

Si  deux  opérations  permutables  A,  B  sont  du  type  V,  leur  produit  AB  l'est 
aussi.  Autres  propriétés  analogues  pour  le  cas  où,  au  lieu  de  deux  opérations, 
on  en  considère  plusieurs  A,,  A.^,  ...,  A,. 

Un  deuxième  type  d'opérations  linéaires  est  celui  où  la  résolvante  lî  est  fonc- 
tion méromorphe  de  A",  à  pôles  fixes,  et  telle  que  le  développement  en  série  de 
puissances  de  A — k„  autour  d'une  valeur  /.„,  qui  n'est  pas  un  pôle,  est  unifor- 
mément convergente  (comme  opération)  autour  de  tout  élément  a.  C'est  le 
type  de  Fredholni  ou  type  F. 

Un  troisième  type  est  celui  où  la  résolvante  H,  comme  fonction  du  paramètre, 
est  de  la  forme 

u  /     N  /      --six:  II) 

•-    n 

B  (o:;  II)  étant  un  élément  de  S  (  comme  fonction  Ag  x).  C'est  le  type  de  Hilbert 
ou  type  H. 

Ces  autres  types  aussi  sont  étudiés  par  l'auteur,  dans  le  but  de  voir  quelles 
conséquences  aura  la  forme  de  la  résolvante  sur  l'opération  elle-même,  et  sur 
la  répartition  de  l'espace  fonctionnel. 

Guai'ducci  (/*.)•   —   [-^  ^]  Stir  lui  intégraphe  polaire  (2g--3oo). 

Gaarcbicci  (I^-).  —   [U]  Détermination  astronoiiiiqtie  de  latitude 
et  d'azimut  à  Fano  (3oi-3o5). 

Cavani  {F.).   —    [Uio]    Sur    la   verticalité   du    Staclia  dans   la 
mesure  des  distances  en  planimétrie  (3o7-3ô4)- 


Tome  I\,  1911-1912. 

(Juardacci  (^F,).  —  [^6]  Sur  un  arillimomriro  imilliplicaleiir- 
diviseur  (33-35  ). 

Razzaboni  {A.).  —  [06  réf.  P  5^]  Sur  la  représentation  équiva- 
lente d'une  surface  sur  une  autre  par  parallélisme  de  normales 
(45-59). 

Dans  la  représentation    à   normales  [larallèles,  il   y  a    sur  chacune  des  ileux 
surfaces  un  double  système  de  lignes   (réelles,  coïncidcnles  ou  imaginaires   qui 
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conservent  la  même  direction  (Mémoire  de  l'auteur  dans  le  Giornale  di  Maie- 
matica,  t.  XXVII  >,  et  cela  simplifie  notablement  le  problème  de  cette  repré- 
sentation lorsqu'on  prend  ces  lignes  pour  lignes  coordonnées.  Les  formules 
trouvées  dans  le  Mémoire  cité  sont  appliquées  ici  au  cas  où  la  transformation 
doit  être  équivalente,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  comme  l'auteur  le  prouve 
d'abord,  lorsque  les  deux  surfaces  à  normales  parallèles  doivent  avoir  aussi 
même  courbure  aux  points  correspondants. 

Pincherle  (S.).  —  [Hii]  Quelqties  observations  sur  les  sys- 
tèmes de  fonctions  associées  et  sur  un  groupe  d'opérations 
linéaires  (6"i-'jo). 

Suivant  la  définition  de  Fischer  (C  R.  Acad.  Se,  t.  CXLIV,  p.  1022),  une 
succession  de  fonctions  f„{x),  intégrales  entre  o  et  1,  est  convergente  en 
moyenne  à  la  fonction  /"(a;)  lorsqu'on  peut  avoir  pour  //  suflisaniment  grand 


f    \f{x)-f„{x)Ydx<z. 


Alors,  étant 

cx,(a-),     ...,     a„(^),     ... 

une  succession  de  fonctions,  et 

un  système  associé  -dw  procèdent,  c'est-à-dire  tel  qu"il  fait 

r         /     \  r.    ,     .    ,  I  o  pour  m  <  //, 

,',,  (   I  pour  m  =  «. 

l'auteur  démontre  que  les  propriétés  des  opérations  intégrales  A  ayant  un  nojau 
exprimé  par  une  série  uniformément  convergente  pour  o%x'Si,  o^j'^i, 

y  oi„{x)^Jy) 

n  =  I 

peuvent  s'étendre    aux    opciations  B  ayant   pour  noyau  la  limite  en  moyenne 

d'une  succession 

m 


Les  A  et  les  B  constituent  un  sous-groupe  d'un  groupe  infini  d'opérations 
permutables,  ayant  des  propriétés  analogues,  mais  qui  ne  sont  pas  exprimables 
en  général  par  des  opérations  intégrales.  l'illes  peuvent  toutefois  se  représenter 
par  le  produit  dune  opération  intégrale  par  l'inverse  d'une  autre  opération 
intégrale. 

Guarducci  (/'^).  —  [U]  Délermination  de  ialitudc  aslionotni(|iie 
faite  -.i  Monlcluio  (Pesaro)  (235-230). 
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Burgatli  {P.).  —  [R.8c|îJ]  Observations  sur  la  théorie  des  gyro- 
scopes (  2'j9-2g6). 

Il  y  a  trois  espèces  de  gyroscopes.  Étant  donnés  A  >  H  >  C  les  monnents  prin  - 
cipaux  d'inertie  par  rapport  au  point  fixe  et  S,  r,,  ^  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  par  rapport  aux  axes  principaux  d'inertie,  l'auteur  appelle  gyroscope 
de  Lagrange  ou  symétrique  le  gyroscope  dans  lequel  on  a 

A  =  B,         H  =  jK  =  o; 

gyroscope  de  Hess,  celui  pour  lequel 

A(B  —  C)ç==  C(A  — B);^        T,  =o; 

gyroscope  de  la  Kowala^ska,  celui  pour  lequel 

A  =  B  =  2C,        ;  =  o. 

Tout  corps,  suspendu  par  un  point  convenable,  peut  devenir  un  gyroscope 
de  Hess;  pour  qu'un  corps  donné  puisse  devenir  un  gyroscope  symétrique  par 
l'addition  de  deux  masses  M,  et  M.  sur  l'axe  x,  aux  distances  x^,  x..  du  centre  G 
de  gravité,  il  faut  qu'on  prenne 

M,  —   : -.  AI, 


.r,  (  37, 4-  X,  )  ■  X..{Xi  +  X..  ) 

L'auteur  trouve  aussi  les  conditions  à  satisfaire  pour  que  le  corps  donné 
puisse  devenir  un  gyroscope  de  la  Kowalewska. 

Ce  dernier  gyroscope  est  le  seul  qui  ait  un  système  invariant  du  deuxième 
ordre  et  de  poids  deux  : 


q- — />- —  Za  =  o 

^_Mr,^ 

■ipq  +  r^       =0 

V          c    , 

Suit  l'étude  des  mouvements  satisfaisant  à  ces  équations,  lînfin,  l'auteur 
démontre  que,  dans  le  gyroscope  de  Hess,  l'axe  du  couple  d'impulsion  tend 
asymploliquement  à  tourner  uniformément  dans  le  plan  passant  par  l'axe  Qi y 
relatif  au  moment  B  et  normal  à  l'axe  barycentrique. 

Donati  {L.). — [T7C]    Sur  les  forces  pondéromotrices  électro- 
magnétiques (3i3-3i9). 

Dans  un  Mémoire  publié  dans  le  Tome  V^I,  l'auteur  a  déduit  les  forces  pondé- 
romotrices agissant  sur  les  éléments  de  volume  en  considérant  séparément 
l'énergie  dans  le  champ  électrique  et  dans  le  champ  magnétique.  Ici,  il  indique 
un  moyen  plus  simple  pour  obtenir  les  mêmes  résultats  en  déterminant  l'expres- 
sion du  travail  des  forces  pondéromotrices  pour  l'unité  de  volume  pour  un 
déplacement  s,  en  le  calculant  au  moyen  de  la  différence  entre  le  travail  électro- 
moteur (moins  l'effet  Joule)  et  la  variation  d'énergie  électrique,  et  de  la  diffé- 
rence entre  le  travail  électromagnétique  et  la   variation  d'énergie  magnétique. 

Étant  E  la  force  électrique,  H  la  force  magnétique,  D,  B  deux  vecteurs  tels 
fiull.  des  Sciences  mathéni.,  2'  série,  t.  XXXIX.  (Mai  191 3.)  H.') 
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qu'il  soit 

-  D  X  E  =  énergie  électrique, 

-  B  X  H  =  énergie  niacnélique, 

et  liés  respectivement  à  E,  H  par  des  relations  linéaires 

D  =  (£)E,         B  =  (6)H, 

qui,  dans  le  cas  de  l'isotropie.  se  réduisent  à  des  proportionnalités 

D=£E,         B=;9n. 

l'auteur  trouve  l'expression  de  la  force  unitaire  /  agissant  sur  les  éléments  de 
volume  du  champ  électrique  sous  la  forme 

/=  E  divD-t-rotE  AD  —  '-  grad^(E  x  D), 
et  celle  du  champ  magnétique  sous  la  forme 

/=  IldivB  -f-rotHAB—  ^grado(H  x  B). 

S.  Rirvni. 


COMPTES  RENDUS  hkbdomydaikes  dks  ska.nces  dk  l'Académie 
DES  SctENCEs,  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels. 

Tome  lc,8,    1914  (•). 

Plâtrier  (Ch.).  —  Sur  une  propriété  caractéristique  des  surfaces 
à  courbure  totale  négative  constante.  (y.4-2(3). 
A  8830 

Goursat  {E.^.  —  Sur  certaines  extensions  de  la  formule  de  Slokes. 

(26-27). 

A  32G0  3^70 

liorel  (  It .).  —    Sur  (juelques   problèmes  de   probabilités  gt-omé- 
lri(jues  et  les  bypotbèses  de  discontinuili'-.  [-à'^-'M)). 

A  1630 
")  Voir  Ihill.  des  Se.  mal/i.,  t.    WXVIIl,,  p.  J'i. 
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Gambier.  —  Sur  les  courbes  à  torsion  constante.  (97-99)' 
A  8440 

Denjoy  [A  .).  —  Sur  une  [)ropriélé  des  fonctions  à  nombres  dérivés 
finis.  (99-101  ), 
A  0430  3210 

Pal  (</■).  —  Sur  fies  transformations  de   fonctions  qui   font  con- 
verger leurs  séries  de  Fourier.  (ioi-io3). 

A  5610 

Frank  iPh.  )  et  Pick  {G.).  —  Sur  quelques  mesures  dans  l'espace 
fonctionnel.  (^io4-ioy). 
A  3210  8490 

Bohr  (H.)  et  Lanclan  {E.).  —  Sur  les  zéros  de  la  fonction  ^  (5) 
de  Riemann.  (  106-1  10). 
A  2890  3220 

Bricard  {R.).  —  Sur  un  mouvement  doublement  décomposable. 
(  I  lo-i  12). 
A  8420 

Valcovici  {V.).    —     Sur    les   mouvements    fluides    à    tourbillon 
constant.  (  169-172). 
B  2450 

Uiimhert  (G.).  —    Sur   quelques   fonctions    numériques  remar- 
quables. (220-226). 
A  2890  4040 

Gambier.  —  Sur  les  courbes  de  Bertrand  et  les  courbes  à  cour- 
bure constante.  (236-238). 
A  84  iO 

Kerai'al  (E.).  — Sur  une  famille  de  systèmes  triplement  orliio- 
gonaux.  (238-241). 
A  8800 
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Andoyer  (B.).  —  Nouvelles  tables  trigonoinétriqiies  foiidamen- 
lales.  (241-243). 

A  0030 

Anghelutza  (Th.).  —  Sur  le  noyau  symétrique  gauche  dans  la 
théorie  des  équations  intégrales.  (243-245). 

A  4470 

Lindelôjl' (E.).  —   Sur  la  représentation  conforme.   (24^-248). 
A  56G0  8840 

Remoiindos  (G.).  —  Sur  la  convergence  des  séries  de  fonctions 
analytiques.  (248-200). 

A  3630 

Châtelet  {A  .).  —  Sur  les  congruences  d'ordre  supérieur.  (25o-253). 
A  2850 

Armellini   {G.).    —     Sur    la    solution    analytique    du    problème 
restreint  des  trois  corps.  (-^53-255). 
B  IGIO 

Dulieni.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Louis  Roy,  intitulé  : 
«  Sur  le  mouvement  des  milieux  viscpieux  et  les  quiisi-ontles  ». 
(3i5-32o). 

B  2490 

Gcunhier.  —    Sur  les  courbes  algébri{|ues  à  torsion  constante,  de 
genre  non  nul.  (320-323). 
A  8440 

Buhl  {A .).  —  Sur   les   extensions  de  la   formule  de   Stokes,  les 
équations  de  Monge-Ampère   et   les    fonctions  analyticjucs  de 
deux  variables.  (324-320). 
A  32G0  3270  4840 

Cartaii  [E .).  —  Sur  l'intégration  de  certains   systèmes    d'('i|ua- 
lions  diirérentielles.  (32()-328). 
A  4810 
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Boulyguine  {B.).  —  Sur  la  représentation  d'un  nombre  entier 
par  une  somme  de  carrés.  (328-33o). 
A  2840 

Polya  (G.).  —  Sur  une  question  concernant  les  fonctions 
entières.  (33o-333). 

A  3610 

Appell  [P.)  et  Kampéde  Feriet  (/. ).  —  Sur  la  convergence  des 
séries  procédant  suivant  les  polynômes  d'Hermite  ou  les  poly- 
nômes analogues  plus  généraux.  (38 1-385).     . 
A  3630 

Bernstein  (S.).  —  Sur  la  meilleure  approximation  des  fonctions 
analytiques  possédant  des  singularités  complexes.  (467-469). 

A  3810 

Harris  Hancok.  —  La  fonction  eulérienne  généralisée.  (469-470). 
A  2810 

Andrade  (J.).  —  Etude  de  nouvelles  méthodes  de  compensation 
et  quelques  ajustages  thermiques.  (47i-47'^)- 

B  0150 

Guyon  {E.).  —  Sur  l'homogénéité  des  équations  et  sur  la  sim- 
plification des  problèmes  quand  certaines  quantités  deviennent 
petites.  (529-534). 

B  2080 

Darinois  (G.).  —  Sur  la  méthode  de  Laplace.  (546-549). 
A  4840 

Pick  [G.).  —  Sur  l'évaluation  des  distances  dans  l'espace  fonc- 
tionnel. (549-55i  ). 

A  3260 
Franck  (  Ph.).  —  Sur  l'évaluation  approximative  de  la  plus  petite 
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valeur  caractéristique  de  quelques  équations  intégrales.   (55i- 
554). 
A  4470 

Koivaleivski  (G.).  —  La   Géométrie   intrinsèque  et  la  première 
proposition  fond;iinentale  de  Sophus  Lie.  (554-556). 

A  1Î30 

Rosenblalt  {A .).  —  Sur  certaines  intégrales  d'un  système  de  deux 
équations  différentielles  ordinaires  de  premier  ordre  satisfaisant 
à  des  conditions  initiales  singulières.  (556-558). 
A  4810 

Gambier.   —   Sur  les    courbes  algébriques  à   torsion    constante, 
réelles  et  non  unicursales.  (6i3-6i5). 
A  8440 

Jager  [F.).  — ■  Sur  l'application  de  la  méthode  de  Fredholm  aux 
marées  d'un  bassin  limité  par  des  parois  verticales.  (6i6-6t8). 
A  4470  4840 

Mazui-kie^vicz  {E .)  et  Sierpinski  (fV.).  —    Sur  un  ensemble 
superposable  avec  chacune  de  ses  deux  parties.  (618-619). 
A  0430 

Pchéborski  [A.).  —    Sur  une   généralisation  d'un   problème  de 
Tchébischeft"  et  de  Zolotareff.  (619-621  ). 
A  1610 

Gau  [P .-E .).  —  Sur  les  transformations  générales  des  systèmes 
différentiels.  (6-6-6'j9). 
A  4840 

Anncllini  (G.).   —   Un  théorème   général    sur    le    problème  do 
/i  corps.  (68o-683). 
B  ICIO 

Valcovici  (V-).    —    Sur  la   résistance    hydrodynanii(|uo  dans    le 
mouvement  non  uniforme.  (683-685). 
B  2400 
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Rahul  [Ch.).  —  Sur  le  calcul  des  eflorls  développés  par  le  reirait 
du  ciment  dans  les  construction  en  béton  armé.  (685-687)'. 
B  3G00 

Guichard  ( C .).  —  Sur  les  réseaux  et  les  congruences  asympto- 
liques.  (772-770). 

A  8455  8870 

Blaschke  {W.).  —  Evaluation  d'intégrales  doubles  des  fonctions 

convexes.  (778-780). 

A  3-270 

Jentzsch  [RA.   —   Sui-  l'extension   dun  théorème  de  Laguerre. 

(780-782).  ' 

A  3G10 

Godeaux  (L.).  —  Sur  les  involutions  n'ayant  qu'un  nombre  fini 
de  points  unis,  appartenant  à  une  surface  algébrique.  (85  1-853). 

A  8040 

Gunlher.  —  Sur  la  théorie  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées 
partielles.  (853-856). 

A  4840 

Batiele  {£.).  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  parlieiles  de 
l'équilibre  limite  d'un  massif  sablonneux,  compris  entre  deux 
surfaces  à  profil  rectiligne  :  l'une,  f.ice  postérieure  d'un  mur  de 
soutènement;  l'autre,  surface  supérieure  libre  du  massif.  (856- 
858). 
B  3660 

Denjoy  (^.).  —  Exemples  de  fonctions  dérivées.  (ioo3-ioo6). 
A  0430  3-210 

Buhl[A.).    —   Sur  la  forme  intégrale  des  équations  de  Monge- 
Anijjère.  (iooG-1007). 

A  4S'iO 
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Hunvitz  (A.).  —  Sur  les  poinls  criliqnes  des  fonctions  inverses 
des  fonctions  entières,   (iooj-1008). 

A  3Gî:0 

Lévy  {P-}-  —  Sur  les  fonctions  de  Green  et  de  Nenmann. 
(1008-1010). 

A  5660 

Hadamard.  —   Observations  au   sujet  d'une  Note  de  M.   Lévy. 
(  1 010-10 12). 
A  56G0 

Hardy  {G.-H.).  —  Sur  les  zéros  de  la  fonction  't  (s)  de  Riemann. 

(  IOI2-IOl4)- 
A  3610 

Moulin  {M-)-  —  Sur  les  courbes  terminales  des  spiraux  ;  influence 
des  termes  du  second  ordre.  (  ioi4-ioi]7). 
B  0150 

jBilimoi'itc/i  (A.).  —  Sur  les  transformations  canoniques  des 
équations  du  mouvement  d  un  système  non  holonome.  (1064- 
1068). 

B  2020 

Considérée.  —  Retrait  du  béton  armé,  son  influence  sur  les  efl'orls 
développés  dans  les  constructions  en  béton  armé.  (^iof)()-i  loo). 

B  3280 

Gunther.  —  Sur  la  théorie  générale  des  systèmes  d'équations  aux 
dérivées  partielles,  (i  108-1  i  i  1). 

A  /i8iO 

Moulin  {M.).  —  Influence  de  la  racpietle  sur  le  développement 
concentrique  des  spiraux  des  chronomètres,  (1  1  i  i    1  i  i4). 

B  0150 
Claiiin  (./.).    —  Sur  certains  systèmes  d'équations  aux  dérivées 
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parlielles    du    second    ordre    à  deux    variables   indépendantes, 

(i.4:->i48). 

A  4840 

Blasclike  (  W.).  —  Nouvelles  évaluation  de  dislances  dans  l'espace 
fonctionnel.  (ii49-ii5i). 
A  4470 

Biesz  {M.).    —    Formule   d'interpolation    pour   la    dérivée   d'un 
polynôme  trigonomélrique.  (ii52-ii54)- 
A  1640 

Gambier  (B.).  —   Sur  les  surfaces  susceptibles  d'être  engendrées 
de  plusieurs  façons  différentes  par  le  déplacement  d'une  courbe 
invariable.  (ii55-ii57). 
A  8420 

Boy(L.).  —   Sur  le  mouvement  à  trois  dimensions  des  milieux 
visqueux  indéfinis,  (i  i58-i  i6o). 
B  Î490 

Jager  (F.).  —  Sur  l'application  de  la  méthode  de  Ritz  à  certains 
problèmes  de  la  Physique  mathématique   et  en  particulier  aux 
marées,  (i  160-1 161). 
A  5650 

Picard  {E.).  —   Quelques  réflexions   sur  certains  résultats  de 
Henri   Poincaré  concernant   la    Mécanique  analytique.    (1241- 
10.45). 
B  '2000 

Guichard  (C.  ).  —  Sur  certaines  congruences  spéciales  de  cercles 
et  de  sphères.  (1247-1249). 

A  8810  8870 

Niirlund  {.\.-E.).  —  Sur  les  séries  de  facultés.  (1  252-1  2.54). 
A  3630 

Esclangon  (E.).  —  Sur  les  intégrales  cpiasi  périodiques  d'équa- 
tions diflerentielles  linéaires.  (i254-i  256). 
A  4850 
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Fekete  {M^-)-    —    Sur   une  limite  inférieure  des  changenienls  de 
signe  d'une  ionclion  dans  un  intervalle.  (1206-1  208). 
A  3210 

Liisin  {ly.).  —  Sur  un  problème  de  M.  Baire.  (1208-1  261). 
A  0430  3-210 

Godeaux  (L.).  —  Sur  les  surfaces  algébriques  doubles  ajani  un 
nombre  lini  de  points  de  diramation.  (1261-1263). 

A  8040 

Boy  [L.).  —  Sur  les  quasi-ondes  à  trois  dimensions.  (1268-1  265). 
B  2490 

Lallemand  (Ch.).  ■ —  Sur  la  question  du  litre.  (  i2()~-i3oi  ). 
B  0120 

Pareniy  (H.).  —  Sur  un  régulateur  du  débit  de  l'eau  des  rigoles 
et  des  réservoirs  àni\eau  libre.  (i3ij-i32i). 
B  2810 

Biihl  {A.),   —  Sur    la    torsion  géodésique   des  contours  fermés. 
(i323-i32o). 

A  8450 

Nurhind  {N.-E .).  —  Sur  les  séries  de  facultés  et  les  méthodes  de 
sommation  de  (^esarô  et  de  M.  Borcl.  (i 32.5-1 32^). 
A  3630 

Fejér  (/-.)•  —  Nombre  des  changements  de  signe  d'une  fonction 
dans  un  intervalle  et  ses  moments.  (i328-i33i). 
A  3210 

Goloubeff'  {IV.).  —  Sur  les  fonctions  à  singularités  discontinues. 
(1407-1408). 
A  0430  3600 

Moulin  {M.).  — -Sur  la  position  du  centre  de  gravité  des  spiraux 
munis  de  courbes  terminales  théoriques.  {\\o()-\/\\  i). 
B  0150 
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Biillif  [L.].  —    Sur  les    surfaces  engendrées  de  deux   manières 
(lidérentes  par  le  mouvement  d'une  courije  infJéformaljle.  (i484- 
i486). 
A  8420 

De  Tannenberg  [W .).  —   Sur  une  équation  fonctionnelle  et  les 
courbes  à  torsion  constante.  (1486-1488). 

A  8440 

Groruvall  (  T.-H.).  — Sur  la  série  de  Laplaco.  (i  488-1  490). 
A  5620 

Considère.  —  Déformations  et  fatigues  du  béton  armé.  Application 
aux  voûtes.  (i55o-i554). 
B  3630 

Patrick  [J.-B.).    —     Sur  une    formule  directe   pour  la  solution 
d'une  équation  intégrale  d'Abel.  (i  562-1  565). 

A  4470 

Arinellini  (G.).    —    Le   problème   des    deux   corps    de    masses 
variables.  (i565-i568). 
B  1610 

Humbert  (G.)  et  Lévy  {P.).  —  Sur  les  fonctions  abéliennes  sin- 
gulières de  trois  variables.   (1609-16 16). 

A  4070 

Gei'rey  (M.).  —  Sur  les  propriétés  analytiques  des  solutions  des 
équations  aux  dérivées  partielles.  (i652-i655). 

A  4800 

Supantschiisch  (/V.).  —  Sui-  un  développement  en  série  (\e<.  puis- 
sances d'un  polvnome.  (i655-i65j). 
A  3630 

Riesz  [F.).  —  Sur  les  polynômes  Irigonomélriqnes.  (1657-1661). 
A  4030 
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Bernstein  (S.).  —  Sur  la  convergence  absolue  des  séries  Irigono- 
métriqiies  (i6()i-i664). 
A  5G10 

Gromrall  (T.-H.).  —   Sur  quelques  méthodes  de  sommation  et 
leur  application  à  la  série  de  Fourier.  (i66'j-i(366). 
A  5610 

Bouligiiine  (B.).  —  Sur  une  propriété  de  la  fonction  ^{t)  de 
Riemann.  (1666-1667). 

A  3610 

Boussinesq  (/. ).  —   Sur  le  calcul  de  plus  en  plus  approché  des 
vitesses  bien  continues  de  régime  uniforme  dans   un  tube  pris- 
matique à  section  carrée.  (1743-1749)- 
B  2400 

Considère.  —  Mesure  du  retrait,  des  efforts,  de  l'élasticité  et  de 
la  résistance  du   béton  dans  les  constructions   en  béton  armé. 

(1756-1760). 
B  3280 

Angelesco.  —  Sur  une  généralisation  des  polynômes  d'Hermile. 

(1770-1773). 

A  3630 

Appell  {P.)-   —   Observations    sur  une  Note  de  M.   Angelesco. 

(•773-1774). 
A  3630 

Moore  {C.-N.).  —  Sur  la  relation  entre  ccrfiiines  méthodes  pour 
la  sommation  d'une  série  divergente,  (i 774" '776)- 

A  3220 

Tonelli  {L-)-  —  Sur  une  méthode  directe  du  calcul  des  variations. 

(•77C-778).] 
A  3280 
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Renard  {P.).   —   Sur  le   mode  de  construction  des  dirigeables 
souples.  (1-78-1780). 
B  2860 

Ilumbert  (G.).  —    Sur  quelques  fonctions   numériques    remar- 
quables. (1840-184  I  ). 
A  4070 

Boussinesq  (/.).  —  Sur  la  vitesse  moyenne  ou  de  débit  et  la 
vitesse  maximum  ou  axiale,  dans  un  tube  prismatique,  à  section 
régulière  d'un  nombre  quelconque  m  de  cotés.  (i846-i85i). 

B  2400 

Muntz    (Ch.-H.).  —  Sur  une  propriété  des  polynômes  de  Ber- 
noulli.  (1864-1866). 
A  3210 

Popoi'ici  {€'.).  —  Sur  une  équation  fonctionnelle.  (1866-1869). 
A  4460 

Littlewood  {J.-E.).  —  Sur  la  distribution  des  nombres  premiers. 

(  1869-1872). 
A  2900 

Schlesiiiger  (L.).   —    Sur  les  équations    intégro-diflerentielles. 

(1872-1875). 

Bartel  (K.). —   Sur  une  métbode  géométrique  de  formation  de 
quelques  surfaces  réglées  d'ordre  supérieur.  (1870-1877). 

A  7640 

Kœni^s  (G.).  —    Sur  une  nouvelle   formule    exprimant  la  puis- 
sance indiquée  d'un  moteur  à  (jualrc   temps  en  fonction  d'élé- 
ments expérimentaux.  (1877-1879). 
B  1G20 

GuLchard  {€.).  —  Sur  les  surfaces  telles  que  les  sphères  oscula- 
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Irices  aux  lignes  de  courbure  dune  série  forment  un  système  O 
ou  un  système  ai.  (i96i-ic)6()). 
A  8830  8870 

Biihl  (-'/•).    —    Sur   la   courbure   normale  des    contours   fermés. 
(•978). 
A  8440 

Backlund  (B.).  —  Sur  les  zéros  de  la  fonction  Z  (s)  de  Riemann. 
('979- '982). 

A  3610 

Poeschi  (7\).  —  Sur  une  évaluation  des  potentiels.  (1982-1983). 
A  5600 

Tonelli  {L.).  —  Sur  une  méthode  directe  du  calcul  des  variations. 

(1983-1986). 
A  3-280 

Bohr  (^f/.).  —  Sur  la  fonction  "C  (s)  de  Riemann.  (1986-1989). 
A  3610 

C.    GuiCHAUD. 


ANNALI   DI  MATEMATICA  PURA  ED  AFPLFCATA  (  '  ). 

Série  III.   t.  III,    1899. 

Baire  {B.).  —  Sur  les  fonctions  de  \arial)les  réelles.  (i-i23). 

Ce  célèbre  Mémoire  de  .M.  lîaire  a  été  présenlé  comme  Tlicse  à  la  l-'aculté  des 
Sciences  de  Paris  et,  à  ce  titre,  il  a  déjà  été  analysé  dans  le  liiiUetin  par  Jules 
Tannerv  (Bulletin,  I,  t.  XXVIl.  190),  p.  jçi-j).  Nous  renverrons  donc  le  lecteur 
à  celte  analyse  en  rappelant  seulement  ici  ([uc  l'auteur  résout  complétemeni 
les  deux  problèmes  suivants  : 

1°  Une  fonction  de  deux  variables  étant  assujettie  à  être  continue  par  rap- 
port à  chacune  d'elles,  les  valeurs  qu'elle  prend  sur  une  ligne  quelconque 
forment  une  fonction  d'une  variable  qui  peut  être  discontinue.  Quelle  est  la 
nature  de  cette  fonction  ? 

(')  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  l.  \\\1\.,  p.  2.5-36. 
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2»  Quelles  sont  les  fonctions  discontinues  qu'il  est  possible  de  représenter 
pai'  des  séries  de  fonctions  continues  ? 

Ces  deux  problèmes  ont  la  même  solution  :  pour  ([u'une  fonction  puisse  T-tre 
obtenue  dans  les  conditions  du  piemier  problème,  ou  dans  celles  du  second,  il 
faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  ponctuellement  discontinue  relativement  à  tout  en- 
semble parfait. 

C'est  aussi  dans  ce  Mémoire  que  l'auteur  pose  les  bases  de  sa  classificalion 
des  fonctions  en  classes,  les  deux  premières  classes  étant  la  classe  0  formée  par 
les  fonctions  continues  et  la  classe  1  formée  par  les  fonctions  discontinues 
limites  de  fonctions  continues. 

Dini  (U.).  —  Etudes  sur  les  équalions  différentielles   linéaires. 

(i2Ô-i83). 

L'auteur  a  publié  un  premier  Mémoire  sous  le  même  tilre  dans  le  Volume 
précédent  des  Annali.  Les  notations  adoptées  dans  le  travail  actuel  sont  celles 
de  ce  précédent  Mémoire  à  l'analyse  duquel  nous  renvoyons  le  lecteur.  L'auteur 
particularise  ici  de  diverses  façons  les  fonctions  arbitraires  z^,  z„,  — ,  z„  qu'il 
avait  considérées  et  il  obtient  ainsi  divers  développements  en  séries  remar- 
quables, utiles  en  particulier  pour  l'étude  asymptotique  des  intégrales  lorsque 
la  variable  x  devient  infinie. 

Tout  d'abord,  l'auteur  choisit  pour  fonctions  Zp  z^,  ..  .,  z,,  des  exponentielles 
distinctes  e"'i^,  e'^2-',  ...,  e""""^  et  après  avoir  pris  pour  exposants  u  des  con- 
stantes quelconques  diiïérentes,  il  obtient  d'importants  résultats  en  choisissant 
ces  constantes  ainsi  qu'il  suit.  Soit 

(i)  a„j(")-l-  a,jK("-'>-^. . .-+-  a^_^r'-h  a,j'  —  o, 

l'équation  diiïérentielle  considérée.  Supposons  que,  x  croissant  indéfiniment 
par  valeurs  positives,  par  exemple,  les  coefficients  ^'wnX.  des  limites  finies  a^, 
Xp  ...,  3t,_,  la  première  a„  de  ces  limites  n'étant  pas  nulle.  Soient 

(2)  aor("-'+  a,_y'"-')-^...-l-a„_,J>''-f-  a„  =  o 

l'équation  différentielle  limite,  équation  à  coefficients  constants,  et  e"i', 
e"j^,  ...,  e""-^  un  système  fondamental  de  solutions,  supposées  d'abord  dis- 
tinctes, de  l'équation  diflérentielle  adjointe 

a„s("'—  aiSi"^'-  -H  a.^("--)— . .  .=  o. 

L'auteur  prend  pour  z^.  z.,^,  ....  ^„  les  exponentielles  précédentes  et  l'élude  du 
développement  des  intégrales  de  (i)  en  série  d'intégrales  multiples,  tel  qu'il  a 
été  établi  dans  son  premier  Mémoire,  lui  fournit  alors  les  résultats  suivants 
qui  donnent,  dans  des  cas  très  étendus,  l'allure  des  intégrales  de  l'équation  (i) 
pour  X  très  grand. 

r"^-{x)dx    . 
Soit   T(.r)   une  fonction    positive  telle  que   1  intégrale     /       ^ ait  un 

sens.  Supposons  que  l'équation  (i)  dont  l'ordre  est  n  admette  pour  x  infini 
une  équation  limite  (2)  d'ordre  n  également,  que  les  difi'érenccs  «.—  a.  soient 

des  infiniment    petits  d'ordre  supérieur  ou   égal  a  celui  de  — —  et  que   les 
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racines  )>,,  À.,  ...,  )>„  de  l'équation  caractéristique  limite  de  (i)  soient  dis- 
tinctes. Dans  ces  conditions  : 

a.  Si  ces  racines  ont  une  même  partie  réelle  X,  l'intégrale  générale  de  l'équa 
lion  (i),  pour  x  très  grand,  prendra  la  forme 

y  =  ro  +  '  e'--, 
où  j>'j  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  linîite  (  2  )  et  où  l'on  a  posé 

g  étant  une  quantité  dont  le  module  est  inférieur  à  un  nombre  fini. 

b.  Si  les  racines  )>,,  a.,  ....  a„  n'ont  pas  toutes  la  même  partie  réelle  et  si 
l'on  désigne  par  )v,,  X,  . . .,  )>,,  (A  <<  n)  celles  qui  ont  la  plus  petite  partie  réelle 
commune,  il  existe  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (1)  avec  h  con- 
stantes arbitraires  qui,  pour  x  très  grand,  prendra  la  forme 

où  e  a  le  même  sens  que  ci-dessus  et  où  y\  est  une  certaine  intégrale  particu- 
lière c',  e'1^-1- CjC'a'^-l-. .  .-t- c;,e'A^  de  l'équation  limite. 

Si  les  hj'potlièses  relatives  à  la  croissance  des  coefficients  ne  sont  pas  toutes 
vérifiées,  on  peut,  dans  certains  cas,  transformer  l'équation  ditlérenlielle  en 
une  autre  équation  à  laquelle  on  puisse  appliquer  les  résultats  précédents. 
L'auteur  étudie,  en  particulier,  par  ce  mojen  des  catégories  très  étendues 
d'équations  différentielles  du  second  ordre  et  il  obtient  ainsi,  par  une  voie  nou- 
velle, les  résultats  établis  par  M.  Kneser,  relativement  à  la  représentation 
asymptotique  des  intéfirales  des  équations  dilTérenticlles  du  second  ordre,  dans 
ses  Mémoires  du  Journal  de  Crelle  (t.  1  U),  117,  1"20)  analysés  dans  le  Bulletin 
(t.  XXVIII,  1904). 

M.  Dini  étudie  ensuite  le  cas  où  l'équation  caractéristique  de  l'équation 
limite  (2)  admet  des  racines  égales  et  il  donne  encore  dans  ce  cas  des  formules 
asymptotiques  valables  sous  certaines  hypothèses. 

L'auteur  prend  ensuite  comme  fonctions  arbitraires  z,,  ^;,  ...,  ^„  les  fonctions 

la  fonction  z^^  étant  déterminée  par  la  condition  a„Q  =1.  Ce  choix  des  fonc- 
tions arbitraires  donne  lieu  à  de  nouveaux  développements  en  série  étudiés 
avec  quelque  détail  lorsque  l'équation  est  du  second  ordre.  L'auteur  retrouve 
ainsi  les  développements  connus  des  fonctions  de  lîesscl  et  île  quelques  autres 
fonctions  vérifiant  des  équations  du  second  ordre.  Un  exemple  intéressant  est 
celui  de  ré(|uation  du  second  ordre  qui  donne  les  périodes  des  fonctions  ellip- 
tiques, considérées  comme  fonctions  du  module. 

D'une  façon  générale,  réqii.ition  liumogène  du  second  ordre  mise  sous  la 
forme 

(3)  y'-^a.{x)y  =  o 
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admet  les  deux  solutions  remarquables  suivanU;s  obtenues  sous  la  forme  de 
séries  d'intégrales  multiples  dont  nous  nous  bornerons  à  écrire  ici  les  premiers 
ternies  : 

y  =  I  +  ï|    /       a.,  r,  (  j,'  —  ^,  )  dxi 

•-  0 

-t- 3o    /      fr,  .1-,  (  X  —  jr,  )  rfo:,    /       a,.!,,  (a;, —  x..)  dj:.,-h 

■y  =  j-i-z,   I      a...i,x,{x—x,)dXi 
•- 0 

+  So    /      «2  '  i(-^  "■"  ■^i  )  f^-^i   /       a^  .r„x^{x^  —  x^)  dx..-i-. . .. 

Ces  formules  donnent  les  intégrales  fondamentales  de  l'équation  (3)  dans  tout 
intervalle,  comprenant  le  point  x=  o,  dans  lequel  a.,  est  une  fonction  régu- 
lière. D'autres  développements  analogues  sont  valables  dans  tout  intervalle, 
comprenant  un  point  quelconque  x  =  a,  dans  Ie(|uel  la  fonction  a,  est  régulière. 
D'autres  développements  en  série  d'intégrales  multiples  des  intégrales  de  la 
même  équation  (3)  s'obtiennent  en  prenant  pour  fonctions  :;,  et  z^  les  fonc- 
tions z^=  sinpx,  z^=  cospx.  L'auteur  applique  les  formules  obtenues  aux 
fonctions  de  Legendrc  et  aux  fonctions  de  Bessel. 

Blanchi  (/>.)•  —  Sur  la  théorie  des  Iransforinalions  des  surfaces 
à  ct)urbure  constante  (i 85-29^). 

Les  nouvelles  transformations  données  par  1\L  Bianclii  dans  ce  travail  ont 
leur  origine  dans  les  théorèmes  de  M.  Gnichard  relatifs  à  la  déformation  des 
quadriques  de  révolution  (Comptes  rendus,  20  janvier  1899).  M.  Blanchi  rat- 
tache ces  théorèmes  à  la  théorie  de  la  déformation  des  congruenccs  rectilignes 
norniales. 

Soit  une  surface  S„  flexible  et  inextensible;  à  tout  point  M^  de  cette  surface 
faisons  correspondre  un  segment  de  droite  M» M  dont  l'exi rémité  M  décrive  une 
surface  S  normale  au  segment.  Imaginons  que,  dans  une  déformation  (|uclconque, 
la  surface  de  départ  S„  entraine  avec  elle  les  segments  M„M,  chaque  seg- 
ment M„M  étant  supposé  invariablement  lié  au  plan  tangent  à  S„  au  point  M„. 
On  réalise  ainsi  une  déformation  de  la  congruence  des  droites  iM^.M  et,  d'après 
un  théorème  de  Beltranii,  la  surface  S  lieu  du  point  M  demeure  constamment 
orthogonale  à  la  droite  -M^.M  dans  toutes  ces  déformations.  Si,  en  outre,  la  sur- 
face S  est  avant  la  déformation  une  surface  W  de  ^^'eingarlen  dont  les  rayons 
de  courbure  principaux  sont  liés  par  la  relation 

(.)  /(/•,.      /•;)=0, 

on  peut  se  proposer  le  problème  suivant  : 

I'roblèmk  (A).  —  A  quelles  conditions  la  sui/ace  S  déformée  sera-t-elle 
aussi  une  sur/ace  W  dont  les  rayons  de  courbure  vérifient  encore  la  même 
relation  (i)  et  cela  pour  toutes  les  déformations  de  S,  ? 

Le   théorème   de  ^^cingarten   donne   d'abord    une   catégorie   étendue   de  solu- 
BuU.  des  Sciences  matkém.,  i"  série,  t.  \.V\1\.  (Juin   191J.)  K.6 
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lions  fie  ce  problème  :  il  suffit  que  la  surface  S,,  soii  applic.ihle  suc  une  surface 
de  révolution  et  (|ue  les  segments  M„iM  soient  tangents  à  S„  le  long  des  dé- 
formées des  méridiens.  Les  théorèmes  de  M.  Guichard  donnent  d'autres  solu- 
tions du  même  problème  (A). 

M.  Bianchi  se  propose  de  trouver  toutes  les  solutions  du  problèine  (A)  dans 
le  cas  où  la  surface  S  est  une  surface  minima  ou  une  surface  à  courbure  con- 
stante. 

Si  la  surface  S  est  ou  bien  minima  ou  bien  à  courbure  constante  positive,  il 
n'existe  pas  d'autres  solutions  que  celles  données  par  les  théorèmes  de  M.  Gui- 
chard ou  par  le  théorème  de  Wcingarten. 

Mais  si  la  surface  S  est  une  surface  à  courbure  constante  négative,  outre  les 
solutions  fournies  par  le  théorème  de  AA'eingarlcn,  il  y  a  trois  cas  essentielle- 
ment nouveaux.  La  surface  S,,  doit  être  applicable  sur  une  surface  de  révolution 
qui  a  pour  méridienne  lune  des  trois  courbes  ayant  respectivemeul  [lour 
équation 

c  =  log/'.         /•  =  y'  I  —  a-  ch;,         r  =  \  a-  —  i  sh;. 

Dans  les  trois  cas,  les  rayons  M,, M  de  la  congruence  sont  normaux  aux  paral- 
lèles de  S^  et  ces  rayons  réllécliis  sur  S,,  fournissent  égalenii-nt  de  nouvelles 
solutions. 

De  la  sorte,  à  toute  surface  S  solution  du  problème  (A)  correspond  une  nou- 
velle surface  S  normale  aux  rayons  réfléchis,  deux  points  correspondants  M,  M 

de  S,  S  étant  symétriques  par  rapport  au  plan  langent  au  point  d'incidence  M,, 
de  la  surface  S,,. 

Dans  la  correspondance  entre  les  points  de  S,  S,  les  lignes  de  courbure  ainsi 
que  les  lignes  as3mptoli(|ues  (réelles  ou  imaginaires)  des  deux  surfaces  se  cor- 
respondent. 

l'our  voir  si  les  résultats  précédents  peuvent  fournir  une  méthode  de  trans- 
formation de  toute  surface  à  courbure  constante,  il  y  a  lieu  de  rechercher  si 
une  pareille  suriace  S  peut  toujours  être  considérée  comme  solution  du  pro- 
blème (A).  iM.  IJianchi  démontre  qu'il  en  est  bien  ainsi  et  que  de  plus,  celle 
surface  S  dérive  d'une  surface  S„  de  a:-  manières  dillercntes;  on  oblienl  ces  «^ 
surfaites  S„  par  l'intégration  d'un  système  de  deux  équations  aux  différentielles 
totales;  la  surface  de  i-évolution  sur  laquelle  sont  applicables  ces  oc'  surfaces  S, 
dépend  en  outre  d'une  constante  Srbitraire. 

A  toute  sur/ace  S  à  courbure  constante,  on  peut  faire  correspondre 
ctiiisi  x''  nouvel/es  surfaces  S  ayant  une  nié/ne  courbure  constante. 

On  a  ainsi  des  Iransformalions  toujours  réelles  des  surf.ices  à  courbure  con- 
stante positive  ou  négative. 

A  un  autre  point  de  vue,  ces  transformations  conduisent  l'aulenr  à  une  classe 
de  surfaces  de  Wcingarten  ayant  la  même  représentation  sphérique  des  lignes 
de  courbure  que  les  surfaces  à  courbure  conslante  considérées. 

Les  nouvelles  Iransformalions  étudiées  dans  ce  Mémoire  peuvent  se  ramener 
soit  aux  Iransformalions  dites  complémentaires  des  surfaces  à  courbure  con- 
stante, soit  aux  transformations  de  Biicklund  des  mêmes  surfaces.  Mais  ces 
dernières  ne  sont  pas  toujours  réelles  et  c'est  seulement  à  l'aide  de  deux  trans- 
formations de  Kiickhind  imaginaires  conjuguées  faites  successivement  (ju'on 
obiicndrail  les  Iransformalions  réelles  envisagées  par  l'auteur. 
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Kn  appliijuanl  les  nouvelles  iransformalioiis  à  un  système  de  x'  surfaces  à 
courbure  conslanle  faisant  partie  d'un  système  triple  orlhogonal  de  Wein- 
garlen,  on  peut  déduire  de  tout  système  de  celte  nature  x'  nouveaux  systèmes 
de  la  même  nature. 

l  iterbi  {A.).  —  Sur  ropéi-alion  fonclioiincUe  représentée  par 
une  intégrale  définie  considérée  comme  élément  d'un  calcul 
(299-343). 

Les  deux  premières  Parties  de  ce  Mémoire  ont  été  publiées  au  Tome  XXVI, 
2'  série  des  Annali.  Dans  cette  troisième  Partie,  l'auteur  poursuit  lexlension 
des  diverses  notions  de  l'analyse  au  calcul  des  opérations  I  envisagées  précé- 
demment. Il  étudie  d'abord  les  équations  algébriques  entre  opérations  I,  puis 
les  équations  ayant  la  forme  d'équations  diderenlielles  linéaires.  Il  étend  à 
l'analyse  des  opérations  I  la  théorie  de  la  décomposition  des  expressions  diffé- 
rentielles linéaires  en  facteurs  difl'érenliels  irréductibles,  la  ibéorie  du  multi- 
plicateur et  celle  de  l'équation  adjointe.  Dans  une  dernière  Partie,  il  donne  les 
formules  de  passage  des  intégrales  aux  coefficients  et  réciproquement  des  coef- 
ficients aux  intégrales  pour  une  équation  diflcreiitiellc   linéaire  non   homogène. 


Série   III,   t.   IV';   1900. 

Bianc/ii  (L.).  —  Sur  la  déformation  des  paraboloïdes  de  révolu- 
tion dans  les  espaces  à  courbure  constante  (i-6(i). 

Le  but  de  ce  Mémoire  est  d'établir,  pour  les  espaces  non  euclidiens  à  cour- 
bure constante  positive  ou  négative,  des  théorèmes  analogues  à  ceux  que 
>I.  (iuichard  a  établis  relativement  à  la  déformation  des  quadriques  de  révo- 
lution. 

Le  point  de  départ  des  recherches  actuelles  de  .M.  Bianchi  est  le  même  que 
dans  le  Mémoire  du  même  auteur  publié  dans  le  Volume  précédent  des  Annali  : 
il  réside  dans  la  théorie  de  la  déformation  des  congruences  rectilignes  normales 
dont  les  rayons  sont  invariablement  liés  à  une  surface  de  départ  S„  dans  toutes 
les  déformations  de  celte  surface  S,,. 

L'auteur  traite  ici  le  problème  qu'il  a  appelé  problème  (A)  dans  son  précé- 
dent Mémoire,  pour  les  deux  catégories  de  surfaces  suivantes  : 

1°  Surfaces  S  d'aire  minima  de  l'espace  elliptique  ou  hyperbolique; 

2"  Surfaces  S  de  l'espace  pseudosphérique  dont  la  courbure  moyenne  est  con- 

o  I 

siante  et  égale  à  ^1  en  désignant  par  —  —  la  courbure  conslanle  de  l'espace 
pseudosphérique  considéré. 

Il  établit  dans  chaque  cas  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  que  doivent 
remplir  la  surface  de  départ  S,,  et  la  congruence  qu'on  déforme  pour  que  les 
conditions  du  problème  ( .\ )  soient  reuiplies. 

Les  résultats  présentent  une  grande  analogie  avec  ceux  trouvés  par  l'auteur 
pour  l'espace  euclidien  dans  son  précèdent  Mémoire.  La  surface  de  départ  S„ 
doil  être  applicable  sur  un  paraboloïde  de  révolution  de  l'espace  non  euclidien. 
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En  faisaiU  ki  IrarisCorination  confornu:  de  l'espace  non  ciirlidicn  S  sur  l'espace 
euclidien  X^,  les  résultats  se  trouvent  transportés  dans  ce  dernier  espace;  les 
surfaces  minima  de  S  donnent  dans  S„  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  iso- 
thermes et  la  solution  du  problème  (A)  permet  ainsi  de  faire  dériver  de  toute 
surface  de  cette  classe  une  triple  infinité  de  surfaces  de  la  même  classe.  Ces 
mêmes  surfaces  de  S  donnent  daus  l'espace  i:„  des  surfaces  de  Liouville  admet- 
tant l'un  des  éléments  linéaires 

f/s-  =  (  cos  il  -+-  cos  V  )  (  C'js  u  du-  -+-  cos  ('  dv-  ), 
ds-=    (sli  II  -+-  sb  r)  (sli  ii  du"  +  sli  »•  dv"-). 

La  solution  du  problème  (A)  permet  de  trouver  une  infinité  de  surfaces  admet- 
tant l'un  de  ces  éléments  linéaires. 

Tanturri  (^A .).  —  Recherches  sur  les  esjiaces  plurisécanls  d'une 
courbe  algébrique  (G^-i2i). 

Mémoire  de  Géométrie  énumérative.  On  se  propose  de  trouver  le  nombre 
d'espaces  linéaires  à  A'  dimensions  qui  coupent  en  i  points  une  courbe  dnnnéc 
de  l'espace  linéaire  à  a  dimensions.  Le  problème  a  un  nombre  fini  de  solu- 
tions si  l'on  a  : 

(  A-  -f-  I  )(/«  —  /•  )  =  / (  «  —  A-  —  I ). 

L'aiiUMir  donne  une  méthode  permettant  de  résoudre  le  prublcmc  lorsque  l.i 
courbe  donnée  est  rationnelle  ou  ellipti(|ue. 

Caloi^B.).  — Résohiliou  de  (nick[ucs  problèmes  sur  rapplicabi- 
lité  des  surfaces  (i23-i.)o}. 

L'auteur  résout  les  deux  |irol)lriiies  suivants  : 

I"  Trouver  tous  les  couples  de  deux  surfaces  applicables  S  et  S' telles  que 
la  distance  d'un  point  de  S  à  un  plan  fixe  soit  é^ale  à  la.  distance  du  point 
correspondant  de  S'  à  un  point  fixe. 

2°  Trouver  tous  les  couples  de  deux  surfaces  applicables  S  cl  S'  telles  que 
la  somme  ou  la  dij/érence  des  distances  de  deux  jioints  coi-respomlants  de  S 
et  de  S'  à  un  point  fixe  donné  soit  constante. 

La  solution  dépend  dans  les  deux  cas  d'une  fonction  arliilraire  de  \ari.ilde 
com()lexe  et  elle  comprend  une  inliniti'  de  couples  de  surfaces  algcbricincs. 

Aiinciiiiiiiili.).  —  Sur  la  surface  de  moindre  réM>lanee  (  i  •>  i  - 1  iç)). 

Ltude  d'un  [troblènie  de  Calcul  des  variations  dont  la  solution  remonte  à 
Newton.  On  considère  un  solide  de  révolution  animé  dans  un  milieu  homogène 
d'un  mouvement  do  translation  dans  la  direction  de  son  axe.  (in  suppose  la 
r(;sistauce  du  milieu  sur  un  élément  du  corps  proportionncib'  .m  carre  de  la 
projection  ih-  la  vitesse  sui'  la  normale  à  cet  élément  et  l'on  se  proposr  de 
d(;termincr.  painii  l(;s  solides  remplissant  des  conditions  aux  limites  ilounées, 
quel  est  celui  jiour  lequel  la  résistance  totale  est  un  minimum. 

Apres  av(jir  iapp<'lé  la   solution  classique  de  ce   problème,  Tautcur  étudie  les 
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suintions  discoiilimie-!  du  iiiCiMC  |)i(jljl(';nie.  Il  examine  aussi  le  cas  d'un  solide 
de  révolution  animé  d'un  mouvement  de  translation  oblique  par  rapport  à  la 
direttioii  de  son  axe  cl  enfin  il  étudie  le  cas  d'une  ré-islance  |)ropoi  lionnelle 
à  la  //''""^^  puissance  de  la  vitesse. 

Dmi  {U.).  —  Notice  nécr(»l()f;i(jiie  el  liste  «les   travaux  d'Eugène 
Beltrami  (i5()-i6o). 

De  Sanclis  (A,.).  —  Qiiel(|iies  lliéorènies  nouveaux  siii-  les  fonc- 
tions liarmoni(|iies  à  trois  variables  (iGi-i()-'). 

[^'auteur  rappelle  d'abord  la  définition  et  les  principales  propriétés  des  fonc- 
tions harmoniques  de  trois  variables  réelles.  Après  avoir  défini  les  points 
réguliers  et  les  points  sinsfuliers  de  ces  fonctions,  il  démontre  une  formule 
analogue  à  lintégralc  de  Caucliy  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable 
complexe  : 

Si  la  fonction  harmonique  I"  (.r,  y,  s  )  est  régulière  à  l'intéricui- il'un  domaine 
limité  par  une  surface  S  et  sur  la  surface,  on  a  pour  tout  point  x\  y' ,  z'  inté- 
rieur au  contour 


en  posant 


r<.-./...=  î^//-(HS-P^).=, 


V  (^  -  .r')-H-  (y  -r')'--t-  (Z'-z'  )■-■ 


L'auteur  étend  aux  fonctions  harnioniques  de  trois  variables  réelles  les  résul- 
tats établis  par  .M.  Miltag-Lefder  pour  les  fonctions  l'une  variable  complexe. 
M.  Appell  avait  déjà  donné  celle  extension  dans  son  IVIémoire  du  Tome  IV  des 
Acta  malhematica;  l'auteur  complète  en  quelques  points  les  résultats  de 
VI.  Appell  et  il  établit,  par  une  voie  nouvelle,  l'existence  de  la  fonction  que 
M.  Appell  a  désignée  par  7.{x,  y.  z)  :  celle  fonction  est  une  fonction  harmo- 
nique régulière  partout  sauf  aux  sommets  d'un  réseau  de  parallélépipèdes, 
[)oints  oii  elle  a  des  pôles  simples  avec  le  résidu  +1.  Suivent  quelques  pro- 
priétés de  la  fonction  Z(x,  y,  z),  dont  certaines  ont  déjà  été  établies  par 
M.  Appell. 

Timcrding  (II.-E.).  —  Sur  les  lignes  osciiialrices  d'une  euiiiqiie 
gauche  (199-217)  [en  français]. 

L'auteur  appelle  li:^/ies  oscitlal rives  d'une  cubique  gauche  les  droites  tracées 
dans  un  pian  oscnlateur  à  la  cubi<iue  el  passant  par  le  point  île  contact  de  ce 
plan.  Ces  droites  foiincnl  une  congruence.  Soient  <1cux  lignes  osculatrices,  la 
première  passant  par  le  point  A  tle  la  cubique  et  rencontrant  la  tangente  en  15 
à  la  cubique,  la  deuxième  passant  par  lî  et  rencontrant  la  tangente  en  A  :  elles 
sont  dites  lignes  osculatrices  jumelles.  L'aulom-  étudie  ces  couples  de  lignes 
géométriquement  et  analyti(|uemenl.  Il  définit  la  cubitjue  par  Us  équations 
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et  il  se  sert  d'une  représentation  des  cordes  de  la  cubique  i;aurhe  par  les  points 
d'un  plan. 

Pinclieile  {S.).  —  De  quelques  opérations  peruiellanl  tliijouter 
ou   de   supprimer  des  singularités    à    une    fonction    analytique 

(2  19-280). 

Ainsi  qu'il  l'a  déjà  fait  dans  d'autres  travaux,  l'auteur  considère  l'ensemble 
des  séries  de  puissances  d'une  variable  x  comme  constituant  les  points  d'un 
espace  linéaire  à  une  infinité  de  dimensions,  res/?ace/o/!C^<o«/)6/ S  dont  chaque 
point  est  une  série  particulière  définie  par  l'ensemble  de  ses  coefficients.  Parmi 
les  opérations  qui,  appliquées  aux  points  de  l'espace  S,  reproduisent  des  points 
de  ce  même  espace,  il  y  a  lieu  d'envisager  les  opérations  distribuli\ es.  L'auteur 
a  étudié  ces  opérations  dans  son  Mémoire  sur  le  calcul  fonctionnel  distribiitif 
{Math.  Annalen,  t.  \LI\).  Il  se  propose  d'étudier  plus  particulièrement  ici 
les  opérations  distributives  qui  introduisent  ou  qui  suppriment  des  singularités 
de  nature  déterminée  dans  la  fonction  analytique  définie  par  une  série  arbi- 
traire de  l'espace  fonctionnel  S.  Ce  sujet  est  développé  dans  le  troisième  et 
dernier  Chapitre  du  Mémoire,  les  deux  premiers  Chapitres  étant  destinés  à 
compléter  la  théorie  générale  des  opérations  distributives. 

Dans  le  prenuer  Chapitre,  M.  Pincherle  définit  la  transformée  \  \\-'  d'une 
opération  distributive  A  par  une  autre  opération  distributive  \  et  il  considère 
ensuite  plus  spécialement  les  opérations  transformatrices  qui  transforment  une 
opération  donnée  en  l'opération  de  multiplication.  Parmi  les  opérations  ainsi 
obtenues  se  trouvent  la  transformation  connue  sous  le  nom  de  transfornintion 
de  Laplace,  lransform;itrice  de  la  dérivation  D  ainsi  que  la  transformation, 
employée  par  M.  fJorel,  qui  transforme  une  fonction  donnée  en  sa  fonction 
associée,  opération  transformatrice  de  l'inverse  D-'  de  la  dérivation. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  d'opérations  distributives  que  l'au- 
teur appelle  opérations  normales.  Une  opération  normale  d'ordie  zéro  est  une 
opération  distribulive  di'finie  par  les  équations 

(  I  )  IJ  (  X"  )  =  <7„  .r "         (  /i  =  o ,  1 ,  2 ,   .  . .  ) , 

les  nombres  a,,,  o,,  ...,  a„,  ...  étant  des  nombres  donnés.  Une  op<-ration  noi- 
male  A  d'ordre  m  est  de  même  définie  par  les  équations 

{n  =  a,  I,  2,  . . .  ). 

L'auteur  étudie  la  composition  fie  ces  opérations  enli-e  elles  et  leur  comiiosition 
avec  les  opérations  de  multiplication.  i"-n  particulier,  toute  opération  normale  A 
du  premier  ordre  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(■^)  A  =  U,M,„^.U, 

où  U,  U,  sont  deux  opérations  normales  d'ordre  zéro  et  M.  ,.  I.i  tnultipllcation 
par  z  ~  jc. 

Dans  le  Clia|iilre  III,  raiili-ur  définit  d'abord  les  o|iératioiis  si/n/>li's.  Soit 

:x(x)  =  ila„.r" 
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une  série  à  rayon  de  eonvergeme  imn  nul.  Elle  permet  de  définir  par  ses  coef- 
(icienls  a„  une  opération  normale  d'ordre  zéro,  définie  par  les  équations  (i)  Si 
la  fonction  a  (37)  n"a  pas  d'autre  point  singulier  à  distance  finie  que  le 
point  ^  =  1,  l'opériition  U  sera  d'île  simple  :  une  pareille  opération  appliquée 
à  une  fonction  '^(x)  engendre  une  fonction  qui,  en  vertu  d'un  lliéoième  de 
M.  Iladamard,  ne  peut  pas  admettre  d'autres  points  singuliers  que  les  points 
singuliers  de  f  (j:).  Si  l'inverse  de  U  est  aussi  une  opération  simple,  ce  qui  est 
possible.  U  est  une  ofiération  qui,  ajjpliquée  à  une  fonction  analytique  quel- 
conque, ne  peiil  ni  introduire,  ni  supprimer  des  singularités.  Parmi  ces  der- 
nières opérations  se  trouvent  celles  pour  Icsquellits  le  coefficient  a„  est  une 
fonclion  rationnelle  de  l'indice  /(,  non  nulle  ni  inlinie  pour  des  valeurs  entières 
positives  de  /;. 

Soit  maintenant  A  une  opération  normale  du  premier  ordre  telle  que  les 
opérations  U  et  U,  qui  fignrerit  dans  la  formule  de  composition  (2)  soient 
simples  ainsi  que  leurs  inveises.  A  celte  opération  A  on  peut  faire  correspondre 
une  certaine  fonction  (.j(.r)  ydniellanl  le  seul  point  singulier  x  =  z  et  présen- 
tant en  ce  point  une  singularité  pariiculièi'e  dépendant  de  l'opération  A.  Celle 
fonclion  w  possède  la  propriété  suivante  :  si  »  est  une  fonction  analytique 
semblablemenl  singulière  à  w  sur  le  cercle  de  rayon  \z\.  c'est-à-dire  telle  que 
la  fonction  o — cm  soit  liolomorphe  sur  ce  cercle  pour  une  certaine  valeur  de 
la  constante  c.  l'opération  A  appliquée  à  c?  fait  disparaître  la  singularité  ainsi 
définie.  Réciproquement,  si  l'on  se  donne  une  fonclion  w  de  la  forme 

V^    a:" 
10(37)  =    7  -> 

avec  le  seul  point  singulier  z,  on  peut  trouver  une  opération  A  susceptible  de 
supprimer  celte  singularité  dans  toute  fonclion  semblablemenl  singulière  à  to 
sur  le  cercle  de  rayon  |  =  |.  L'opération  inverse  A-',  appliquée  à  une  fonclion  o, 
introduit  la  même  singularité,  sauf  si  la  fonclion  »  vérifie  une  certaine  condi- 
tion donnée  par  l'auteur.  Par  exemple,  si  l'opération  \  est  la  multiplication 
par  x  —  z,  l'opération  .\-' est  la  division  para:— ^;  la  singularité  introduite 
par  A  '  est  un  pôle  du  premier  ordre  au  point  x  =  z  cl  le  cas  d'exception  est 
celui  où  la  fonclion  s  s'annule  pour  x=  z. 

Des  considérations  analogues  s'appliquent  aux  opérations  normales  d'ordre 
supérieur  :  une  pareille  opération  permet  de  supprimer  un  certain  ensemble 
de  singularités  et  l'opération  inverse  introduil  le  niènie  ensemble,  s.mf  b^rsqu'on 
l'applique  à  certaines  fonctions  exceptionnelles. 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'application  de  la  théorie  précédente  au  cas  où 
l'opération  A  considérée  est  une  opération  ditVérentielle  linéaire  définie  par  une 
forme  dilTérenlielle  linéaire  du  type  de  Fucbs. 

LauriceUa  (G-)-    —  !^"f  '"^^  (:las>e  trrqiialiuiis  atix  (U'-rivées  par- 
tielles du  second  ordre  (aSi-o.'i.)). 

Les  équations  étudiées  dans  ce  Mémoire  comprennent  comme  cas  particulier 
les  équations  étudiées  par  M.  Picard  dans  un  Mémoire  des  Aclo  mathematica 
(I.  XH).  Ce  sont  des  équations  réductibles  par  un  changement  de  variables  à 
une  équation   de  la  forme 

(,)  A-V+/(.r.  .)')V  -+-/((.r.  r)  =  0, 
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où  l'oa  a  posé  comme  d'habitude 

ôx-        ôy- 

Dans  le  cas  parliculier  envisagé  par  M.  Picard,  ]i{x,y)  est  nul. 

L'auteur  se  propose  de  déterminer  une  intégrale  V  de  l'équalion  (i)  définie 
dans  un  domaine  fini  7  et  prenant  des  valeurs  données  sur  le  contour  s  de  ce 
domaine.  Il  introduit  à  cet  ellet  un  paramétie  /.  dans  l'équation  (i)  qu'il  rem- 
place par  la  suivante  : 

(  2)  An-  -h  k/{x,  y)\  -h  h{x,  y)  =  o. 

Supposons  d'abord  que  la  fonction  f(x.  y)  soit  positive  dans  tout  le 
domaine  c?  et  envisageons  la  fonction  inconnue  V  comme  fonction  du  para- 
mètre /■.  Il  existe  une  fonction  V  des  points  de  3  et  de  la  variable  complexe  k 
qui  possède  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Cette  fonction  V  est  une  fonction  méromorplie  de  A.  Soit  C  l'ensemble  de 
ses  pôles  l>\. 

2°  A  chacun  des  pôles  A',  correspond  un  résidu  p-  qui  considéré  comme  fonc- 
tion de  X  et  de_^  est  une  fonction  continue  de  rs  ainsi  que  ses  dérivées  et  vérifie 
les  équations 

l   l'^p-h  A- fp=  o        dans  7, 
{  p.  ^  o        sur  le  contour  s. 

3°  Pour  toute  valeur  de  /■  qui  ne  fait  pas  partie  de  l'ensemble  C,  la  fonc- 
tion V  est  l'intégrale  de  l'équation  (2)  correspondant  à  une  suite  donnée  de 
valeurs  finies  et  continues  sur  le  contour  s.  Cette  intégrale  est  unique  pour 
toutes  les  valeurs  de  k  qui  ne  font  pas  partie  d'un  certain  groupe  G  de  valeurs 
contenant  le  groupe  C  ou  coïncidant  avec  lui.  Pour  chacune  des  valeurs  /,  du 
groupe  G.  on  a  au  contraire  une  solution  régulière  des  équations  (3). 

Revenant  à  l'équation  (ij.  le  problème  au  contour  proposé  sera  résolu  pour 
cette  équation,  si  A"  =  i  ne  fait  [)as  partie  du  groupe  C;  la  solution  sera  unique 
si,  en  outre,  cette  même  valeur  i  ne  fait  pas  partie  du  groupe  G;  si.  au  con- 
traire A  =  I  appartient  au  grou|ie  G.  il  existe  une  intégrale  régulière  de  l'équa- 
tion 

A=V-h/V=o 

prenant  des  valeurs  nulles  sur  le  contour  s. 

Ces  propositions  sont  ensuite  étendues  au  cas  où  /{x.  y)  n'est  pas  constam- 
ment positive.  Il  y  a  encore  dans  ce  cas  un  groupe  de  valeurs  excejtlionnelles 
du  paramètre  A  et  il  y  aura  une  solution  régulière  unique  de  l'équation  (1) 
si  A  =  I  ne  fait  pas  partie  de  ce  groupe  :  c'est  ce  qui  a  toujours  lieu  si  le 
domaine  3  a  des  dimensions  suffisamment  petites. 


Sciif  III.    I.    \  ,    MM'i. 

Reye  {Ih.^.  —  ThéurrMies  sur  les  inullijdMih's  Init-aircs  de  fais- 
ceaux projeclils  de  splières  à  i,  •.>  011  .'»  |)aianu"'lres  (Kugel- 
l)iis(lH'l,    K  ii^('ll»iiiid(l.    I\  iii;r|o(.|)iisrli(' )  (  1  -  1 ,")  )  1  en    allciiiaiidl. 
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Les  propriélés  des  syslèmes  projcclifs  de  sphères  éliidiées  par  l'auleur  sont 
déduites  de  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnés  deux  faisceaux  de  sphères  à  i,  3  ou  3  paramètres  qui  se  cor- 
respondent projectivement,  il  existe  une  correspomlance  projective  entre  les 
pians  radicaux  dune  sphère  quelconque  et  de  deux  sphères  homologues  des 
deux  faisceaux. 

Parmi  les  nonihceuses  configurations  gèomètri<|U(  s  étudiées  par  l'auteur, 
signalons  une  congruence  de  cercles  telle  qu'il  existe  un  cercle  et  un  seul  de 
la  congruence  normal  à  une  sphère  ou  à  un  plan  quelconque  et  que,  par  un 
point  de  l'espace,  il  passe  un  cercle  et  un  seul  de  la  congruence.  Signalons 
aussi  un  complexe  de  cercles  tel  qu'il  existe  un  cercle  et  un  seul  rlu  complexe 
situé  sur  une  sphère  ou  sur  un  plan  arbitraire. 

lYielsen   (J\'iels).    —   Sur  une   classe  de   poljnomes  cjui   se   pié- 
^  sentent  dans  la  théorie  des  fonctions  cylindriques  (i  7-01)  [en 
français]. 

La  fonction  cylindrique  la  plus  générale  d'argument  x  et  de  paramèlre  a  est 
une  fonction  C'''-{x)  vérifiant  les  deux  équations  fonctionnelles  suivantes  : 

(I)  C:^-'(:r)  —  Ci:^+')(.r)  =  2D^.C;M-27), 

(II)  Ci'-'{x)  +  CC^^')(x)  =  '^Cv-(x). 

L'auteur  démontre  que  la  solution  la  plus  générale  de  ces  équations  est 
C:^(.r)  =  a(\x)y.--{x)  -h  b{ix)\.'-{x), 

où  i''-{x)  désigne  la  l'onction  cylindrique  de  première  espèce,  V  ;^'(-^)  'a  fonc- 
tion  cylindrique  de  deuxième  espèce,   a(;j.),  b{\x)   des  fonctions  périodiques 
arbitraires  de  période  -f-i. 
En  particulier,  la  fonction 

O  (  j:  )  =  ces  [xt:  J-i^  (  J7  ) 
est  une  fonction  cylindrique  de  paramètre  ;x  donnant  lieu  à  la  relation 
C''^"{x)y^{x)  —  C:*(^)J!^+"(.r)  =  '^'"^"J"^"   -  H:^."(a:), 

où  R;^>"(j7)  est  un  polynôme  en  —  de  degré  n. 

Les  polynômes  P>;*'"  (^),  ([ui  sont  identiques  aux  polynômes  P'^^  (jr)  de  ISL  G raf 
(Annali,  2'  série,  t.  WIII).  vérifient  un  grand  nombre  de  relations  que  l'au- 
teur établit  par  plusieurs  méthodes  did'ércnte^. 

M.  Nielsen  donne  la  solution  générale  de  l'étiuation  fonctionnelle  (11);  enfin 
il  déduit  de  celle  équation  le  développement  des  fonctions  cylindriques  en 
fractions  continues. 

Ciani  [E .).  —  Coiilrihution  à  la  llu'orio  du  grotij^e  de  1  ()8  coUi- 
néations  planes  (33-;),")). 
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La  substitution  modulaire 

(  modp). 


yx  -h 
(  aS  —  jiy  )  =  I  (  moôp  ) 

fait  correspondre  aux  p  +i  nombres 

a:,     0,      I,      2.      .  .  .  {p  —  i), 

ces  nombres  eux-mêmes  et   fournit  ainsi  une  substitution  des  p+^  éléments 

Dans  le  cas  où  /j  =  7,  le  groupe  modulaire  ainsi  engendré  est  hoioédriquement 
isomorphe  au  groupe  bien  ci)nnu  G  de  168  collinéations  planes.  L'auteur  utilise 
cet  isoniorphisme  pour  l'étude  du  groupe  G  et  de  ses  sous-groupes.  Dans  une 
deuxième  Partie,  il  considère  la  ^«a/7f</i/e  de  Klein,  invariante  par  les  substi- 
tutions du  groupe  (î  :  elle  possède  la  propriété  d'être  un  covariant  S  d'elle-même  : 
l'auteur  reclierche  quelles  sont  les  35  autres  quartiques  qui  sont  aussi  des  cova- 
riants  S  de  cette  quartique  de  Klein. 

Uermile  i^Ch.).  —  Extrait  de  quelques  lettres  de  M.  Cli.  Hermile 
à  M.  S.  Pincherle  (5j--2). 

Ces  lettres  contiennent  diverses  applications  de  la  formule  il'interpolation  de 
Newton 

(.)  /(a  +  .r)=/(«)+.rA/(a)-+-  "^^"^^'^  AV(«)-t-... 

dans  les  cas  où  elle  a  lieu.  On  suppose  Xa  =  i.  Le  caractère  essentiel  de  celte 
relation  est  de  conserver  la  même  forme  lorsqu'on  prend  soit  les  dérivées,  soit 
les  didérences  finies  des  deux  membres  par  rapport  à  a. 

La  relation  précédente  a  lieu  en  particulier  pour  la  fonction 

f{x)  =  \o^V(x), 

a  étant  un  nombre  positif,  l-^lie  s'applique  aussi  aux  fonctions  >\^(^x)  définies 
par  une  égalité  de  la  forme 


<l>  (  ar  )  —    /       9  O'  )  ^^-^  ^h'  ' 


en  supposant  cette  égalité  valahlc  pimr  tontes  1rs  valeurs  positives  île  .r,  la 
formule  (i)  est  vraie  pour  o  r  •  (>•  Il  en  est  de  même  pour  les  fonctions  de  la 
forme 

'l'(-r)=    I      fT'(;')e''-t-?,(.T)1f/.'-, 
Dans    le    cas   de    cette   d<Tniêi-e    fonction,    llciinilc    di-montii-    (|ui'    la    valeur 
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asymptolique  de  «I'(a)  pour  a  1res  grand  est 

-■^  —  -  A<l>  (  a  ) 

2 

e»  désignant  par  ^  rinlégrale  de  Haabe  généralisée 

^  =   I     'l'{a  -h  x)  dx. 

•  (I 

Herinile  se  sert  de  ce  qui  précède  pour  obtenir  diverses  expressions  du  terme 
complémentaire  de  la  série  de  Stirliiig.  Il  applique  aussi  la  formule  d'interpo- 
lation (i)  à  la  fonction  t{s)  de  Riemann. 

Pirondini  (G.).   —  Pn'sohition  de  deux  (jnestions  de  Géométrie 

1°  Dans  le  plan  osculate'ur  en  A  à  une  courbe,  on  prend  un  point  O.  Quel 
doit  être  le  lieu  du  point  O  dans  le  plan  osculateur  pour  que  la  trajectoire  du 
point  O  entraîné  avec  le  trièdrc  de  Serret  de  sommet  A  soit  constamment 
normale  au  plan  osculateur  en  A  ? 

2°  Ktude  de  la  courbe  dont  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  p.  /•  sont 
liés  par  la  relation 

p  ■=  ae      <■'    ' 
(rt  et  6  constants).  Propriétés  diverses  de  cette  courbe. 

Pagliano  (C).  —  Sur  les  variétés  algéhriqiies  ;"i  trois  dimensions 
formées  d'une  simple  infinité  de  |)lans  (---loj). 

L'auteur  considère,  dans  un  espace  d'ordre  iiucli-onque,  une  variété  simple- 
ment infinie  de  plans,  le  genre  de  la  variété  étant  quelconque,  et  il  se  propose 
de  déterminer  les  surfaces  réglées  qui  ont  une  génératrice  et  une  seule  dans 
chacun  des  plans  de  la  variété  ainsi  que  les  courbes  qui  ont  un  point  et  un 
seul  dans  chacun  de  ces  plans.  Les  méthodes  employées  par  l'auieur  sont  celles 
que  M.  Scgre  a  introduites  dans  ses  .Mémoires  de  Géométrie  algèl)rii|ue 
(Aiuiali.  2"  série,  t.  \\II;  Matheni.  Annalen,  t.  X\X  et  \\\IV). 

fhgiavi  i^C .).  —  Sur  la  réduclibililé  des  équations  dilVérenlielles 
linéaires  à  coefficients  doid)lement  p'riodiques  (io~-i.3i)^. 

Dans  un  Mémoire  sur  une  classe  d'équations  dillerciitielles  linéaires  réiluc- 
libles  publié  au  Tome  XIX,  u'  série,  des  Annali,  l'auteur  a  énoncé  un  théorème 
sur  la  réductibililé  des  équations  diiïérenliellcs  linéaires  à  coefficients  double- 
ment périodiques.  Dans  le  travail  actuel,  il  revient  sur  ce  théorème  dont  la 
démonstration  présentait  une  légère  inexactitude  et  il  en  modifie  l'énoncé  ainsi 
qu'il  suit  : 

Une    équation    dilTérentielle    linéaire    réthutible     à     coefficients    elliptiques 
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admet  toutes  les  intégrales  crime  équation  irrétluctible  tient  les  coefficienls 
doublement  périodiques  admettent  pour  périodes  les  péiiodes  des  coefficients 
de  réqualion  donnée  ou  des  multiples  convenablement  choisis  de  ces  périodes. 

liiaii2;iiratioii  du  moiiiimeiil  élevé  à  Fraiiccsco  Bnoschi  à  riustiliil 
technique  supérieur  de  jNlilan  (  i  \  i-\6.\). 

Compte  rendu  de  la  cérémonie  et  texte  des  discours  qui  y  ont  été  prononcés. 

Bianc/ii  [L.).  —  Sur  la  défoi'inatioii  des  <|u;ulri(|ues  de  révolulioii 
dans  les  espaces  à  courljure  constante  (i  ().")-?.  19V 

Ce  Mémoire  fait  suite  aux  deux  autres  Ménioires  de  laulcur  parus  aux 
Tomes  III  et  IV  des  Annali  :  il  a  pour  objet  l'extension  aux  espaces  à  cour- 
bure constante  des  théorèmes  de  M.  Guichard  relatifs  aux  surfaces  applicables 
sur  les  quadriques  de  révolution. 

A  cette  déformation  des  quadriques  de  révolution  se  rattache  une  méthode 
de  transformation  des  surfaces  (a)  de  l'espace  elliptique  ou  hyperbolique  dont 
les  rayons  de  courbure  principaux  /•,.  /„  en  un  point  quelconque  vérilient  une 
équation  de  la  forme 

(  a )  or, r.,+  b{ /•, -h  r. )  +  c  =  0 

à  coefficients  a.  b,  c  constants.  Parmi  les  surfaces  parallèles  à  une  surface  (a) 
il  y  a  toujours  ou  bien  une  surface  à  courbure  constante,  ou  bien  une  surface 
à  courbure  moyenne  constante,  ou  enfin  une  surface  dans  latiuelle  la  somme 
des  rayons  de  courbure  principaux  est  constante  el  l'on  peut  se  limiter  à  ces 
surfaces  particulières. 

Ceci  posé,  le  théorème  de  M.  Guichard.  étendu  à  l'espace  elliptique  lui  hyper- 
bolique, donne  les  résultats  suivants  : 

Dans  l'espace  elliptique,  si  l'on  considère  une  quadrique  S  de  révolution 
autour  de  l'axe  local  et  qu'on  déforme  cette  quadrique  de  manière  qu'elle 
entraine  avec  elle  dans   la  déformation    les  ses;ments  (jui  joignent   un   point  de 

la  quadri(|ue  à  l'un  de  ses  foyers,  la  surface  S,  lieu  des  extrémités  de  ces  seg- 
ments primitivement  réunies  en  un  foyer,  sera  une  surface  à  courbure  moyenne 
constante. 

Dans  l'espace  hyiicrbolique.  il  y  a  plusieurs  espèces  de  quailriques  de  révo- 
lution autour  de  l'axe  focal.  Lorsqu'on  déf(ume  une  de  ces  (juadriqucs  de 
révolution,  la  congruence  des  segments  MF  ipii  joignent  un  point  M  (|uel- 
conque  de  la  surface  à    un   foyer  K  se  défiu'me  et   le   lieu    des  extrémités  V  est 

une  surface  S  de  la  classe  (a).  Aux  diverses  espèces  de  ipiadriques  d.>  révo- 
lution corresponilent  diverses  espèces  de  surfaces  de  la  classe  (a). 

Héciprociuefuent.  toute  surface  S  de  la  classe  (a)  peut  être  déduite  d'une 
(iuadri(|ue  de  révolution  S.  el  cela  d'une  triple  infinité  de  façons,  t'.liaeune  de 
ces  quadrii|ues  S  fournil   une  -nifaee  .S'  symétriciuc  de  S  par  lappmt  .1   la  <|ua- 

dritjue  S,  el  cette  surface  S  appartient  à  la  mi'iue  classe  (a)  que  la  surface  S. 
On  a  ainsi  une  méthode  de  transformaliim  pernu'tlanl  de  déiluire  d'une  sur- 
face S  de  la  classe  (a)  une   infinité  de  surface»  appailenaiil    à    la  un'iue  classe. 
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Des  résullats  précédenls  on  peut  dcdiiire  d'iiiili-es  résullals  relatifs  à  l'espace 
euclidien,  par  représenlalion  conforme  de  l'espace  non  euclidien  sur  ce  dernier 
espace.  Les  surfaces  transformées  des  surfaces  S  vérifient  une  même  équation 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  la  forme  d'Ampère  et  Ion  a  ainsi 
une  méthode  de  transformation  des  surfaces  vérifiant  cette  dernière  équation. 

Le\'i-Càila{T.).  —  Sur  «nielcjucs  crilrres  tlinslahililé  (0.21-307). 

Cet  important  Mémoire  a  pour  but  l'étude  de  la  stabilité  des  solutions  pério- 
diques des  systèmes  différentiels  avec  application  au  problème  des  trois  corps. 
M.  Levi-Civita  ramène  ceUe  élude  à  celle  de  la  stabilité  des  transformations 
ponctuelles  dans  le  domaine  d'un  point  double  de  la  transformation  et  c'est 
cette  dernière  notion  qu'il  envisage  tout  d'abord. 

Chapitre  I.  —  Xotioii  de  stabilité  pour  les  transformations  ponctuelles.  — 
Soit  une  transformation  ponctuelle  à  m  variables 

(i;  x\=  f^{x^,  X..,  . . .,  .r„,  ).        («'  =  I,  a,  •  •  -,  ni). 

analytique  et  régulière  dans  le  domaine  de  l'origine  qu'on  suppose  être  un 
point  double  de  la  transformation.  Soient  P,,  Pj,  ...,  P„,  ...  les  points  que  la 
transformation  (i)  permet  de  déduire  trun  p(jint  P  par  itérations  successives 
et  de  même  P_,,  P_2,  ....  P_„,  ...  les  points  successifs  déduits  de  P  par  la 
transformation  inverse  de  (i). 

On  dira  qu'il  y  a  stabilité  dans  le  domaine  de  l'origine  si  la  transforma- 
lion  (i)  permet  de  faire  correspondre  à  tout  domaine  E  entourant  l'origine  un 
domaine  H  entourant  l'origine  et  tel  que  P„  soit  compris  dans  E.  quel  que 
soit  n  positif  ou  négatif,  pourvu  que  P  soit  compris  dans  II.  11  y  a  instabilité 
si,  aussi  petit  (]ae  soit  le  domaine  II,  il  y  a  dans  ce  domaine  un  point  P  tel 
que  l'un  au  moins  des  points  P„  qui  lui  correspondent  ne  soit  pas  contenu 
dans  E. 

Pour  étudier  la  stabilité  de  la  transformation  (1),  M.  Levi-l'ivita  considère 
la  substitution  linéaire  qu'on  en  déduit  lorsqu'on  réduit  les  fonctions/,  à  leurs 
termes  du  premier  degré.  Les  racines  w  de  l'équation  caractéristique  relative  à 
cette  substitution  linéaire  jouent  un  rôle  essentiel  dans  la  question  :  .M.  Levi- 
Civita  appelle  ces  racines  les  multiplicateurs  de  la  transformation  (i).  Le 
résultat  essentiel  établi  dans  ce  C.liapilre  est  le  siiivanl  : 

5t  les  multiplicateurs  ne  sont  pas  tous  égaux  à  i  en  râleur  absolue,  la 
transformation  (1)  est  instable. 

Cn.\riTRE  IL  —  Transformations  binaires  dont  les  mulfi/dicateurs  sont 
égaux  à  i.  —  Dans  la  suite,  l'auteur  se  limite  au  cas  des  transformations  à 
deux  variables.  Il  envisage  le  cas  où  les  deux  multiplicateurs  sont  égaux  à  i 
en  valeur  absolue.  La  transformation  (i)  se  ramène  alors  à  l'un  des  types  sui- 
vants : 

^  x,^x  +  f{x.y).  \x,=  x+f(x.y), 

i  y,  =  y  -r-g{x.^y);  \  j\---y  +  -^-^g{^^r); 


\  X,  =  X  cosO  —  V  sinO -i- /(vC.  jk), 

< 

(  j',  =  a;  si  n  0  -1-  y  cos  0  -+-  ^'  (  x,  .)•  ) , 

f(x.  y)  et  g{x,  J-)  élanl  des  fonctions  d'ordre  supérieur  au  premier. 


^  ''  (  _)',  =  a;  sinO -!-_)•  cosO -+- ^>-(x-,  .)•), 
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Pour  le  t\'pe  (C),  l'auteur  se  limite  au  cas  où  9  est  commensurable  avec  -  : 
par  un  certain  nombre  d'itérations  successives,  le  type  (C)  se  ramène  alors  au 
type  (A). 

Pour  les  types  (A)  et  (B),  l'auteur  démonlre  que,  dans  le  cas  général,  il  y 
a  encore  instabilité. 

Chapitre  III.  —  Stabilité  des  solutions  périodiques.  —  Soit  maintenant  un 
système  différentiel 

(2)  -^=X,         (,  =  .,2,...,  m) 

dans  lequel  les  fonctions  X;  sont  des  fonctions  de  j-,.  x. x^.  t,  périodiques, 

et  de  période  T,  par  rapport  à  t.  Soit  S  une  solution  périodique  du  système  {2) 
avec  la  même  période  T.  M.  Levi-Civita  montre  que  celte  solution  est  stable 
ou  instable  en  même  temps  qu'une  certaine  transformation  ponctuelle  S  de  la 
forme  (i).  Par  un  changement  de  variables,  on  peut  toujours  ramener  la  solu- 
tion périodique  -  à  la  forme 


La  transformation  S  admet  alors  l'origine  pour  point  double  :  pour  l'obtenir, 
on  considère  l'intégrale  générale  du  système  (2)  comme  fonction  des  données 
initiales 

j7,=  F,(a7',»\  x'r,  ...,  x',?,^;  t)        (i  =  i,  2,  ...,  m) 

et  l'on  pose 

Mx'l  ,rS,  .,.,  x%)  ^  F,{xi'\  x\r,  ....  a7'„r;  T). 

La  transformation  ponctuelle  S,  dont  la  stabilité  ou  l'instabilité  entraine  la 
stabilité  ou  l'instabilité  des  solutions  du  système  (2)  est  alors  la  transfor- 
mation 

(3)  ^^•"  =  /,(jF,,  OTo,  . . .,  a:,,,)         (1=1,2 m). 

Pour  appliquer  les  résultats  des  Chapitres  I  et  II,  il  faut  déterminer  les  mul- 
tiplicateurs de  la  transformation  (3)  en  partant  du  système  (2).  Après  avoir 
déterminé  ces  multiplicateurs  par  l'emploi  des  équations  aux  variations  du 
système  (2),  l'auteur  montre  que  le  théorème  démontré  au  Chapitre  I  relative- 
ment à  ces  multiplicateurs  fournil  le  théorème  de  M.  Liapounoff  d'après  lequel 
une  solution  périodique  est  instable,  si  l'un  au  moins  de  ses  exposants  carac- 
téristiques a  une  partie  réelle  non  nulle. 

Il  reste  à  traiter  le  cas  où  tous  les  exposants  caractéristiques  ont  leur  partie 
réelle  nulle.  L'auteur  se  limite  ici  au  cas  de  m  =  2  et,  en  désignant  par  /a, 
—  l'a  les  exposants  caractéristiques,  il  suppose  en  outre  (jue  a  soit  commensu- 

2  Tî 

rable  avec  -^jr-  Les  résultats  du  Chapitre  II  relatifs  à  l'instabilité  îles  transfor- 
mations (.\)  et  (B)  pi-rmettent  alors  de  montrer  qu'il  y  a  encore  en  général 
instabilité  pour  le  système  différentiel  donné. 

Lr  cas  particulier  des  solutions  péiiodiqiies  d'un  système  de  quatre  équa- 
tions canoniques  définissant  en  fonction  du  temps  les  variables  canoniques  /?,, 
7p  P-'  H-  rentre  dans  l'étude  ainsi   faite  ;  dcu\  des  e\pos;ints  caractéristiques 
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sont  en  cITct   nuls   et  les   deux  aulres  a,  —  a  égaux  et   de   signes  contraires.  En 

a  2r 

se  liinilanl  au  cas  où  -  est  réel  et  comnicnsurablc  avec  le  nioyen  mouvement  — r» 

fin  démontre  qu'il  y  a  en  général  inslaiiililé. 

CHAriTnE  IV.  —  Ajjplicalion  au  problème  des  trois  corps.  —  M.  Levi-Civila 
applique  les  méthodes  précédentes  à  l'élude  du  problème  restreint  des  trois 
corps.  Parmi  les  solutions  du  problème,  il  y  a  ce'  solutions  périodiques  don- 
nant lieu  à  des  mouvements  circulaires  uniformes.  Il  y  a  ■xr  solutions  pério- 
diques voisines  de  chacune  de  ces  dernières.  En  première  approximation,  il 
semble  que  ces  dernières  solutions  soient  stables.  Mais,  à  l'aide  des  résultats 
des  Chapitres  précédents,  l'auteur  parvient  à  démontrer  en  loule  rigueur  que 
pour  une  partie  au  moins  d'entre  elles  il  y  a  instabilité. 

S.    Lattes. 


ATTI   DELLA  R.  ACCADEMIA   DELLE  SCIENZE  Dl  TORINO  (•). 
Tome  XLIX,   i9£3-i9i4- 

Tonelli  {L.).  —  [J  3  <-/]  Sur  la  valeur  d'un  certain  raisonnement 

(4-i4). 

Il  s'agit  du  raisonnement  par  lequel  on  démontre  l'exislcncc  du  minimum 
dans  le  calcul  des  variations.  Étant  /  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  I,  on 
peut  toujours  trouver  des  courbes  (en  nombre  infini)  pour  lesquelles 

et  soit  C^  Vune  d'entre  elles.  On  a  ainsi  la  succession  {minimisante) 

C,,  C,,  ...,  C„,  ... 

dont  on  prend  la  courbe  limite.  L'objection  qu'on  peut  faire  à  ce  procédé  con- 
siste à  observer  que  la  courbe  Cf.  est  choisie  arbitrairement  entre  un  nombre 
infini  et  non  dénombrable  d'éléments.  L'auteur,  en  s'appuyant  sur  le  théorème 
de  M.  .\scoli  :  Le  cur^e  limiti,  etc.  (Mem.  des  Lincei,  i883-i884)  relatif  aux 
successions  de  fonctions  également  continues,  démontre  que.  dans  les  cas  où 
l'intégrale  à  rendre  minimum  est  une  fonction  semi-continue,  on  peut  déter- 
miner le  choix  des  courbes  C^  et,  par  suite,  l'existence  d'une  succession  mini- 
misante est  assurée. 

Laitra  (E.).  —  [T  2  a]  Sur  les  déformations  par  distorsion  des 
solides  élastiques  isolropes  de  rotation  (.'^2-44 )• 


(>)  Voir  Bidl.  des  Se.  mat/i.,  l.  WWlll,,  |>.  1O1-171, 
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Déformalions  d'un  solide  limité  par  une  partie  de  surface  de  rotation  et  par 
deux  sections  méridiennes  a,,  i^.  L'auteur  recherche  les  distributions  des  ten- 
sions intérieures  qui  donnent  des  tensions  nulles  à  la  surface  et  qui,  sur  une 
section  a  de  longitude  6,  sont  des  fonctions  linéaires  de  sin9,  cos6.  En  suppo- 
sant (7,,  a^  coïncidantes,  c'est-à-dire  le  solide  de  forme  annulaire,  ces  déforma- 
tions coïncident  avec  les  déformations  par  distorsion  étudiées  par  iM.  Volterra 
(Annales  de  l'Ecole  Normale  supérieure,  t.  WIV,  1907),  et  leur  détermina- 
tion dépend  de  l'intégration  de  certains  systèmes  diflérentiels  à  deux  variables 
indépendantes. 

Somigliana    (C).   —  [V  9]    Henri   Poiiicaré.    Coiumémoralion 

(45-54). 

Bompiani  {E  ).    —   [H  9  A]   Svslèmes  d'équalions  simiillanées 
aux  dérivées  partielles  à  caraclérislique  (83-i3i). 

I,a  distinction  qu'on  fait  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  deuxième 
ordre  linéaires  et  homogènes,  en  type  parabolique  et  type  non  parabolique 
(une  telle  distinction  étant  faite  au  point  de  vue  purement  projeclif)  peut 
s'étendre,  sous  certaines  conditions,  aux  systèmes  d'équations  aux  dérivées 
partielles. 

Soient 

k  k 

(i)  V    Aif  .z:''-f- V   B/''a;'-f-C(')a;  =  o         (s  =  i,  2,  . . .,  v  ) 

1  1 

(ÔJC                        Ô'' je  \ 

où  a;' =  -— >  X'' =  r— )  les  r,,   ...,  1.  étant  les  variables  indépendantes) 
or,.                (>T;dTj  '  J 

V  équations  aux  dérivées  partielles.  Dans  l'espace  Sj.  des  coordonnées  non  homo- 
gènes Tp   ...,  T;  considérons  les  cônes  quadratiques 

k 

y  A/rivr,=o 


ayant  les  génératrices  parallèles  aux   normales  des  hypersurfaccs  caractéris- 
tiques intégrales  de 


'''f  =  Z.^-'t 


<h, 


Le  système  (1)  est  appelé  un  système  à  caractéristique  si  les  concs  consi- 
ddi'és  se  décomposent  en  deux  hyperplans  dont  l'un  est  fixe  pour  toutes  les 
équations.  Cet  hyperplaii  fixe  est  appelé  la  caractéristique  du  système. 

Une  notion  analogue  a  lieu  pour  un  système  d'ordre  rt(>2),  où  la  |tartic 
commune  aux  cônes  d'ordre  n  peut  être  un  liyprrplan  ou  un  cùnc  d'ordre  v^h —  i. 

L'étude  des  systèmes  à  caraclérislique  est  faite  au  moyen  d'une  représenta- 
tion géométrique.  Soienla;^,  x^,  ....  x„  des  solutions  linéairement  indépcndunles. 
I":n  considérant  ces  .r,  comme  coordonnées  projectivcs  homogènes  d'un  point  x 
(laei>  un  espace  S,,,  comme  ces  x^  sont  des  fonctions  de  A  (<  n)  variables  indé- 
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pendantes  -r,  le  point  a:  se  meut  sur  une  variété  \\  {variété  intégrale  du  sys- 
tème). L'auteur  se  propose  de  caractériser  projectivemenl  la  variété  \\  pour 
les  systèmes  à  caractéristique  du  deuxième  et  du  troisième  ordre. 

Dans  les  systèmes  à  caractéristique,  le  nombre  v  des  équations  indépendantes 
est  oA-.  Lorsque  V  =  A,  il  y  a  nécessairement  une  équation  du  système  qui  a  une 
caractéristique  double,  c'est-à-dire  dont  le  cône  correspondant  se  compose  de 
l'Iiyperplan  caractéristique  du  système  compté  deux  fois.  Un  tel  système  est 
parabolique.  Lorsque  v  <  A  le  système  peut  cire  parabolique  ou  non  parabo- 
lique. 

Dans  tous  les  cas,  il  esl  possible,  par  une  transformation  de  variables  indé- 
pendantes, de  donner  aux  équations  du  système  à  caractéristique  la  forme 

) 

<} 
—  (a,^'  -1-rt,^-+...-+-a^xM  +  a,,^'  +  a,,  c= -l-.  .  .+ a,^  ,r^  ^- a,„,r  =0, 

où  les  groupes  de  termes  contenant  les  dérivées  Ks  plus  élevées  sont  les  déri- 
vées d'une  même  expression  linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  dérivées 
premières. 

Relativement  à  la  variété  V^,  l'auteur  trouve  que,  pour  le  système  parabo- 
lique de  k  équations,  à  caractéristique,  du  deuxième  ordre,  elle  est  nécessaire- 
ment réglée,  avec  le  caractère  de  développable,  c'est-à-dire  ayant  un  Sj  tangent 
fixe  suivant  chaque  génératrice.  Dans  le  système,  auquel  en  ce  cas  on  peut 
donner  la   forme 


^'^  +  at,,r'  -f-..  .-+-  a^;j;^-|-  a^^x  =  o, 


on    peut    toujours,    par    un    changement  de   la    variable   t,,    écrire   la    première 
équation  sous  la  forme 


Si  la  variété  \\  représente  les  k  équations  et  pas  d'autres  de  même  ordre  et 
indépendantes  de  celles-ci.  elle  est  un  cône  de  première  espèce  pour  A  =  3. 
Pour  A  =  2  elle  peut  cire  une  développable  ordinaire.  On  en  déduit  (|ue,  par  un 
changement  de  variables,  on  peut  toujours,  pour  Al  :î,  donner  à  une  intégrale 
du  système  la  forme 

x{-„   ...,  tJ  =  \  +  t,B(T.,,   ...,  rj         (.\  =  const.), 

et.  pour  k  =  2,  aussi  la  forme 

/  s  â     /  >  d  \ 

J7(t,,    T.)    n^    A      T.,      -f-T,    -^• 

rtT; 

Suit   l'exposé    analogue   du    cas   où   v<A:  puis   celui   de   plusieurs  groupes 
dequations   ayant   chacun   une   caractéristique.   Ensuite  le  cas  des  svsièmes  à 
caractéristique,    du    deuxième  ordre   et   de  type   non    parabolique,  cl    cclni  des 
équations  du  troisième  ordre. 
Bull,  des  Sciences  nialliéni.,   •'  série,  t.  .\.\.\1\    (.hiillol  191J.)  H.- 
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Poli  (C.)  —  [C  '2  c/]   Sur  la  dénionsLralion  de  riiiLégralnlilé  des 
fondions  continues  (i32-i34). 

Démonstralion  de  rexistence  de  l'intégrale  définie  sans  avoir  recours  à  la 
conlinuilé  uniforme. 

Albenga^G.).  —  [T  i  d^^   Sur  certaines  lliëories  approchées  de  la 
|)laque  plane  (i5o-i63). 

l'crracini  i^A .)  —  [Q  2]  Sur  certaines  questions  concernanl  les 
espaces  tangents  et  osculateurs  à  une  variété.  Note  1  (214-247). 

Les  plans  tangenls  à  une  variété  \\  d'un  espace  S„  forment  en  général  une 
variété  W  de  dimension  2A;  mais  il  peut  arriver  que  deux  espaces  tangenls 
infiniment  rapprochés,  au  lieu  d'avoir  un  seul  point  commun,  se  rencontrent 
suivant  un  S;{/>o)  et  que,  par  conséquent,  la  dimension  de  la  variété  W 
soit  2A'  —  l.  Cela  peut  être  une  conséquence  du  fait  que  la  varii-té  V;  vérifie 
un  système  de 

A  (A- +  3)  ,       •        A-(A-i)       , 

— ^ —  2k  -\-  l  =  —^ +  / 

équations  de  Laplace,  c'est-à-dire  que  les  coordonnées  homogènes  d'un  point 
de  Vj,  fonctions  de  A  variables  r,,  ...,  Tj,  soient  des  solutions  ilu  système  men- 
tionné. 

L'auteur  se  propose  do  trouver  toutes  les  variétés  \\  qui  ont  la  propriété 
indiquée  sans  qu'elle  soit  une  conséquence  du  nombre  d'équations  de  Laplace 
vérifiées,  et  trouve  que  : 

Si  W  est  de  dimension  2 A  —  /,  la  variété  \\  vérifie   un  nombre 

2 

d'équations  de  Laplace;  lorsque  cl  a  sa  valeur  minimum,  la  \^  est  un  S,_,  cône 
généri(iue,  <jui  projette  d'un  S^.,  une  \\_i  qui  ne  vérifie  aucune  équation  de 
Laplace.  Et  réciproquement. 

Poli  {C).  —  [D  3]   Sur  les  intégrales  étendues  au  contour  d'un 
champ  quelcon(|ue  (248-260). 

Bottasse  ('ï/-)-  —  Sur  la  déterniinaliou  du  taux  d'une  rente  tem- 
poraire, variable  et  continue  (2()8-29()). 

Segre  (C).  —  [N^  1  j  Sur  les  congruences  reclilignes  W    doni 
l'une  ou  les  deux  nappes  focales  sont  rt'^glées  (2(>i-3o3). 

.Si  une  congrueme  ayant  pour  nappes  focales  deux  surfaces  gauches  U,  S  fait 
correspondre  à  un  système  d'asymptoliques  (courbes)  de  S  un  système  de  gène- 
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ralliées  leclilignes  de  H,  la  surface  R  esl  une  quadrique  cl  deux  de  ces  géné- 
ralrices  sont  directrices  pour  S.  La  congruencc  fait  correspondre  aux  généra- 
trices rectilignes  de  S  l'autre  syslcrne  de  génératrices  de  H. 

Vercelti  [E .).  —  [T  4  c]  Sur  le  gradient  lherini(|iH'  à  la  surface 
des  jDJanètes  et  sur  leur  lempérature  inlérieure  (342-36()). 

Bottasso  (M-)-  —  Sur  certaines  extensions  du  théorème  deGuldin 

(576-598). 

Résultats  obtenus  au  moyen  du  calcul  vectoriel. 

Clierubini  {S.).  —  [M,  4  <^]  Sur  les  courbes  hvperelliptiques  avec 
des  translorniations  birationnelles  singulières  en  elles-mêmes  et 
sur  leurs  modules  algébriques  (705--2G). 

Le  travail  se  compose  de  deux  parties.  Dans  la  première,  lauteur  recherche 
les  courbes  hyperelliptiques  mentionnées  dans  le  titre.  Comme  deux  courbes 
hypcrelliptiques  sont  biralionnellemenl  identiques  lorsque  leurs  groupes  de 
dira/nation  qui  les  représentent  sur  une  droite  double  sont  projectifs,  la 
recherche  est  réduite  à  celle  des  formes  binaires  admeilanl  des  groupes  pro- 
jectifs en  elles-mêmes  et  qui  sont  données  par  la  formule  de  Klein 

/(.r,,  x._)  =  F?K|FYn,(F;<  -i-  a.F'^'). 

Comme  il  faut  avoir  des  formes  projeclivemont  distinctes  pour  que  les  courbes 
soient  biralionnellemenl  distinctes,  il  faut  construire  les  groupes  projectifs 
changeant  en  eux-mêmes  les  groupes  polyédriques.  De  celte  manière,  l'auteur 
obtient  des  types  de  courbes  pour  chacun  des  groupes  polyédriques  et  déter- 
mine, pour  chacun  des  cas.  le  nombre  des  modules  et  le  genre  du  groupe. 

Dans  la  seconde  partie,  il  détermine  les  modules  algébriques  des  courbes, 
problème  équivalent  à  la  délerminaiion  des  périodes  normales  des  intégrales 
de  première  espèce  sur  des  coupures  données. 

liicci  (C.-L.).  —  [Pi  9]  Sur  le  frotlement  dans  les  freins  et  les 
pivots  (-62-;85).  Note  11  (o'ij-ySG). 

Fubini  (G.).  —  [O  5]  Définition  projectivo-diil'érenlielle  d'une 
surface  (-86-802). 

L'auteur  a  pour  but  de  trouver,  pour  l'étude  d'une  surface  dans  le  groupe 
projeclif,  un  moyen  analogue  à  celui  qui  fait  dépendre  l'élude  méliique  d'une 
surface  de  la  considération  des  deux  formes  dill'érentielles  quadratiques. 

Après' avoir  démontré  (|ue  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
correspondance  entre  deux  surfaces  S,  i^  soil  une  projeclivité.  csl  qu'aux  sec- 
tions planes  de  S  corrcs|)ondcnl  les  sections  planes  de  il.  il  se  propose  le  pro- 
blème suivant  : 
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«  Etant  donnée  léqiiation 


(-'  ^  3  (^^;  a.  b.  c) 


des  sections  planes  de  S  (où  a,  6.  c  sont  des  paramètres),  trouver  les  équations 
paramétriques  de  la  surface.  »  Certaines  conditions  de  possibilité  étant  satis- 
faites, le  problème  se  résout  uniquement  par  des  quadratures. 
Pour  les  sections  planes,  on  a  en  coordonnées  projectives 


dx^  dx.,  dx^  dx, 
d-x^  d^-x^  rf-Xj  d-x,^ 
d^Xy    d^x^    d^x^    d^x^ 


cette  forme  .\  détermine  ainsi  (  projectivement)  la   surface  correspondante.   La 
signification  géométri(|ue  de  .\  est  donnée  par 

Entre  les  résultats  obtenus  comme  applications,  citons  les  suivants  : 

Les  lignes  asymptotiques  sont  conservées  par  collinéalion.   Une  collinéation 

1  1  I  1      (  22  )      (  I  I  j  ,, ,, ,  ,■     .    • 

ne  change  pas  les  valeurs  de  j       !>  !      '  pour   1  élément  linéaire  rapporte  aux 

lignes  asymptotiques. 

Si  entre  deux  surfaces  il  y  a  une  correspondance  biunivoque  conservant  les 
asj'mptotiques    a  =  const.,    t' =  const.,    et    si    elles    se   coupent    suivant    deux 

asymptotiques,  elles  coïncident  si  les  symboles  \      '>  ,    "  ■  ont   mêmes   valeurs 

(   2  )      '    1    ) 

pour  les  deux  surfaces. 

Torelli  {H-)-    —   [^Ij   8]   Un    criu'rium    d  ct|iiivaleiicc   pour   les 
courbes  d'une  surface  algébrique  (845-858). 

Si  deux  courbes  A,  !i  déterminent  des  groupes  équivalents  sur  les  courbes 
d'un  système  .c'  (irréductible)  il,  dépourvu  Ac  points  multiples  variables,  elles 
sont  é(iuivalentes  ou  bien  elles  dilTérent  par  des  courbes  fondamentales  de  1. 

La  dcmonslralioii  est  fondée  principalement  sur  une  extension  aux  surfaces 
d'une  propriété  que  l'auteur  même  a  démontrée  relativement  aux  correspon- 
dances rationnelles  entre  deux  courbes  {  /iendicoiili  del  Circolo  iniUemalico 
di  Pcdermo,  t.  X.WVI,  uji^,  §  VII). 


Pensa  (A .).  —  [lî  i:?]    Sur  la  l'ésolulion  (rt'(|ualions  vrctorielles 
et  honiographif|iies  (()8--i  oi  i^). 


Etant 


Il  (V)  =  const. 


un  syslfuie  de  surfaces,  les  conditions  pour  (|Mf  cliacun  <les  deux  systèmes  de 
lignes  asymptotiques  admette  des  surfaces  orthogonales  (conditions  déterminées 
par  Ki;i!AVAL,  C.  li.  Acad.  .S'c,  l.  157,    ijji))  se  trouvent  en  éliminant  x  entre 
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les  équations 

X  X  grad.  M  =  o, 

dsrad.  u 

X  X  — X  =  o, 

dV 

X  X  rot.  X  =  o. 

L'auteur  fait  la  détermination  de  x  au  moyen  des  deux  premières  équations. 
Un  autre  sj'slème  d'é(|ualions  vectorielles,  résolu  par  l'auteur,  est 

K  y  .r  +  Pjk  =  t', 

a,  p  étant  des  dilatations,  y  une  liomographie  quelconque  et  u,  v  des  vecteurs. 
Pour  les  fonctions  vectorielles  homogènes  a  lieu  le  théorème  d'Eu  1er.  au 
nio^en  duquel  lauieur  démontre  que.  si  les  points  M,  i\  varient  dans  un  champ 
à  trois  dimensions  et  O  est  un  point  fixe,  la  fonction  numérique  homogène 
quadratique  la  plus  générale  des  vecteurs  !M  —  O,  N  —  O  est 

(  M  —  O  )  X  a  (  M  —  O  )  +  2  (  M  —  O  )  X  y  (  N  -  O  )  +  (  \  —  O  )  X  [î  (  N  —  0  ) , 

a,  p  étant  des  dilatations  et  y  une  homographie  générale. 

Puis  l'auteur  trouve  sous  forme  vectorielle  les  intégrales  des  équations  dilTé- 
rentieiles  du  mouvement  d'un  corps  plongé  dans  un  fluide. 

Suit  la  lésolulion  d'équatious  homographiques. 

Pensa  {A.).  —  [B  12  réf.  M.  8]  (Quelques  applications  des  for- 
mules de  Frenel  (i  i35-i  161). 

Applications  de  ces  formules,  sous  forme  vectorielle,  aux  questions  suivantes  : 

Une  section  normale  d'un  cylindre  étant  fixée,  et  en  faisant  mouvoir  un  point 
sur  celte  section,  de  manière  que  l'un  des  vecteurs  fondamentaux  t,  n,  b  (vec- 
teurs unitaires  tangent,  normal  et  binormal)  fasse  un  angle  constant  avec  un 
des  vecteurs  analogues  de  la  section,  étudier  les  courbes  engendrées  par  ce  point. 

Elude  des  courbes  de  poursuite,  la  courbe  fondamentale  étant  quelconque, 
plane  ou  gauche. 

Conchoïdes  et  cissoïdcs  de  courbes  gauches  antideveloppantes  d'une  courbe. 

Cette  dernière  courbe  est  définie  comme  il  suit  : 

Ln  point  Q  décrit  une  courbe  dont  l'arc  est  -.  Le  point 

H  =  q-  ut 

décrit  une  développante  et  le  point 

P  =  n  +  j/, 

s\  métrique  de  H  par  rapport  à  Q,  décrit  une  autre  courbe  que  l'auteur  appelle 
antidéveloppante. 

FaK'aro   [G. -A.).    —   [LJ]   I^'inslriiincui  des  passages  lleyde  du 
Cabinet   de  Géodésie  d<;  l'Université    Royale  de  Tuiin   (1162- 

I  173).  S.     Rl.NDI. 
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ANNALI  DI  MATEMATIGA  PURA  ED  APPLIGATA  (J). 
Série    III,  t.  \l,   igoi. 

DalVAcqua  [A .).  —  Sur  la  lliéorie  des  congruences  de  courbes 
dans  une  variété  quelconque  à  Irois  dimensions  (i-4i). 

Ce  Iravail  se  rallache  an  Mémoire  de  M.  Ricci  Sur  les  systèmes  de  con- 
gruences orthogonales  {Meniorie  Lincei,  5'  série,  t.  \).  La  signification  géo- 
inclriqne  de  certains  invariants  qui  se  présentent  dans  ce  Mémoire  de  M.  Ricci 
est  étroitement  liée  à  un  élément  nouveau  envisagé  par  l'auteur,  élément  qui 
est  le  complexe  de  toutes  les  congruences  orthogonales  à  la  congruence  donnée, 
ou  complexe  orthogonal.  A  toute  congruence  sont  ainsi  associées  ses  trajec- 
toires orthogonales  et  l'on  peut  définir  pour  l'élément  ainsi  introduit  les 
notions  de  courbure,  de  ligne  géodésique,  de  ligne  de  courbure,  etc. 

Les  méthodes  et  les  notations  employées  sont  celles  du  Calcul  différentiel 
absolu  de  M.  Ricci.  Bien  qu'il  ait  surtout  en  vue  les  congruences  de  l'espace 
euclidien,  l'auteur  se  place  dans  le  cas  d'un  espace  quelconque  à  trois  dimen- 
sions afin  de  bien  montrer  que  les  propriétés  qu'il  a  en  vue  sont  indépendantes 
de  la  courbure  de  l'espace  et  ne  dépendent  que  de  son  élément  linéaire. 

Nous  reproduirons  ici  la  Table  des  matières  du  Mémoire  : 

Chap.  I.  —  Rotations  et  courbures.  Lignes  orthogonales  canoniques  et  bissec- 
trices de  ces  lignes.  Géodésiques  des  complexes  orthogonaux.  Congruences 
binormales  et  normales  principales.  Première  et  seconde  courbuie  dune  con- 
gruence. Torsion  géodésique  sur  le  complexe. 

Chap.  II.  —  Lignes  de  courbure,  courbures  principales,  théorème  de  Dupin- 
Darboux  généralisé.  Courbure  moyenne  et  courbure  totale.  Courbures  cano- 
niques et  généralisation  de  la  f(jrmule  d'Eulcr.  Indicatrices  de  courbure.  Indi- 
catrices de  torsion.  Lignes  asymptoliques  et  extension  du  ihéorèmc  d'iùmcper. 

Chap.  III.  —  Angle  des  lignes  de  courbure  et  points  extrêmes.  Points  limites 
et  angle  des  asymplotiques.  Points  de  courbure  totale  nulle.  Points  circulaires. 
Points  focaux.  Point  moyen  et  équation  de  la  surface  moyenne. 

Chap.  IV.  —  Définition  de  la  congruence  associée.  Quelques  formules  auxi- 
liaires. Problème  des  associations  d'ordre  n.  Cas  spécial  des  congruences  iso- 
tropes. Autre  forme  de  la  solution  générale. 

Chap.  V.  —  Congruences  géodésiques.  Congruences  normales  et  théorème 
sur  les  surfaces  moyennes.  Surfaces  isothermes.  Système  triple  de  congruences 
orthogonales  canoniques.  Congruences  isotrope-:.  Congruences  psendosplièriqiies. 

Niehen  (^JViels).  —  Evaluation  iKnivcllt-  des  inic'j^rnlcs  nnii-linifs 
et  des  séries  infinies  conlena ni  uik'  lonclioii  c  vliudi  i(|ue  [\'>-\  i  •)) 
[en  français]. 

(')  Voir  /Jidl.  des  Se.  nialh.,  t.  \\\l\.  p.  .V,-7i. 
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Premikiu;  Partie.  —  Généralisation  des  fondions  cylindriques.  Applica- 
tions. —  Soit  une  fonction  \V.'-(x)  assujc'llic  à  vérKicr  les  deux  équations  fonc- 
tionnelles suivantes  : 

B:*-i(.r)  —  B:'^'(-z^)  -  2D^B;'-{.r)  =--  -  /-'■(x), 

X  X  ° 

où  fv-{x),g'-'-{x)  sont  deux  fonctions  données  de  u  cl  de  x  qui  doivent  néces- 
sairement satisfaire  à  la  condition 

^;x-.  (a;)_  ,.:.H(^)_oD^.o-;.(a7)  =/:*-' (.r) +/;^' (  ^)  -  ^  f'-'i^) 

qu'on  déduit  aisément  des  deux  é()uations  fonctionnelles. 

La  fonction  ïi''^{x)  généralise  la  fonction  cylindrique  C-ix)  avec  laquelle 
elle  coïncide  lorsqu'on  suppose  /'•'■{x)  =  g'''-{x)  —  o.  Elle  vérifie  une  équation 
diirérentielle  de  la  fornu* 

où  wi^(x)  dépend  def'-'-{x)  et  de  g'''-ix). 
L'intéerale 


A 


^•■{x)a'{x)  dx, 


où  oj!^(.r)  désigne  une  fonction  donnée  de  a  et  de  x  et  C'^{x)  une  fonction 
cylindrique  qui  peut  être  représentée  simplement  à  l'aide  des  fonctions  Bv-{x). 
En  particulier,  si  l'on  suppose  (>)i^(x)  égal  à  x',  ou  encore  à  x''e~"  et  si  l'on 
particularise  de  diverses  façons  les  paramètres  \x  cl  v,  on  obtient  des  fonc- 
tions B'<^{x)  qui  coïncident  avec  certaines  fonction?  spéciales  connues  :  on 
retrouve,  en  particulier,  diverses  formules  et  diverses  fonctions  introduites  par 
Lommel,  Scblafli,  Neumann,  etc.,  et  entre  autres  les  fonctions  besséliennes  de 
ilmixième  espèce. 

Deuxième  Partie.  —  .Séries  neiinianniennes  de  première  espèce.  Applica- 
tions. —  Une  série  de  Laurent  est  toujours  transformable  en  série  de  fonctions 
cylindriques  par  la  formule 

.V  =  -H  00  n  =  +  00 

S=  —  X  il—-x 

Les  coefficients  rt„  sont  liés  aux  coefficients  6,  par  des  formules  qu'indique 
l'auteur;  le  paramètre  a  ne  doit  pas  être  égal  à  un  nombre  entier;  la  série  de 
fonctions  cylindriques  obtenue  est  convergente  dans  la  région  du  plan  des  .r 
où  la  série  de  Laurent  est  elle-même  convergente:  l'auteur  propose  de  désigner 
celle  série  de  fonctions  cylindriques  sous  le  nom  de  série  netiniannienne  de 
première  espèce. 

Soit  maintenant  une  fonction  de  la  forme  /(>'—  r)  supposée  développable 
en  série  de  Taylor.  L'auteur  donne  pour  celle  fonction  un  développement  en 
série  de  fonctions  cylindriques  de  x,  les  coefficients  étant  des  fonctions  dc^,  et 
il  retrouve  ainsi  par  une  mélbodc  unifornic  dillVionlcs  foiiiuilos  dues  à  Ncu- 
mann,  Lommel,  Schliilli,  Graf. 
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Enfin,  laiiteiir  raltache  les  séries  neumanniennes  aux  fonctions  spliériques.  Le 
Mémoire  se  termine  par  le  développement  en  série  neumanitienne  de  la  fonc- 
tion de  /•, 

u. 

(R-—  2Rr  cos-f  +  /■-)"  2C:^(v^R-—  a  Rr  cos-j  +  /•-), 

où  C!^  est  une  fonction  cylindrique  quelconque  de  paramètre  a.  Ici  encore  on 
retrouve  diverses  formules  connues. 

Blanchi   (L.).    —    Sur    la    défonnalion    des  congriiences   et    siif 
quelques  classes  de  sui^faces  applicables  (i  \--\C)'{). 

M.  Blanchi  a  étudié  précédemment  (Annali,  3"  série,  t.  III,  IV  et  V)  cer- 
tains problèmes  relatifs  aux  surfaces  applicables  sur  les  quadriqiics  de  révolu- 
tion en  les  rattachant  à  la  théorie  de  la  déformation  des  congruences  recti- 
lignes  normales.  La  déformation  était  entendue  au  sens  de  Deltranii,  c'est-à-dire 
que  chaque  rayon  de  la  congruence  était  défini  par  son  point  de  départ  sur 
une  surface  qui  se  déformait  et  était  considéré  comme  invariablement  lié  à 
l'élément  de  surface  d'où  il  partait.  L'auteur  envisage  maintenant  un  nouveau 
mode  de  déformation  des  congruences,  corrélatif  du  précédent,  cl  qui  constitue 
la  déformation  au  sens  de  Ribaucour  :  la  surface  de  départ  il  est  définie  par 
l'enseuïble  de  ses  plans  tangents,  chaque  rayon  de  la  congruence  est  considéré 
comme  invariablement  fixé  dans  un  plan  tangent  à  la  surface  S  et  entraîné 
avec  ce  plan  tangent,  lorsque  la  surface  se  déforme.  Ici  encore,  cimune  dans  la 
déformation  au  sens  de  Beltrami,  si  la  congruence  C  est  une  congruence  de 
normales  et  si  le  point  M  pris  sur  chaque  rayon  a  pour  lieu  une  surface  S  nor- 
male aux  divers  rayons,  cette  surface  S  lieu  de  M  demeure  normale  aux  divers 
rayons  dans  toutes  les  déformations  de  la  congruence.  Ceci  posé,  on  peut  se 
proposer  le  problème  suivant  analogue  au  pioblème  (A)  étudié  précédemment 
(.Annali,  t.  III)  : 

PnoBLkMK  (R).  —  Comment  doil-on  choisir  la  surface  1  et  la  congruence 
normale  C  pour  qu'une  surface  S  normale  aux  rayons  de  C  soit  constam- 
ment une  surface  minima,  ou  une  surface  à  courbure  constante,  dans  toutes 
les  déformations  de  ^  ? 

Ce  problème  admet  d'abord  comme  solutions  toutes  les  congruences  C  déjà 
obtenues  comme  solutions  du  problème  (A)  lelatif  à  la  déformation  au  sens 
de  Beltrami.  (.»n  obtient  aussi  comme  surfaces  2  les  développées  des  surfaces 
minima  et  des  surfaces  à  courbure  constante  ainsi  que  les  surfaces  complémen- 
taires lies  surfaces  à  courbure  constante  par  rapport  aux  géodésiques  issues 
d'un  point.  En  dehors  de  ces  diverses  solutions  qu'on  peut  obtenir  a  priori,  il 
en  existe  d'autres  et  la  recherche  analytique  de  toutes  les  solutions  conduit 
M.  Blanchi  aux  conclusions  suivantes  : 

i7.  Si  la  surface  S  doit  être  constamment  minima,  les  surfaces  il  solutions  du 
problème  (B)  sont,  outre  les  développées  des  surfaces  minima.  celles  qui  ont 
p(jur  clément   lin(''aire 

(  I  ;  ds-  =  du-  'h  (  -.'■  u  —  !  {'  -\'  ae  •''  )  </*•-, 

où   a  est   une   constante   arbitraire.    Pour  c/   /  o.   on    trouve  ainsi    la    classe   de 
surfaces  a|)plic;iblcs  dt'-lerminéc  coniplclemcnl    p.ir  \\('iMi;arlen 
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b.  Si  la  surface  S  iloii  avoir  iino  courbure  conslanle  —  >  le  problème  (Bj,  en 

A 

dehors  des  solutions  déjà  signalées  plus  liauL,  possède  deux  calégories  distinctes 

de  solutions  caractérisées  respeclivcmenl  par  l'élément  lin(-aire 


(II)  ds 


-  =  e-"  du"-  4-  (  «  A  +  ke  -'' e-''  ]  dv-, 

.  «  -1-  I       / 


où  Ton  a  posé  t  =  ru'  —  (a  +  i)m  et  où  a  et  k  sont  des  constantes  arijilraires 
(a  5z£  G  ^  — i),  et  par  l'élément  linéaire 

( lit )  ds"  =  e-^'' du--h[-2{i'  —  u) e---  —  A ]  di>\ 

Les  éléments  (II)  et  (III)  appartiennent  aux  quadriques  imaginaires  tan- 
gentes en  un  point  au  cercle  de  l'infini,  quadrituies  introduites  par  .M.  barboux 
dans  l'étude  de  la  déformation  des  quadriques  (Comptes  rendus,  mars  1899); 
l'élément  (III)  correspond  au  cas  où  la  qiiadriqiie  de  M.  Darboux  est  oscula- 
Irice  au  cercle  de  l'infini. 

M.  Bianchi  traite  ensuite  le  problème  inverse,  c'est-à-dire  qu'étant  donnée 
une  surface  S  minima,  ou  à  courbure  constante,  il  se  propose  de  construire  les 
surfaces  2  d'où  l'on  a  déduit  la  surface  S  considérée.  A  chaque  surface  S  cor- 
respondent x^  surfaces  2.  La  recherche  des  surfaces  2  dérivées  d'une  surface  S 
donnée  dépend  d'un  système  intégrable  d'équations  aux  dérivées  partielles. 
Dans  le  cas  de  l'élément  linéaire  (III),  ce  système  a  une  interprétation  géomé- 
trique remarquable,  dans  laquelle  interviennent  les  systèmes  triples  orthogo- 
naux les  plus  généraux  pour  lesquels  l'une  des  trois  familles  de  surfaces  du 
système  est  formée  de  surfaces  à  courbure  constante  :  une  construction  géomé- 
trique simple  permet  de  déduire  de  ces  systèmes  les  surfaces  2  admettant  l'élé- 
ment linéaire  (  III  ). 

Castelnuovo  {G.)  eV  Ennques{F.).  —  Sur  quelques  questions  fon- 
damentales flans  la  théorie  des  surfaces  algébriques  (i  (35-225). 

Cet  important  Mémoire  contient,  avec  des  résultats  nouveaux,  un  exposé  des 
reoherclies  antérieures  des  deux  auteurs  sur  la  théorie  des  surfaces  algébriques. 
Le  lecteur  en  trouvera  une  analyse  détaillée  dans  la  Note  publiée  par  les  auteurs 
à  la  fin  du  Tome  II  de  la  Théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables 
indépendantes  de  MM.  Picard  et  Simart. 

Les  développements  nouveaux  introduits  dans  ce  Mémoire  sont  basés  sur  la 
notion  des  systèmes  adjoints  successifs  d'un  système  linéaire  de  courbes  tracé 
sur  une  surface.  Soient  |C|  un  système  linéaire,  |C'|  son  adjoint,  |C"|  l'adjoint 
de  I  C  I  et  ainsi  de  suite.  MM.  Caslclnnovo  et  Enriques  ont  cherché  tians  i|uels 
cas  la  série 

|C|,     |C|,     |C"|,     ....     IC'I.     -■• 

s'arrête  à  un  dernier  terme.  Ils  démontrent  à  ce  sujet  le  théorème  fondamental 
suivant  : 

Toute  surface  sur  laquelle  le  procédé  d'adjonction  s'épuise  par  un 
nombre  fini  d'opérations  peut  être  transformée  birationnellement  en  une 
surface  réglée,  rationnelle  ou  non. 

On  en  déduit,  entre  autres  conséquences,  le  résultat  suivant  : 
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Toute  surface  qui  contient  un  système  linéaire  de  courbes  de  dimen- 
sion £Ï  o,  de  genre  tt  >  o  e<  de  degré  n  ~>  ■21:  —  2  peut  être  transformée  en 
une  surface  réglée. 

Pour  Tt  =  I,  t:  =  0,  on  retrouve  des  résultats  connus.  Pour  t:  ==  3,  on  obtient 
un  résultat  nouveau  : 

«  Une  surface  d'ordre  4i  dont  les  sections  planes  ont  le  genre  3,  est  rationnelle, 
ou  réglée,  ou  enfin  transformable  en  une  surface  réglée  de  genre  i  ou  2.  )> 

Parmi  les  autres  conséquences  du  théorème  fondamental,  signalons  la  déter- 
mination des  conditions  pour  qu'une  surface  puisse  être  transformée  en  une 
surface  réglée.  On  en  déduit  en  particulier  les  conditions  connues  de  rationa- 
lité d'une  surface. 

Enfin,  le  iMémoire  contient  divers  développements  relatifs  à  l'invariant  appelé 
senre  linéaire. 


Deir A gi}ola  (C.-A.).  —  Stir  les  séiies  de  polynômes  qui  repré- 
sentent une  branche  de  (bnclion  analvtl([iie  nionogène  (22^- 
248). 

Un  théorème  fondamental  dû  à  M.  Mittag-Lefflcr  nous  apprend  que  toute 
fonction  analytique,  définie  par  son  développement  en  série  de  Tavlor  en  un 
point  régulier  a,  peut  être  représentée  par  une  série  de  polynômes  (|ui  con- 
verge dans  toute  Vétoile  relative  au  point  a. 

M.  Deir  Agnola  se  pose  en  quelque  sorte  le  problèun'  inverse  :  étant  donnée 
une  série  de  polynômes,  définir  un  champ  (étoile)  dans  lequel  elle  soit  conver- 
gente et  ait  pour  somme  une  liranche  de  fonction  ana!\  tique  monogène. 

Les  séries  de  polynômes  envisagées  par  l'autour  ilans  ce  Mémoire  sont  des 
séries  de  la  forme 


(i)  y.  a„{x)x'\ 


où  les  coefficients  a„(j7)  sont  des  polynômes  en  a?  sur  l'ensemble  desiniels  on 
fait  seulement  l'hypothèse  suivante  :  en  posant  .v  1^  u  +  iv  et  en  désignant 
par  a(M,  v)  la  plus  grande  limite  de  l'ensemble  des  nombres  [  y  «„(.2^)  |.  on 
suppose  (|u'il  existe  un  domaine  entourant  l'origine  et  dans  lequel  cette  fonc- 
tion a  (m,  v)  demeure  bornée. 

On  peut  alors  définir  sur  clia<|ue  rayon  issu  de  l'origine  i)  une  certaine  lon- 
gueur 01*  =  /•(),  finie  ou  infinie,  fi>nction  de  l'angle  polaire  6,  l'ensemble  tics 
nombres  /'d  ayant  une  borne  inférieure  non  nulle,  de  façon  que  Vétoile  S,  lieu 
des  points  ['  ainsi  obtenus,  constitue  un  domaine  de  convergence  absolue  |>our 
la  série  (i). 

On  peut  aussi  définir  une  seconde  étoile  il  contenue  ilans  S  et  telle  (|ue  la 
série  (1)  soit  uniformément  convergente  dans  tout  domaine  fini  intérieur  à 
l'étoile  S.  La  série  (i)  représente  dans  l'étoib;  1  Line  branche  de  fonction 
analytique  monogène. 

L'auteur  applique  ces   |)ro|)osilioiis   aux   trois  c\("uiplcs   suivants  et    il    dcter- 
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mine  dans  chaque  cas  les  étoiles  S  cl  il  : 

1°  2^  (i  +  .r +  a^-+.  ■  .  +  x"  -^yx"; 

2°  7(1—  x)"x"  ; 

3°  >    (  2C  —  x)"x"        ( c  réel  el  >  o). 

Pensa  (A.).  —  Sur  les  surfaces  rationnelles  du  cinf|nième  ordre 

(M9-^-«-)- 

L'auleur  détermine  des  types  de  surfaces  rationnelles  du  cinquième  degré 
encore  inconnus,  types  dont  les  singularités  ne  sont  pas  toutes  constituées  par 
des  lignes  multiples  ordinaires.  Il  sappuie  dans  cette  recherche  sur  le  théorème 
de  M.  Castelnuovo  :  pour  qu'une  sur/ace  soit  rationnelle,  il  faut  et  il  suffit 
que  son  genre  arithmétique  p„  et  son  bigenre  V  soient  nuls.  M.  Pensa  cherche 
d'abord  l'influence  de  diverses  singularités  sur  /»„  et  sur  F,  pour  une  surface 
quelconque.  Passant  aux  surfaces  du  cinquième  ordre,  il  classe  les  points  mul- 
tiples et  les  lignes  multiples  qu'elles  peuvent  avoir  d'après  leur  influence  sur  /?„ 
qui  peut  être  diminué  de  i,  >,  3  ou  4  nnilés  suivant  les  cas,  puis  il  combine 
ces  singularités  de  façon  que  />„  soit  réduit  à  zéro  ainsi  que  P.  Il  obtient  ainsi 
les  surfaces  rationnelles  cherchées. 

Lauricella  (G.).  —  Sur  la  déformation  d'une  splicre  élastique 
isotrope  pour  des  déplacements  donnés  à  la  surface  (289-299). 

Dans  le  problème  de  la  défurnialion  d'une  sphère  isotrope  pour  des  déplace- 
ments donnés  à  la  surface,  M  Lduricella  applique  au  problème  général  la  mé- 
thode qu'il  avait  donnée  dans  un  Mémoire  antérieur  pour  certains  déplace- 
ments particuliers  à  la  surface  {Annali  délia  Scuola  Normale  superiore  di 
Pisa,  t.  VIII).  Il  obtient  ainsi  les  formules  qui  donnent  les  composantes  de  la 
déformation.  Des  formules  analogues  sont  valables  pour  la  portion  de  l'espace 
extérieure  à  la  sphère.  Comme  application  de  ces  formules,  l'auteur  donne  les 
développements  en  série  de  fractions  rationnelles  des  composantis  de  la  défor- 
mation dont  la  possibilité  a  été  établie  [)ar  M.  Somitiliana  [Annali,  1'  série, 
t.  XVII  ). 

Nieben  {Mels).  —  Sur  une  classe  de  séries  infinies  analogues 
à  celles  de  Schlomlich  selon  les  fonctions  cylindriques  (301-029) 
[en  français]. 

Ce  Mémoire  est  surtout  consacré  à  l'élude  de  certaines  séries  procédant  sui- 
vant des  produits  de  fonctions  cylindriques  el  dont  la  somme  est  constauinient 
nulle,  lorsque  les  variables  restent  à  l'intérieur  de  certains  domaines. 

L'auteur  donne  d'.ibord  divers  rcmaïquidiles  développements  en  série  relatifs 
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aux  fonctions 

F(^)  =  f    ros(^;)/(;)  d\, 

Hx)=  f    i\n{xl)f{\)cl\. 

Signalons,  entre  autres  développements,  le  suivant  : 

y   F(5a7)^-  -^  F(o)+  —  /(o) 

^^  2  2  TT  ' 

valable  pour  o  <,ax  <^'?.—.  Plus  généralement,  si  l'on  suppose 

2  ^  r ^  I  a  :r  I  <  (  2  <jr  +  o  )  r, 
on  a 

"f^-<-'=--;"'°'-w'f/(^)- 

.s'=l  /,  =  0 

OÙ   l'accent  qui   suit   le   secomi    signe     >     inilit|ue    que,   lorsque  \ax\  est  égal 
à  2^7T,  il  faut  prendre  la  moitié  des  termes  qui  correspondent  à  /»  =  o  tlh  p  —  q. 
La   somme  de  la  série    >   V{sx)  est  donc  une  fonction  discontinue  de  x. 
On  a  aussi 

S=  «o 
^    (-I)'J[(2S  +  I)]=0 

dans  l'intervalle <  ax  <  -  et  l'on  obtient  ainsi  une  série  représentant  zéro 

2  3 

dans  tout  un  intervalle. 

Des  développements  analogues  s'appliquent  aux  fonctions 

7t  TT 

G(a:)=    /         /       cos  (^  cosw  sin  tp)  /(  (jj,  ^p  )  c/io  c/cp, 

■K  7t 

CJ(x)=    I        I      sin  (x  cosw  sin 'j  ) /((j),  cf>)  rfii)  rfœ. 
'-'o     "-0 

En  appliquant  ces  tléveloppeinents  à  diverses  fonctions  de  la  théorie  des  fonc- 
tions cylindriques,  l'auteur  obtient  des  séries  dont  la  somme  s'exprime  à  l'aide 
d'intégrales  elliptiques  ou  liyperelliptiques. 

Parmi  les  nombreux  résultats  énonrés  par  l'auteur  signalons  encore  celui-ci  : 
Un  développement  en  série  de  fonctions  cylindri(|ues  de  la  forme 


{^^y^aJHox), 
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valiiMt!  dans  rinleivallc  o  <  ^  <  t:,  peut  être  effeclué  d'une   infinité  de  façons, 
pourvu  que  la  partie  réelle  de  ;j.  soit  supérieure  à  -  • 
Les  intégrales  besséliennes 

1     r~  ,  -1     r'^ 

—    I      cos  (  a;  si n  w  )  cos  [j.oj  dto,         —     /      si  n  (  jc  si n  oj  )  si n  ;j.o>  clt», 

ainsi  que  d'autres  intégrales  analogues,  considérées  comme  fonctions  du  para- 
mètre iji,  rentrent  dans  la  catégorie  des  fonctions  F  {a;),  ^(x).  L'auteur  leur 
applique  les  résultats  établis  plus  haut.   Il  en  est  de  même  de  la  fonction 


^0 


i"+v-[x)i"-''{x)  =  ^    j      .r-"(ia;  coso))  cos  2  [xw  rfd), 

où  «  est  la  moitié  d'un  nombre  entier  non  négatif.  On  en  déduit  les  dévelop- 
pements en  série  auxquels  nous  faisions  allusion  au  début  de  cette  analyse. 

Niehen  [Niels).  —  Sur  une  classe  de  polynômes  qui  se  présenlenl 
dans  la  ihéorle  des  fonctions  cylindriques  (deuxième  Partie) 
(33i-34o)  [en  français]. 

La  première  l'artie  de  ce  Mémoire  a  été  publiée  dans  les  Annali  (3'  séiir, 
t.  V).  L'auteur  y  a  considéré  un  polynôme  qu'il  désignait  par  la  nota- 
lion  Ri*'''(.r).  Ce  polynôme  vérifie  une  équation  dillérenlielle  linéaire  et  homo- 
gène qui  a  été  donnée  par  .M.  Uurwitz  et  que  l'auteur  démontre  ici  en  partant 
des  formules  de  Lommel  démontrées  dans  la  première  l'artie.  Il  établit  ensuite 
des  formules  de  récurrence  pour  le  calcul  des  polynômes  R:'^".  Enfin,  il  se  sert 
de  ce  polynôme  pour  résoudre  l'équation  aux  différences  finies 

G-'(.r)  +  G"+'(j7)  =  l^G"{x)^^^"{x), 

où  g"  (x)  est  une  fonction  donnée.  De  là  résultent  un  certain  nombre  de  for- 
mules contenant  les  polynômes  H  et  les  fonctions  0"(j;)  et  S"(x)  de  Neu- 
mann  et  de  Scliliifli. 

Série  III,  t.  \  II,   igoi. 

Pascal  (A.).  —  Introduction  à  la  théorie  invariantive  des  équa- 
tions aux  ditlérentielles  totales  du  second  ordre  de  type  i;énéral 
(Mémoire  1)  (i-3;). 

L'auteur  a  déjà  étudié,  dans  divers  travaux  antérieurs,  certaines  équations 
aux  diirérentielles  totales  du  second  ordre  dans  le  but  détendre  à  ces  équations 
les  propriétés  les  plus  importantes  des  systèmes  d'équations  aux  dilïércnlielles 
totales  du  premier  ordre.  Mais  les  é(|uations  envisagées  étaient    d'un  l.vpe  >pè- 
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cial  obtenu  en  considérant  comme  nulles  les  différentielles  secondes  de  certaines 
des  variables. 

Le  Mémoire  actuel  est  consacré  aux  équations  du  type  générai  suivant,  con- 
tenant les  différentielles  secondes  de  toutes  les  variables  : 


(0  2  X^  d^x,^^  ^  X.,  dx,  dx^  =  o         (X,.  =  X,,), 

A=l  i—lj—l 

OÙ  les^  sont  des  fonctions  données  des  jr. 

Un  système  de  m  équations  de  la  forme  (i)  est  à\l  complètement  inté g rable 
sïl  existe  m  fonctions  des  variables  x  telles  que  le  système  des  diderentielles 
secondes  de  ces  fonctions  égalées  à  zéro  soit  équivalent  au  système  des  m  équa- 
tions données. 

L'auteur  détermine  en  premier  lieu  les  conditions  nécessaires  et  suflisantes 
d'intégrabililé  complète  de  l'équation  (i)  ou  d'un  système  d'équations  de  la 
forme  (i). 

Le  premier  membre  de  (i)  est  dit/o/'/;îe  aux  dijf'ërentielles  totales  secondes. 
De  même,  étant  donnée  l'équation  aux  dérivées  partielles 

n  n        n 

(2)  »     ?,    —^ h     »        »    £  • —    =0  (  C  .  =  S     ^ 

A  =  1  i-lj  =  l  ' 

OÙ  les  %  sont  des  fonctions  des  .r,  le  premier  membre  sera  dit  forme  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre.  Si  Ton  effectue  une  même  transformation 
ponctuelle  remplaçant  les  variables  x  par  de  nouvelles  variables  y,  sur  la 
forme  (1)  et  sur  la  forme  (2),  elles  se  transforme.it  en  des  formes  de  même 
espèce.  L'auteur  dénionire  que  l'expression 

A  =  Vx,î,+V>X 


Vx.ç.+2^x„ç, 


est  un  invariant  simultané  des  formes  (i),  (2)  pour  toute  transformation  ponc- 
tuelle, propriété  qui  généralise  une  proposition  bien  connue  de  la  théorie  des 
formes  aux  dillérentielles  totales  du  premier  ordre. 

A  tout  système  de  m  équations  {m<.n)  de  la  forme  (i),  l'auteur  fait  corres- 
pondre un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  de  la  forme  (2)  qu'il 
appelle  système  adjoint  au  système  donné  et  qui  généralise  la  notion  analogue 
relative  aux  équations  du  premier  ordre.  Ce  système  est  formé  de  telle  sorte 
que  tous  les  invariants  \  formés  à  partir  d'une  équation  quelconque  du  système 
donné  et  d'une  équation  quelconque  du  système  adjoint  soient  nuls,  ce  qui  est 

•  1  1       1 1           •        n(n  -h  5)  ...         ,  „ .    , 

|)Ossible.    Il   contient ; m    équations  indépendantes.    Si    le    système 

donné  est  com|)l('lemcnt  intégrable.  les  é(|iiations  du  système  adjoint  ailmcttcnt 
m   intégrales  communes  et  m  seulement. 

On  peut  ensuite  étendre  aux  systèmes  d'é(|uatious  aux  tlèrivées  partielles  de 
la  forme  (2)  la  nution  de  système  com/ilct  et  déliiiir  des  symbidcs  ijui  généra- 
lisent les  parenthèses  de  Poisson. 

l'étant  donné  un  système  d'équations  aux  différentielles  totales  du  premier 
ordre,  les  premiers  membres  des  équations  du  système  adjoint  délinissenl  des 
ti-aiisf-jiniatioiis  inlinitésimalcs  et  l'on  sait  (|uc  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
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saille  pour  qii(^  ces  liaiisforiiialioiis  infiiiilésiinalns  prolongées  laissent  inva- 
riantes les  équations  du  système  floniié  est  que  ce  système  soit  complètement 
inlégrable.  L'auteur  élemi  cette  proposition  aux  systèmes  d'équations  du  second 
ordre  de  la  forme  (a).  Il  montre  d'abord  comment  on  peut  généraliser  la 
notion  de  transfoinialion  infinitésimale,  ou.  ce  «jui  revient  au  même,  ^'opérateur 
du  premier  ordre,  et  déliiiir  des  opérateurs  du  seeond  ordre  contenant  des  sym- 
boles tels  que  >  puis   il  montre  (C  qu'il    faut  entendre  par  appliquer  un 

pareil  opérateur  au  premier  mcmbie  d'une  équation  aux  diiïérenlielles  totales 
du  second  ordre.  Cela  posé,  il  considère  un  système  d'équations  aux  différen- 
tielles totales  résoin  par  rapport  à  m  des  didérenlielles  du  second  ordre  et  le 
syslème  adjoint,  et  il  démontre  le  théorème  suivant,  qui  généralise  la  proposi- 
tion relative  aux  équations  du  premier  ordre  rappelée  plus  haut  : 

«  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  système  de  m  éi|uations  aux 
dilTérenlieiies  totales  du  second  ordre  soit  complètement  intégrable  est  qu  il 
tlemeure  invariant  par  toutes  les  opérations  du  faisceau  obtenu  en  formant  une 
combinaison  linéaire  (dont  les  coeflicients  soient  des  fonctions  arbitraires)  des 
opérations  représentées  par  le  système  adjoint  au  système  donné.  » 

LoKCtt  (E.-O.).  —  Les  Iraiisfoima lions  de  contact  entre  les  élé- 
ments f  on  dament  uis  de  l'espace  (89-98)  [en  français]. 

Ce  Mémoire  contient  la  détermination  des  catégories  suivantes  de  transfor- 
mations de  contact  : 

1°  Transformations  de  contact  de  l'espace  à  n  dimensions  qui  changent  les 
points  en  points  et  les  plans  en  plans.  Ce  sont  les  transformations  projectives. 

2"  Transformations  de  contact  de  l'espace  à  n  dimensions  qui  changent  les 
plans  en  plans.  Les  mêmes  transformations  changent  une  développable  quel- 
conque en  développable. 

3°  Transformations  de  contact  Iransfurmant  les  lignes  droites  en  sphères.  On 
retrouve,  en  particulier,   la  transformation  de  Lie. 

4°  Transformations  de  contact  de  l'espace  à  n  dimensions  transformant  les 
sphères  en  sphères. 

S"  Tran>foiniations  de  contact  transformant  les  lignes  as\  niptotiqiies  en  lignes 
de  courbure. 

6°  Transformations  de  contact  Iransformanl  les  lignes  a>\  inplotiqncs  en 
lignes  asymploliques.  Ce  sont  les  transformations  du  groupe  projectil. 

La  plupart  des  résultats  obtenus  sont  connus  depuis  longtemps  par  d'autres 
méthodes.  Mais  le  but  du  Mémoire  est  la  délermiiiati<m  par  le  calcul  de  toutes 
les  transformations  des  diverses  catégories  étudiées.  M.  Lovett  se  sert  pour  cela 
soit  dea  équations  de  définition  des  transformations  de  contact  sous  forme  finie, 
soit  des  transformations  infinitésimales  de  contact,  soit  des  relations  qui 
expriment  qu'une  transformation  entre  l'élément 

{z;  Xy,  X,.   ....  ~r„;  /^.  p..  ...,  p„) 

et   l'élément  ' 

(Z;  \,.  X,,  ...,  \„;  I',.  I',,  ...,  PJ 

est  une  transformation  de  contact,  relations  connues  par  les  travaux  de  Lie, 
iJarboux  et  .Mayer. 
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Marcolongo   {II-)-    —  Théorie  du   gyroscope   symétrique   pesant 

(99-128). 

Etude  élétiienlaire  et  complète  du  mouvement  du  gyroscope  symétrique 
pesant,  c'est-à-dire  d'un  corps  solide  ayant  un  point  fixe,  l'ellipsoïde  d'inertie 
relatif  à  ce  point  étant  de  révolution  et  le  centre  de  gravité  du  corps  étant  sur 
Taxe  de  révolution.  L'auteur  introduit  dans  cette  étude  les  courbes  décrites 
dans  le  corps  et  dans  l'espace  par  l'extrémité  du  moment  cinétique  par  rapport 
au  point  de  suspension,  ainsi  que  les  courbes  décrites  dans  l'espace  et  dans  le 
corps  par  l'extrémité  de  l'axe  instantané  de  rotation.  Il  retrouve  la  célèbre 
proposition  de  Jacobi  d'après  laquelle  le  mouvement  du  corps  considéré  peut  se 
ramener  à  la  superposition  de  deux  mouvements  à  la  Poinsot,  ainsi  que  les 
propositions  établies  dans  la  même  voie  par  Halphen  et  par  M.  Darboux. 

Somigliana  {€.).  —  Sur  le  potentiel  d'élasticité  (129-140). 

L'auteur  se  propose  de  montrer  dans  ce  Mémoire  que  la  détermination  des 
diverses  formes  possibles  pour  le  potentiel  d'élasticité  d'un  corps  peut  être 
faite  en  faisant  la  seule  hypothèse  suivante  :  le  potentiel  est  une  forme  quadra- 
tique par  rapport  aux  six  composantes  de  la  déformation  et  cette  forme  qua- 
dratique doit  demeurer  invariante  par  un  certain  nombre  de  rotations  ou  de 
symétries  d'ordre  n.  En  cherchant  tous  les  groupes  de  transformation  de  cette 
espèce  qui  conduisent  à  des  formes  distinctes  du  potentiel,  on  obtient  exacte- 
ment toutes  les  formes  du  potentiel,  et  celles-là  seulement,  qu'on  obtiendrait 
en  partant  a  priori  des  lois  qui  régissent  la  symétrie  des  cristaux,  considérées 
comme  lois  d'expérience. 

M.  Somigliana  commence  par  déterminer  tous  les  invariants  orthogonaux  de 
déformation  pour  une  rotation  a  autour  d'un  axe.  Posant  à  cet  effet 


du 

X  .  —  — 1 
Ox 

-  ^' 
y  y  -  ,)y  ' 

_  t)n  • 

^•-  ~   ùz  ' 


y. 


x..=  y..  = 


,)y 

-h 

ùv 
Oz' 

au 

-+- 

i)x 

dv 
ùx 

-1- 

Ou 

en  désignant  par  //,  c,  i\'  les  composantes  du  déplacement  dans  la  dcfurmation 
du  milieu  et  cherchant  les  formes  quadratiques  des  variables  x^,  y^.,  z.,  ) .,  z,., 
x^.  qui  demeurent  invariantes  par  une  rotation  autour  de  O- et  d'abord  par  une 
rotation  arbitraire,  il  trouve  ainsi  la  forme  du  potentiel  d'élasticité  pour  les 
milieux  qui  admettent  un  axe  d'isotropir:  cette  forme  s'obtient  en  combinant 
linéairement  les  invariants  quadratiques  indépendants  qui  sont  au  nombre  de  .') 
et  elle  contient  par  suite  5  constantes.  En  procédant  de  même  avec  les  inva- 
riants quadratiques  corresiiondant  à  une  rotation  a-  —  autour  de  ();,  il 
III  ^j 

trouve  que  les  seuls  axes  de  sy.mélrie  pouvant  conduire  à  des  formes  distinctes 
du  potentiel  s'obtiennent  en  donnant  à  /i  les  valeurs  :'..  ■'i  ou  \.  Toute  symétrie 
d'f)rilre  supérieur  à  \  duniir  |>i>nr  le  pulciilic!  I,i  même  fnrinr  que  d.ins  le  cas 
d'un  axe  d'isoiropie. 

ICn  considérant   ensuite  (dus  les  gnuipi's  de  rolaliniis  |Missil)les.  iM.  Snmigliaua 
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iléinontre  que  le  polenlicl  cl'i'lHslifili'  cjuiidraliquc  ne  peut  yvoir  en  tout  que 
sept  formes  spéciales  outre  la  fnnne  générale  (forme  quaflrnliqiie  arbitraire  des 
6  variables  coiileiiant  21  constantes)  et  les  deux  formes  correspondant  à  l'iso- 
Iropie  complète  et  à  Tisolrripic  autour  d'un  axe. 

Gcbhia  (M.).  —  Les  défoimaliDiis  l\|)i(|iie.s  des  corps  solides  élas- 
liques  (  i4  i-23o). 

Les  trois  déformations  dites  typiques  que  iM.  Gehbia  introduit  dans  la  sta- 
tique des  corps  élaslii|ues  conservatifs  ont  leur  origine  dans  une  analogie  avec 
la  tbéorie  du  potentiel  newtonien  et  cori cspondent  respectivement  au  potentiel 
newtonien  de  volume,  au  potentiel  de  simple  couilie  et  au  potentiel  de  double 
couche. 

L'auteur  considère  d'abord  un  milieu  élastique  indéfini  et  il  envisage  dansée 
milieu  les  trois  déformations  typiques  suivantes  : 

1°  Déformations  du  premier  type.  —  Ce  sont  celles  produites  dans  le  milieu 
par  des  forces  distribuées  d'une  façon  continue  dans  une  portion  S  limitée  et  à 
trois  dimensions  prise  dans  le  milieu.  D'après  la  façon  dont  se  comportent  à 
Tinlini  les  trois  composantes  u.  v,  w  du  déplacement  d'un  point  quelconque  et 
les  composantes  de  la  pression  et  d'après  les  équations  vérifiées  par  les  dérivées 
secondes  de  u.  v.  w  dans  S  et  sur  la  surface  qui  limite  S,  ces  déformations  du 
premier  type  sont  les  analogues   du    potentiel   d'un   corps   à   trois  dimensions. 

2°  Déformations  du  second  type.  —  Ce  sont  celles  qui  sont  déterminées 
dans  le  milieu  indéfini  par  l'aclion  de  forces  distribuées  d'une  façon  continue 
sur  une  surface  s  limitée  et  fermée.  En  étudiant  encore  ici  l'ordre  infinitésimal 
à  l'infini  des  composantes  u,  v,  w  du  déplacement,  en  étudiant  aussi  les  dis- 
continuités subies  par  les  composantes  de  la  pression  lorsqu'on  traverse  la 
surface  <7  et  d'après  la  forme  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  vérifiées  par  u,  ^',  w,  on  reconnaît  l'analogie  de  ces  déformations  avec  un 
potentiel  de  surface. 

3'  Déformations  du  troisième  type.  —  Ce  sont  celles  excitées  dans  le  solide 
élastique  indéfini  en  interposant  ou  en  supprimant  de  la  matière  dans  la  por- 
tion de  l'espace  comprise  entre  deux  feuillets  infiniment  voisins  qui  coïncident 
d'abord  avec  une  surface  fermée  5  prise  dans  le  milieu  et  qu'un  écarte  l'un  de 
l'autre,  puis  eu  remplissant  l'intervalle  compris  entre  les  deux  feuillets  par  de 
la  matière  à  l'état  naturel.  Cette  façon  nouvelle  d'obtenir  une  déformation  dans 
un  milieu  élastique  est  étudiée  par  l'auteur  et  l'étude  des  propriétés  caracté- 
ristiques de  cette  déformation  met  en  évidence  l'analogie  avec  le  potentiel  de 
double  couche. 

Considérons  maintenant  un  corps  limité  S  et  soit  à  cludicr  la  déformation 
produite  dans  S  par  des  forces  (X,  V.  Z)  agissant  sur  la  masse  intérieure  et 
par  des  forces  (  L,  M,  N)  appliquées  à  la  surface  3. 

Le  théorème  essentiel  établi  par  l'auteur  est  que  cette  déformation  peut  être 
considérée  comme  la  résultante  de  trois  déformations  typi(|ues  du  corps  S» 
obtenu  en  prolongeant  indéliiiimcnt  S  dans,  tous  les  sens  :  ces  trois  déforma- 
tions sont  une  déformation  du  preniier  type  due  iiux  forces  (\,  Y,  Z),  une 
déformation  du  second  type  due  aux  forces  (  L,  M.  N)  et  une  déformation  du 
troisième  type  admettant  pour  surface  singulière  la  surface  a. 
Bull,  des  Sciences  matliem.,   >.'  série,  t.  .WXIX.  (.\oi\t  lyiô.)  K.S 
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Comme  on  le  voit,  l'auteur  ne  définit  pas  en  général  les  déformations  typiques 
par  leurs  expressions  analytiques,  mais  seulement  par  l'ensemble  de  leurs  pro- 
priétés caractéristiques.  Les  propriétés  attribuées  à  chacun  des  trois  types  le 
déterminent  d'ailleurs  d'une  façon  univoque. 

Dans  une  dernière  Partie,  l'auteur  envisage  le  cas  des  corps  isotropes  indé- 
finis et  il  obtient  dans  ce  cas  l'expression  analytique  des  diverses  déformations 
typiques.  Pour  les  déformations  du  second  et  pour  celles  du  troisième  type,  il 
montre  que  si  la  surface  u  est  une  surface  ouverte,  les  expressions  analytiques 
trouvées  sont  encore  valables  moyennant  certaines  hypothèses.  Enfin,  étant 
donné  un  corps  isotrope  limité,  soit  à  étudier  la  déformation  lorsqu'on  donne 
les  forces  appliquées  aux  divers  points  de  l'intérieur  du  corps  et  les  déplace- 
ments à  la  surface  :  le  théorème  sur  la  décomposition  de  la  déformation  en 
trois  déformations  typiques  permet  d'obtenir  les  expressions  des  composantes  m, 
V,  w  de  la  déformation  et  on  les  retrouve  ainsi  sous  la  forme  obtenue  par 
M.  Somigliana  {Aiinali.  a»  série,  t.  X). 

Lebesgue    {H.).    —    Intégrale,    longueur,    aire    (281-359)    [en 
français]. 

C'est  dans  ce  Mémoire  que  M.  Lebesgue  a  donné  la  nouvelle  définition  de 
l'intégrale  définie,  plus  générale  que  l'intégrale  de  Rieinann,  qui  lui  est  due  et 
qui  est  connue  aujourd'hui  sous  le  nom  d'intégrale  de  Lebesgue  :  on  sait  com- 
bien cette  définition  s'est  montrée  féconde  dans  les  recherches  de  ces  dernières 
années  relatives  à  la  Théorie  des  fonctions.  Le  Mémoire  de  M.  Lebesgue,  qui 
est  la  Thèse  de  doctorat  de  l'auteur,  a  déjà  été  analysé  à  ce  titre  dans  la  pre- 
mière Partie  du  Bulletin  (t.  XXVII,  igoS.  p.  Sg).  .Nous  renverrons  donc  le 
lecteur  à  cette  analyse  :  l'intégrale  de  Lebesgue  est  d'ailleurs  étudiée  dès  main- 
tenant sous  forme  didactique  dans  certains  cours  d'Analyse  {voir  par  exemple 
De  la  V'allee-Poussin,  Cours  d'Analyse  infinitésimale,  3'  édition,  t.  I,  1914', 
le  Chapitre  VII  de  cet  Ouvrage  est  tout  entier  consacré  à  cette  question  ). 

S.    LatïÈS. 
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PAU    MM.    LES    SeCKÉTAIRES    I'EIU'ÉTIELS  (' ). 

Tome   159,  •.^.*  semestre   igi/i- 

Bémoandos  (J.-G.).  —  Sur  les  séries  de  fonctions  et  les  singula- 
rités des  équations  dillérentieli^s.  (2  1-23). 

A  3630,  4800. 
Pasclioiid  (-/J/.).  —  Application  de  la  itiélliode  de  \\  altlier  llislz 
(')  \inY  Bull,  des  Se.  math.,  ce  Tome,  r   partie,  p.  !\2-h'\. 
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iui  priiblèmc  dn  régime  iinifoi  iik;  dans  un  lul>c  à  section  cairée. 
(i58-  160). 


B  2400. 


/ioussinesq  (J.).  —  Obseivalions  sur  uih;  \ote  de  M.   Paschoud, 

(i()o-iGi). 


B  2400. 


Boiilad  Bey  (F.).  —  Un  nouveau  lliéorème  sur  les  déplacenienls 
élastiques  et  son  application  à  la  simplification  du  calcul  direct 
des  réactions  des  appuis  des  poutres  continues.  (16 1-164 )• 


B  3245. 


Stoïlow  (S.).  —  Sur  les  intégrales  des  équalions  linéaires  aux 
dérivées  partielles  à  deux  vaiiables  indépendantes.  (23i-234). 

A  4840. 

Taniarider  (M"''   Th.).    —   Sur  la    meilleure  approxiiuaiiou  de 
x''\x\    par   des    poljuomes    de    degré    indéfiniment    croissants. 
(294-296). 
A  3210. 

Garnier  (/>.).  —  Sur  la  représcnlation  des  intégrales  des  é(pia- 
tions  de  iM.  Painlevé,  au  moyen  de  la  théorie  des  équations 
linéaires.  (296-299). 

A  4860. 

Spineanu  (C).  —  Sur  le  développement  d'une  fonction  liolo- 
morphe  en  série  d'inverses  de  polynômes  et  eu  série  de  trac- 
tions rationnelles.  (299-801). 

A  3G30. 

Boussinesq  (./.).    —   Considérations    lliéoriques   sur  la   tillralion 
des  liquides  |)ar  le  sable,  ou  par  d'autres  milieux  poreux  ana- 
logues,  el   sur  l'analojiie  des  (Muiranls  éleelricnies  avec  ceux  de 
(lltralion.  (j49--^^4)- 
B  2810. 
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Lecornu  (//•)•  —  Sur  le  laboratoire  aérodynamique  d'AuLeuil. 
(354-356). 

B  2840. 

Botissiiiesq  (</•)•  —  Sur  la  théorie  de  la  Iranspiration  des  gaz 
à  travers  les  milieux  poreux.  (390-394). 

B  2400. 

Va/lie?'  {E.).  — Balislique  inlérieure.  Formules  diverses,  d'après 
l'Guvrage  récent  de  M.  N.  Zabouchki.  (462-464). 
B  16i0. 

Appell  {P.)-    —    Sur  une   transformalion  de  certaines  fonctions 
déduites  des  fonctions  6  de  degrés  supérieurs.  (464-466). 
A  4070. 

Fournie]'.    —  Résistance  d'un   fluide  à  la  translation  horizontale 
d'un  corps  fuselé,  suivant  son  axe  de  figure.  (484-486). 
B  2440,  2500. 

Boiissiiiesq  (/•).  —  Evaluation  approximative  de  la  constante  [j. 
de  fdtration,   pour  un  milieu   filtrant  constitué  par  des  grains 
sphériques  d'un  diamètre  donné.  (5  19-525). 
B  2500. 

Potn/iciit  {D-)-  —  Ln  problème  relatif  aux  ensend)les  abstraits. 
(52^-53o). 

A  04;]0. 

Boussinesq  {J ■)•  —  Complément  à  une  Noie  récente,  sur  le  coef- 
licient  de  fillration  des  sables  à  grains  plus  ou  moins  fins; 
calcul  du  coeflicient  sur  des  bases  plus  larges  que  dans  cette 
Note,  j)0ur  le  sable  hétérogène  expérimenté  par  Darc_y.  (534- 
536). 

B  2500. 

Rabat  (C/i.).  —  Nouveaux  invariants  projectils.  (556-558). 
A  8010. 

Jjarboux   {fj-}-    —    Sur   une    proposition   relative   aux    écpialiuns 
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linéaires  du  second  ordre  à  deux  v;iri;d»les  indépendanles.  (58o- 
592). 
A  48'iO. 

Duhem  (P.).  —  Sur  le  paradoxe  hydrodynamique  de  DaleuiherL. 
(592-595). 
B  2400. 

Lebon  {E.).  —  Sur  une  nouvelle  Table  de  diviseurs  des  nombres. 

(59--''>99)- 

A  2810. 

Darhoiix  {G.).  —  Sur  les  équations  linéaires  aux   dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  à  deux  variables  indé|)endantes  et  sur 
les  suites  de  Laplace  formées  avec  de  telles  équations.  {C)o\-(^o\). 
A  4840. 

Guérilot.  —  Sur  une  méthode  expérimentale  de  détermination 
des  courbes  métaceutriques  de  l'aéroplane.  (629-631). 
B  2860. 

Picard  {E.).  —   A  propos  du  paradoxe  hydrodynamique  de  l)a- 
lembert.  (638). 
B  2400. 

Duhem  (P.).  —  Remarque  sur  le  paradoxe  hydrodynamique  de 
Dalembert.  (638-64o). 
B  2400. 

Mesna<yer  (A.).  —  Méthode  expéditive  pour  le  calcul  des  voûtes. 
(65o-652). 
B  3280. 

Globa-Mikhailenco  (/>.).    —    Figures   d'équilibre    d'une    masse 
tluide  en  rotation,  infiniment  voisine  d'un  cylindre  elliptique. 

(646-649). 
B  2410. 

Rabiit  {Ch.}.  —  Sur  le  pont  dEauplat  et  la  déformation  des  arcs 
pourvus  de  tympans  (652-654)- 
B  3280. 
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Amans.  —  A  propos  du  vol  à  voile.  (654-657). 
B  ?84n. 

Haton  de  la  Goupillièrc.  —  Sur  une  |)roprK'lé  des  progressions 
arithmétique?,  (-od-^ii). 

A  32-20. 

Rabat  [C/i.).  —  Sur  le  pont  de  La  Baltne  :  Appliralion  du  calcul 
des  arcs  pourvus  de  Ijmpans.  ('-■i5--i-). 

B  3280. 

Darboux  (G.)  —    Intégration  dune  étpiatiou   aux  dérivées  |)ar- 
tielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes.   (721- 
.     72B). 
A  4840. 

IJafo/)  de  la  Goiipillière .  —  Sur  une  propriété  des  progressions 
arithmétiques.  (761-765). 

A  3220. 

Duhem  {P-)-  —  Sur  le   paradoxe   hvdi'odvuamicpie   (\c  INl.    Rril- 
louin.  (790-792). 
B  2'tno. 

Villat  {II-).  —  Sur  le  paradoxe  de  Dalemhert  el  la  llu'orie  des 
mouvements  discontinus.  (8oi-8o3). 

B  0820. 

Appell  [P.).  —  Le  principe  du  mininium  de  Ténergie  d'accéléra- 
tion el  la  substitution  des  liaisons  aux  forces.  (989-992). 

B  082U. 

BuUl  (.-/ .).  —  Siii-  riut<T\  enlion  des  formules  de  Riemann,  Slokes, 
(Ireen    dans   les   extesision^   <lu    lliéorénu'  dVbel.   (  1  oi>o-i  00 1  ). 

A  :!27(). 

Godeaii.r  (L.).  —  Sur  les  surfaces  de  genre  i   triples,  doin'o  <riin 
nombre  fini  de  points  de  diiauialion.  (^  i  002-1  00  i  ). 

A  8040. 

C.   GncuAiiP. 
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Tome  GXLIJI,   igiS  {suile)   (•). 

Dans  cette  équation,  les  valeurs  m(H,  t,  )  de  w  sur  la  courbe  C  sont  elles-mêmes 
données  par  l'équation  intégrale 

-  -^f  ff){\.  ^;  \,  T.)/(=.  o  d\  dr,. 

Considérée  comme  dépendant  de  x.,.  j.,,  la  fonction  {](x.,, y^:,  x^,y^)  admet 
des  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  conlinues  pour  tous  les  (x,,j',  ) 
dans  T,  et  pour  tous  les  (^x^,y.,)  dans  T,  et  T^.  sauf  pour  x^— x^,  y^^yi- 
De  plus  elle  satisfait  à  l'équation 

Lorsque   le  point  {x.,y^)    tend   vers  un  point  de  S,  (j:,.j)-,)  étant  dans  T,  la 
fonction  {\(Xj.y^\  a:,,^,  )  tend  vers  zéro. 

Si  enfin  on  désigne  par  (  N.J  une  des  normales  à  C,  par|/0  une  des  normales 
à  S,  an  a  la  relation 

dnj    _    ,r-ç,' 

TPsTàn  ~  lin  ôS,' 
la  fonction  (j'CX,  Y;  x,y)  étant  regardée  comme  dépendant  de  (x,^■). 

7.  Valeurs  asymplotiques  de  la  fonction  de  Grcen  sur  le  contour  du 
domaine.  —  L'auteur  suppDse  que,  dans  le  domaine  T  formé  par  le  cercle  de 
centre  O  et  de  rayon  i,  les  coefficients  de  l'équation  (i)  sont  continus  ainsi  que 
leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre;  il  suppose,  en  outre,  que  l'équa- 
tion L(H)=ro  n'admet  aucune  sidulion  non  identiquement  nulle,  régulière 
dans  T  et  nulle  sur  S. 

On  peut  prolonger  la  fonction  de  Green  (-J(\,\  :  x,  y)  au  delà  du  cercle  S 
en  convenant  de  lui  attribuer  des  valeurs  égales  et  opposées  en  deux  points 
conjugués  par  rapport  à  S.  Dans  ces  conditions,  lauleur  définit  dans  tout  le 
plan,  sauf  sur  S.  trois  fonctions  a^,  b^,  c„  par  Us  conditions  suivante*.  On  a, 
dans  T  : 

a,(x,  y)=a{x,  y).         b,{x.  y)  =  b{x,  y\        c,(x,  y)  =  c(x.  y): 


(')  Voir  Bull,  des  Se.  matli.,  ce  Tome,  i"  partie,  p.  11-22. 
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en  dehors  de  T  : 

rt„ {X.  y)  =  a{ X,,.  y„ )  {yl  — x;)  —  ■:ib{ .r,„  y„ ) x„jk„, 
6„ (X,  y)  =  —  a rt ( x,„  y^ ) x„y„  +  b ( jc,„  y„ )  (xl—yl), 

où  (Xj,,y„)  est  le  point  conjugué  de  {x,y). 

Alors,  si  (\(„  Vo)  est  un  point  de  T  et  (X,,Y,)  son  conjugué  par  rapport 
à  S.  la  fonction  de  Green  (j'(X,„  Y„:  a;,.}')  satisfait  en  tous  les  points 
du  plan,  sauf  sur  S  et  au\  points  (\j,  VJ  et  (XpV,),  à  l'équation  diffé- 
rentielle 

d''-u        d-ii  âii        ,    du 

ôx'         ih-  iix  Or 

Des  hypothèses  faites  et  des  résultats  du  n°  1  résulte  alors  que 

(/(\„.  \,\  X,  y) 

est  une  solution  de  l'équation  (5)  régulière  dans  tout  le  plan,  sauf  en  (  X„,  Y„) 
et  (Xi,  Y,).  Les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  sont  continues  partout, 
sauf  en  ces  deux  points;  ses  dérivées  partielles  du  second  ordre  admettent  la 
ligne  S  comme  ligne  de  discontinuité. 

Lorsque  les  points  (X,,,  Y,,)  et  {x,  y)  sont  à  l'intérieur  d'une  couronne  circu- 
laire limitée  par  S  et  un  cercle  concentrique  de  rayon  plus  petit  et  suffisamment 
voisin  de  i,  on  a  une  relation  de  la  forme 

(,'(X,.  Y,;  j~,i-)  =  log7+T.(X„Y,;  x,y), 

où  l'on  a  posé 

p'=  (X„-.r  )--)-(  Y,,-:»')', 
p;=(X,-.r)^^(Y,-^')% 

et  où  Y,  est  une  fonction  continue  de  (X^,  V„)  et  de  {x,  y)  à  l'intérieur  et  sur 

le  contour  de   la  couronne.  Une   représentation    asymptotique   existe    pour    les 

....      iM    d{i 
dérivées  — ^>  -^• 
Ox    ôy 

Ces    résultats   s'étenrlent    fucileineut    à   un   domaine    T   siniplcnicnt   connexe 

limité  par  une  courbe  quelconque  à  courbure  continue. 

CiiAi'iTiii:  II.  —  Le  deuxième  problrt)ir  a^'ec  conditions  aux  I imites. 

1.  Solutions  régulières.  —  Soit  (-)  un  domaine  fini  ilans  le  plan  des  (X,  V  ), 
limité  par  une  courbe  2  fermée,  continue,  sans  point  double.  Soit  a  l'arc  de  S 
et  supposons  que  les  coordonnées  d'un  point  de  ï  soient  des  fonctions  de  a 
admettant  des  dérivées  continues  des  trois  premiers  ordres.  Soit  enfin  l'équa- 
tion 

où  les  cijeflicients  A,  B,  C,  V  sont  continus  dans  0  et  sur  S.  les  fonctions  .\  et  Fî 
admettant  des  dérivées  des  deux  |)remiers  ordres,  C  et  h'  des  dérivées  du  pre- 
mier ordre  continues  dans  H  et  sur  il. 
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Le  problème  à  résoudre  est  la  recherche  d'une  solution  U(X,  V)  de  (i), 
bornée,  régulière  dans  B,  et  dont  la  dérivée  normale  prend  sur  £  des  valeurs 
données  7(3')  n'admettant  qu'un  nombre  fini  de  points  de  discontinuité. 

On  peut,  par  une  représentation  confoirne,  se  ramener  au  cas  d'un  domaine  T 
se  réduisant  dans  le  plan  des  {.r.  i)  au  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  1, 
l'équation  (i)  prenant  alors  la  forme 

,    .  ,  ,     ^        à^u        d-u  du        ,  ()u  . 

(  2  )  A  (  w  )  =  -r-^  +  -— r  +a-T--t-6-r--hCM=/, 

ôx-        ôy  ôx  or 

la  dérivée  normale  de  11  devant  prendre  sur  le  contour  S  de  T  des  valeurs  don- 
nées g  {s)  n'admettant  qu'un  nombre  fini  de  points  de  discontinuité. 

Soit  w{x,y)  la  fonction,  définie  à  une  constante  additive  près,  qui  est  régu- 
lière dans  T,  dont  la  dérivée  normale  prend  sur  S  la  valeur  g  (s)  et  qui  satis- 
fait à  l'équation 

w        j     ■    •       àw    ()w   ,     .  .  ,  .,      •  .  •    r    •  c 

Les  dérivées  — >  ^  deviennent  logarithmiquement  infinies  sur  h. 
(Jx     ôy 

Si  l'on  pose 

u(x,  y)  =  u^ix,  y)  +  iv{x,  y), 

la  nouvelle  fonction  inconnue  doit  avoir  sa  dérivée  normale  nulle  sur  S  et  satis- 
faire à  l'équation 

à-  Uc        à-  »,,  au,,        ,  du„ 

ôx'         dy-  âx  ôy 

=  f(x,y)-a~  -è-^-civ-a  =f{x,y). 

L'auteur  prolonge  la  fonction  u^(x,  y)  en  lui  attribuant  la  même  valeur  en 
deux  points  conjugués  par  rapport  au  cercle  S.  Cette  fonction  ainsi  prolongée 
satisfait  dans  tout  le  plan,  sauf  sur  S,  à  une  certaine  équation 

d-  Ui,        (T-  u„  au.,        ,    ôu„  . 

^    '  dx-         ôy-  ôx  ôy 

dont  les  coefficients  admettent  la  ligne  S  comme  ligne  de  discontinuité  et  ont 
à  l'intérieur  aussi  bien  quà  l'extérieur  du  cercle  unité,  contour  compris  dans 
chaque  cas,  des  dérivées  du  premier  ordre  continues.  On  peut  appliquer  à  celte 
équation  les  résultats  du  premier  Chapitre,  n"  1. 

On  peut  trouver  des  cercles  concentriques  à  S  en  nombre  suffisant,  soient  S,, 
S,,  ...,  S  ,  tels  que  si  l'on  désigne  par  S'  le  cercle  conjugué  de  S,  par  rapport 
à  S,  le  premier  problème  avec  conditions  aux  limites  pour  l'équation  .\„(f/o)  =0 
et  l'équation  adjointe  .Mo(W(,)=o  admette  une  solution  et  une  seule,  dans 
chacun  des  domaines  limités  par 

S' et  S,.     S  et  S,,     S,  et  S„     ...,     S^,.,  et  S^,,     S^,_,, 
puis  par 

S  et  S,.     S,  et  S.,.     S,  et  S„     ....     S,,_,  et  S^,. 

L'auteur  suppose,  pour  simplifier,  /<  —  2  et  désigne  par  T,,  T^,  T^  les  domaines 
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limités  par 

S'  et  S,.     S  et  S,.     S,. 

Soient     f]^{œ,  y,  ^,  r^),     f^._{x,  y,  l,  r^),     >y^{j:,  y;  l,  r^)      les     fonctions    de 
Grcen  correspondantes  de  l'équation  M,,  (z/„)  =  o. 

D'après  cela,  la  fonction  u^^{.x,  y)  est  donnée,  suivant  que  le  point  (^,  y) 
est  dans  le  domaine  Tj,  Tj  ou  Tj,  par  trois  formules  dont  nous  ne  donnons  que 
la  première  : 

(4)  ?/,(^.r)=      ^  /^^,f),(^,  .r:  0)«,(6)r/6 


et  où  interviennent  les  valeurs  u  (^).  u^{^),  «2(6)  que  prend  u^^{x,  y)  sur  S. 
S,  et  S,.  Ces  valeurs  elles-mêmes  sont  données  par  un  système  d'é(|u;Uir)ns  inté- 
grales dont  nous  ne  reproduisons  que  la  première  : 

(5)  M(T)=    11  y^-^/3,(T,  e)«,(e)rfe 

-  :7^  /^  /"  I  ■).(-•■  ^  O  /„  (  ; .  r,  )  d\  (h, 

-  ^    f^)'  (  ^,  ^O  "  (  0  )  (  5«„  dr,  -  ob„  d\  ). 

Réciproquement,  si  les  trois  équations  intégrales  (5)  admettent  une  solution 
unique,  les  formules  (4)  définissent  une  solution,  régulière  dans  T,  de  l'équa- 
tion (3),  dont  la  dérivée  normale  s'annule  sur  S,  et  cette  solution  est  unique.  Si 
au  contraire  les  équations  intégrales  homogènes  correspondant  à  (5)  admettent 
plusieurs  solutions  dillérentes  de  zéro,  l'équalion  (3)  admet  le  même  nombre 
de  solutions  linéairement  indépendantes,  régulières  dans  T,  et  ayant  leur  dérivée 
normale  nulle  sur  S. 

Des  considérations  analogues  s'appliqueraient  au  cas  d'un  domaine  0  multi- 
plement  connexe  dont  on  ferait  une  représentation  conforme  sur  un  domaine  T 
limité  par  des  cercles. 

2.  La  fonction  de  Green  correspondant  au  deuxième  problème  avec  condi- 
tions aux  limites.  —  La  fonction  de  Orceri  tj'"(a;*,  y*:  x,  y)  dont  la  dérivée 
normale  s'annule  sur  S  se  détermine  sans  difficulté.  Lorsque  les  points  {x* ,  y*) 
et  (ar,  y)  tendent  vers  deux  points  (  <t*  )  et  (a)  de  S,  la  fonction  de  Green  est, 

à  une  fonction  continue  près  de  1*  et  de  a,  égale  à  2  log  -»  où  p  désigne  la  dis- 

0 

tance  des  deux  points  (ct*)  et  (c). 
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Si  Ion  pose 

Çjf^x*,y*■,  x,y)  =  Gll(X*,  V*;  X,  Y), 

on  obtient  la  fonction  de  Green  pour  le  domaine  primitif  B.  Soit  de  même  H"  la 
fonction  de  Green  relative  à  l'équation  M  (  U  )=  o  adjointe  de  L(  U  )  =  o.  On 
peut  résoudre  le  S(;cond  problème  aux  limites  par  la  formule 

U(X*,  Y*)  = f  r  U^i{\*,\*;X,  Y)  F(X.  Y)rfX  d\ 

-^y^HII(X*,Y*:T)y(^)rf^ 
+  —    fwHX*,Y*;G)  {]{<:)  (XdY-BdX), 
OÙ  les  valeurs  de  U  sur  S  sont  données  par  l'équation  intégrale 
U  (  ï'  )  =  —  ^  r  r  H"  (  î'  :  X,  Y  )  F  (  X,  Y  )  f/X  d\ 

-h—    riI"(-\ff)U(-)  (ArfY  — BrfX). 

Chapitre  III. 

1.  Le  problème  mixte.  —  Par  une  transformation  conforme,  l'auteur  se 
ramène  encore  à  un  domaine  T  limité  par  une  circonférence  S  de  centre  O 
et  de  ravon  i.  On  considère  sur  cette  circonférence  une  partie  S  formée 
d'un  nombre  lini  d'arcs  de  cercle  et  la  partie  restante  S.  Il  s'agit  alors  de 
déterminer  une  solution  u(x,y)  de  l'équation  A.(u)  =  /,  qui  soit  bornée, 
régulière  dans  T,  qui  prenne  sur  S  une  suite  donnée  de  valeurs  o  {s)  n'admet- 
tant qu'un  nombre  fini  de  points  de  discontinuité,  et  dont  la  dérivée  normale 
prenne  sur  S  une  autre  suite  donnée  de  valeurs  g'(5)  n'admettant  qu'un  nombre 
fini  de  points  de  discontinuité. 

On   peut  déterminer  une  fonction  ,^„(s)  continue,  sauf  on    un    nombre  fini  de 

points,  coïncidant  sur  S  avec  g  (s),  et  telle  que  l'on  ait 

f         g,{s)ds  =  o. 
«-  0 

Soit  alors  w{x,y)  la  fonction  potentielle  qui  prend  la  valeur  i  à  l'ori- 
gine et  dont  la  dérivée  normale  est  égale  à  gy,(s)  sur  S.  Kn  posant 

u{x,  y)  =  iifix,  y)  -+-  IV (.r,  y), 

on  voit  que  u^Jx.y)  est  la  solution,  régulière  dans  T,  de  l'équation 

dx-         dy^  dx  dy  "^  dx  dy 
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qui    prend    sur  S  la  valeur   o,(s)=cp(5)  —  iv{s)  et  donl    la   dérivée    normale 

s'annule  sur  S,  sauf  peut-être  aux  points  de  discontinuité  de  gf(s). 

L'auteur  prolonge  i/„( a:,  j)')  au  delà  du  cercle  S  comme  il  l'a  fait  dans  le 
Chapitre  II.  La  fonction  ainsi  prolongée  satisfait  à  une  équation  A„(j/„)  =_/,,. 
On  peut  alors  effectuer  une  représentation  conforme  du  plan  {x,  y)  muni  des 
coupures  constituées  par  les  arcs  de  cercle  qui  forment  S,  sur  un  domaine  S^ 
limité  par  un  certain  nombre  de  courbes  analytiques  fermées  régulières  S^.  Si 
alors  on  pose 

M„(  J7,_r)  —  iif  (  ;.  T,  ), 

la  fonction  ?/»(ç,  t,  )  satisfait  à  une  équation  X*  (u^)  =/»  dont  les  coefficients 
sont  continus  dans  6^,  sauf  sur  un  certain  nombre  de  lignes  de  discontinuité  S'. 
Le  problème  mixte  proposé  est  ainsi  ramené  au  problème  résolu  dans  le  Cha- 
pitre I. 

Si  l'on  a  résolu  ce  problème  et  si  l'on  pose 

ir  (?,  T,)  =  ll^(x,^■). 

la  fonction  ii„{x,  y)  ainsi  obtenue  prend  les  mêmes  valeurs  en  deux  points 
conjugués  par  rapport  à  S.  Le  problème  mixte  admet  une  solution  unique  si  le 
problème  relatif  à  6,  admet  une  solution  unique.  Si  au  contraire  l'équa- 
tion A;^(m^)  =  o  admet  k  solutions  linéairement  indépendantes,  régulières  en  6^ 
et  s'annulant  sur  S^.  l'équation  A(k)  =  o  admet  A"  solutions  linéairement  indé- 
pendantes, régulières  dans  T,  s'annulant  sur  S  et  admettant  une  dérivée  nor- 
male nulle  sur  S. 

2.  La  fonction  de  Green  correspondant  au  problème  mixte.  —  L'auteur 
suppose  que  le  premier  problème  avec  conditions  aux  limites  correspondant 
à  l'équation  A*(f<^)  =  o  admet  une  solution  unique.  Soit  alors  (j'^  la  fonction 
de  Green  correspondante  et  soient  (?',  t,'),  {%\,  'r^\)  deux  points  images  de 
deux  points  du  plan  des  {x,  y)  conjugués  par  rapport  à  S.  Si  l'on  pose 
alors 

V{x',y:  x,y)  ={iAl',<:  H,  t,  )--(/.(  V;, -r^;  ;  Ç.r,), 

on  obtient  la  fonction  de  Green  relative  au  problème  mixte  correspondant  à 
l'équation  S.  (u)  =  o.  A  l'aide  de  la  fonction  de  Green  analogue  H  {x',y'  ;  x,y) 
correspondant  à  l'équation  adjointe  iM(i<)  =  o,  on  peut  déterminer  la  solu- 
tion u(x',y')  du  problème  mixte  par  la  formule 

u(x\y)= ~  I    I    H{x'.  y'  ;  X,  y)/(x,  y)  dxcly 

-4-—    f  —  \\{x-,y;  t)-^i.t)dt 

-  T^  L  "(•^■.  r';  t)g{t)dt 

^  «-s 
-? —   l_  Il  {x'.  y'  ;  X,  y)  u(x,  y)  (a  dy  —  b  dx), 

où  les  valeurs  u{s„)  que  prend  u(x,y)  sur  S  sont  données  par  une  éi|ualion 
intégrale  qu'il  est  inutile  d'écrire. 
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lii-(iiult  (  IJ .).  —    Sur    l;i    coinposilion    (Jes    JVutnes   qtiailraliques 
quaternaires  (106-12^). 

La  tliéorie,  fondée  par  Gauss,  de  la  composition  des  formes  quadratiques 
binaires  ne  peut  s'étendre,  comme  Ta  montré  Hurwitz,  qu'aux  formes  quater- 
naires et  à  huit  variables.  Dans  le  cas  des  formes  quaternaires,  on  n'a  (|ue  des 
résultats  particuliers,  dus  à  Euler,  Lagrange  et  surtout  IJerniite.  L'auteur 
reprend  la  question  en  parlant  de  considérations  algébriques.  Il  montre  d'abord 
que,  si  une  substitution  bilinéaire  transforme  une  forme  A  dans  le  produit  lîC 
de  deux  autres,  il  existe  deux  autres  tran>formations  bilinéaircs  dont  l'une 
transforme  B  dans  le  produit  AC  et  l'aulre  G  dans  le  produit  AB.  Ges  trois 
substitutions  bilinéaires  jouissent  de  propriétés  symétriques.  Après  avoir  exa- 
miné le  cas  des  coefficients  complexes,  l'auteur  passe  d'abord  aux  coefficients 
réeis,  puis  aux  coefficients  rationnels  et  entiers,  ce  qui  le  conduit  à  la  théorie 
arithmétique  de  la  composition  des  formes  quaternaires. 

1.  La  transformation  d'une  forme  quadratique  quaternaire  dans  le  pro- 
duit de  deux  autres.  —  Supposons  que,  par  la  transformation  bilinéaire 

j;.  =  y  m,., y.z^        ( i  =  1,  i,  3,  4), 
il' 


on  obtienne  l'identité 
où  l'on  a  posé 


\{xx)  =  '&{yy)C{zz), 

ik 

B(rr)  =y^  b,^y,y^, 

ik 

C(zz)   =V  c,,z,z,. 
ik 

L'auteur  suppose  les  déterminants  des  tiois  formes  non  nuls  et  éî:aux  enlie 
eux.  Il  considère  alors  trois  matrices  attachées  à  la  substitution,  les  deux 
matrices  antislrophes 

s  (y)  =  («.ar))  -[^  "^ytr/V 

et  la  matrice  para&lrophe 

P(-^)  s(p,t(j;))=  iy^  m.,^x\. 
On  a  d'abord 

h(r)l  =  '-.[i^(.)'.))]-\      |t(.-)l  =  -^3ic(-)]'      (£„c,  =  ±i). 

Si  l'on  désigne  ensuite  par  î\:i(jrj;)  la  réciproque  de  A(a\r),  c  esl-à-dire  le 
quotient  de  radjoinle  de  A  par  la  racine  carrée  (/  du  delcrminant  de    A,  et  de 
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même  pour  l''-' (,>'J'),  C(^-s),  la  substitution  bilinéaire 

conduit  à  l'identité 

de  même  la  substitution  linéaire 

//•■ 

conduit  à  l'identité 

\\'o{yy)  =  C{zz)X{xx); 

on  en  déduit  facilement  la  relation 

\?{x)  \~z^[A>{xx)Y-         (e,  =  =  i). 

2.  Subslitulions  bilinéaires  coordonnées.  —  Il  existe  deux  matrices  S  (j') 
et  t(2)  arlmeltanl  pour  éléments  des  formes  linéaires  en  ,)',  et  z- et  satisfaisant 
aux  relations 

s(.r)s(.r)  =  B(j'j)e,       t(-)t(^)  =.C{::-)e, 

où  e  désigne  la  matrice  unité.  La  première  est  la  deuxième  antistrophe  d'une 
subsiitulion  bilinéaire  (o,y^)  transformant  C  en  ÂB  ;  la  seconde  est  la  première 
antistrophe  d'une  substitution  bilinéaii-e  (n.jj)  transformant  B  en  CA.  Si  alors 
on  appelle  V{x)  la  première  antistrophe  de  la  substitution  (  O,  ■^  )  et  x{x)  la 
seconde  antistrophe  delà  substitution  (n^ji.),  on  a  la  relation 

t{x)  x{x)  =  A{ XX ) e. 

Les  relations  qui  existent  entre  les  six  antistrophes  r{x),x(x),  S(y).  ^(y), 
t{z),  i{z)  des  trois  substitutions  bilinéaires  (wi,jn),  {n,^),  (o,.^)  se  conservent 
par  des  substitutions  linéaires  arbitraires  ellectuées  sur  les  variables  x,,  j',,  z^. 
Ces  trois  substitutions  bilinéaires  sont  dites  coordonnées. 

3.  Les  signes  des  déterminants  des  formes  linéaires.  —  Kn  désignant 
par  i3{y),'z{z)  les  matrices  parastrophes  des  deux  substitutions  in,.^) 
et  (o,j),  on  a  les  relations  suivantes  : 

\pix)\  =  E,[A,{xx)Y-,         \s{y)\  =  E,[B{yy)]-,         \  i{z)  \  =  b,[C{  zz)  ^ 
\^{y)\  =  'c,[\\\,(yy)r;  \  t{  z)  \  =  z,[C{  zz  )]\  |  r  (:r)  |  =.  e.  [  A(a:^)  P, 

\z(z)\  =  e,[Q{zz)]\         |r(a;)|  =  e,[A(a::r)]^         \  z{y  )  \  =  ^A^irr)]'- 

De  plus,  le  produit  eiejS.,  est  égal  à  —  i. 

La  transformation  bilinéaire  (m;.^.)  est  dite  positive,  négative  ou  indéter- 
minée si  ses  déterminants  antistrophes  sont  tous  les  deux  positifs,  tous  les  deux 
négatifs,  ou  l'un  positif  et  l'autre  négatif. 

4.  Transformations   réelles  cl    rationnelles.        Si  les  jc.  cl  les  Ç,  sont  deux 
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séries  quelconques  de  vaiiahles  liées  par  la  relation 

>     X-<ii=  o, 

\  0 a)  \  \  T{x)  =  [.\. (Il)  \{xx )y. 

Il  résulte  de  là  que,  si  les  coefficients  des  formes  A,  B,  C  et  de  la  substitu- 
tion (m,.j.)  sont  réels  (ou  rationnels),  X  {xx)  tAsic^i)  est  aussi  à  coefticients 
réels  (ou  rationnels);  autrement  dit,  la  réciproque  de  \{a:x)  est  à  coeffi- 
cients réels  {ou  rationnels] . 

S'il  s'agit  simplement  de  formes  à  coefficients  réels,  il  faut  donc,  pour  qu'une 
forme  puisse  être  transformée  en  un  produit  de  deux  autres,  que  son  détermi- 
nant soit  positif,  c'esl-à-dire  que  la  forme  soit  définie  ou  bien  que  son  indice 
d'inertie  soit  2.  On  sait  d'ailleurs  que  ces  conditions  sont  suffisantes. 

5.  Une  identité  pour  les  formes  quaternaires.  —  Si  au  contraire  il  s'agit  de 
formes  et  de  transformations  à  coefficients  réels,  il  faut  que  le  déterminant  soit 
un  carré  parfait.  L'auteur  démontre  la  réciproque  en  s'appujant  sur  une  iden- 
tité déjà  utilisée  par  Hermite. 

Soit 

A  (  XX  )  =  y    a,^  x^x^         (  t,  /r  =  o,  i ,  2,  3  ) 

une  forme  quadratique  de  déterminant  D,  le  coefficient  «u,,  n'étant  pas  nul.  En 
posant 

\^^^  =  a^,i^X^  +  ag^X^-i-  a^^^X^  -+-  G^jXj, 

on  a  une  identité  de  la  forme 

a,,^\{xx}  =  \l^.-i-f(xx), 

où  /  ne  dépend  que  de  x,,  x^,  Xy  Soit  a^„\fD.-s  l'adjointe  de/  et  posons 

«i  =  ^2J'3— -^^sr^.  «2=  ^3^1— -^ira.  ^^=^17:1—^2^^ 

\   0  riss)  I   d-o(ss)  I   d'J?{ss) 

»,(s)  =  -   — -, >  ■?-(*)  = ; '  ^i\^)  —  -  — 3 

■  '  ^    '       2       dsi  '-  2       ôs„  .  j  V    /       2       dSi 

Dans  ces  conditions,  on  a  l'identité 

X{xx)  X{j-y)  =  zl-hf(zz), 
grâce  à  la  substitution  bilinéaire 

z,=  X{xy),         ^.= -'-[A,, j';-A„,.x,+ ?;(«)]        (/■  =  !,  2,  3). 
"00 

6.  Action  de  la  composition.  Formes  principales  et  classes  principales.  — 
Une  forme  à  coefficients  entiers  primitive  est  dite  résulter  de  la  composition 
de  deux  autres  formes  primitives  à  coefficients  entiers,  s'il  existe  une  substi- 
tution bilinéaire /70,«'^àr  à  coefficients  entiers  transformant  la  première  dans  le 
produit  des  deux  autres.  Four  qu'il  en  soit  ainsx,  il  faut  que  le  déterminant  D 
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de  la  forme  soit  un  carré  parfait  et  que  les  coefficients  de  sou  adjointe 
soient  des  entiers  divisibles  par  \  D. 

L'auleiir  démontre  que  celte  condition  est  suffisante,  d'aburd  dans  le  cas  où 
la  forme  représente  le  nombre  un.  Elle  peut  alors  se  reproduire  par  composi- 
tion avec  elle-même.  Une  telle  forme  est  dite  forme  principale  et  la  classe  à 
laquelle  elle  appartient  classe  principale.  A  un  déterminant  D  =  cP  corres- 
pondent en  général  plusieurs  classes  principales,  ce  q»ii  n'a  pas  lieu  dans  le  cas, 
étudié  par  Gauss,  des  formes  binaires. 

7.  La  composition  de  deux  formes  primiti^'es  opposées  en  une  forme  prin- 
cipale. —  L'auteur  démontre  ensuite,  dans  le  cas  général,  que  la  condition 
énoncée  plus  haut  est  suffisante.  Sa  démonstration  le  conduit  à  la  notion  de 
formes  opposées  qui  se  déduisent  l'une  de  Tautie  par  une  substitution  unimo- 
dulaire  de  déterminant  — i:  elle  montre,  en  outre,  que  la  composition  de  deux 
formes  opposées  donne  naissance  à  une  forme  principale. 

Steinilz  (^Eriist).  —   Séries  non  absoltiinenl  convergenles  el  sys- 
tèmes convexes  (128-1^5). 

On  sait,  d'après  les  travaux  de  Cauchy,  Dirichlet  et  Riemann,  que  si  une 
série  à  termes  réels  est  absolument  convergente,  on  peut  changer  d'une  manière 
quelconque  l'ordre  de  ses  termes  sans  changer  sa  somme  et  que.  dans  le  cas 
contraire,  on  peut  toujours  ranger  ses  termes  dans  un  ordre  tel  quelle  devienne 
convergente  et  ait  pour  somme  un  nombre  arbitrairement  donné  .\utrement 
dit.  le  domaine  des  sommes  d'une  série  non  absolument  convergente  est  formé 
de  l'ensemble  des  nombres  réels. 

Si  la  série  est  à  termes  complexes  ordinaires  et  non  absolument  conver- 
gente, il  peut  arriver  que  le  domaine  des  sommes  soit  formé  de  tous  les  points 
d'une  droite  ou  de  tous  les  points  du  plan.  L'auteur  se  propose  de  montrer 
qu'il  en  est  toujours  ainsi,  plus  généralement  qu'étant  donnée  une  série  dont 
les  termes  sont  des  nombres  complexes  à  n  unités,  le  domaine  des  sommes  de 
cette  série  est,  dans  l'espace  à  n  dimensions,  une  multiplicité  linéaire  :  cette 
multiplicité  se  réduit  à  un  point  si  la  série  est  absolument  convergente.  P.  Lévy 
avait  déjà  donne  une  démonstration  de  ce  théorème  (Nouvelles  Annales, 
4*  série,  t.  lAIV,  igoS).  Celle  que  donne  l'auteur  est  plus  précise  et  s'appuie 
sur  une  théorie  géométrique,  celle  des  systèmes  convexes. 

I.  Multiplicités  linéaires.  —  Après  avoir  défini  un  nombre  complexe 

Y  =  c,E,-t-  r, s, H- . . . -i-  c„£„, 

avec  n  unités  s,,  ....  e„  et  n  coordonnées  réelles  c, ,  c,,  ...,c„,  l'addition  de 
deux  nombres  complexes,  la  multiplication  par  un  nombre  réel,  l'auteur  définit 
ce  qu'il  appelle  un  module.  C'est  un  système  M  de  nombres  complexes  satis- 
faisant aux  conditions  de  contenir,  en  même  temps  qu'un  nombre  complexe  «> 
tous  les  nombres  complexes  ca,  c  étant  réel,  et  en  outre  de  contenir,  en  même 
temps  que  deux  nombres  complexes  a  et  p,  leur  somme  a-j-  p. 

Si  l'on  fait  correspondre  au  nombre  <omplt'xe  y,  dans  un  espace  à  /)  dimen- 
sions rapporté  à  n  axes  de  coordonnées  reclangulaires,  le  point  (c,,  ...,  c„)i 
un  module  est  représenté  par  une  multiplicité  linéaire  passant  par  l'origine. 

L'.iuleur    définii    l'nsuite    les    iransforrnut ions    lini'-aires    et     li"<    iniilli|ili(°ités 
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linéaires,  ainsi  que  la  dimension  d'une  multiplicité  linéaire.  [|  appelle  pro- 
duit «p  de  deux  nombres  complexes  le  nombre  réel 

a^ 6, -h  a..b.^-r-. .  .-r-  «„ 6„  ; 
c'est  le  produit  interne  de  Grassmann;  on  a 

l<i  I  .'  I  *  I  I  ?  I- 

A  chaque  module  M  de  dimension /■  correspond  un  autre  module  N  de  dimen- 
sion n  —  /•,  dit  complémentaire  du  premier,  et  ff)rmi'  des  nombres  complexes 
qui,  multipliés  par  un  nombre  complexe  quelconque  de  M,  donnent  un  produit 
nul.  Géométriquement,  N  est  le  lieu  des  droites  issues  de  l'origine  et  rectangu- 
laires sur  M. 

II.  Limites. —  Tout  plan  (multiplicité  linéaire  à«  — i  dimensions)  A  peut 
être  regardé  comme  le  lieu  de  points  %  qui  satisfont  à  une  équation  de  la 
forme 

a;  =  c, 

où  c  est  un  nombre  réel  (i\e  et  où  a  est  un  nombre  complexe  fixe  de  module 
égal  à  un  et  qui  définit  la  direction  de  l'une  des  normales  au  plan.  D'après 
cela,  on  dit  qu'un  ensemble  de  points  Z  est  limité  par  le  plan  A  dans  la  direc- 
tion a  si  c  est  une  limite  supérieure  pour  l'ensemble  des  nombres  réels  aZ.  Si 
l'ensemble  aZ  est  borné  supérieurement,  on  dit  que  Z  est  borné  dans  la  direc- 
tion a;  si  /o'  est  la  borne  supérieure  de  l'ensemble  aZ,  on  dit  que  le  plan  oi\  =  g 
est  le  plan  d'appui  de  Z  dans  la  direction  a. 

Un  ensemble  Z  est  dit  à  extension  symétrique  si,  pour  tout  couple  de  direc- 
tions opposées  a  et  —  a,  cet  ensemble  ou  bien  est  borné  dans  chacune  des  deux 
directions,  ou  bien  n'est  borné  dans  aucune.  S'il  en  est  ainsi,  l'ensemble  des 
nombres  complexes  7  pour  lesquels  7Z  est  borné  forme  un  module  M.  Si  Z  n'est 
borné  dans  aucune  direction,  c'est-à-dire  totalement  non  borné,  le  module  M 
se  réduit  à  zéro.  Si  la  dimension  de  M  est  /■,  Z  sera  dit  un  ensemble  à  extension 
symétrique  de  classe  n  —  r. 

L'auteur  définit  ensuite  un  ensemble  fermé  comme  un  ensemble  qui  contient 
tousses  points  limites  (situés  à  distance  finie).  L'ensemble  dérivé  de  Z  est 
fermé. 

Une  suite  de  nombre  complexes 


est  convergente  s'il  en  est  ainsi  de  chaque  suite  réelle  7  ;,  et  réciproquement. 
En  général,  il  n'en  est  pas  ainsi  :  les  points  Ç  pour  lesquels  la  suite  y  ;  est  con- 
vergente forment  un  module  M  ;  si  le  rang  de  ce  module  est  /•,  il  existe  une 
multiplicité  linéaire  A  à  /i  —  r  dimensions  telle  que,  pour  tout  nombre  y  de  A 
et  pour  tout  nombre  £  de  .M,  on  ait  la  relation 

Um-f  l  =  yï. 

Pour  qu'une  série 

To-+-Yi-t---- 

converge  quel  que  soit  l'ordre  des  termes,  il  faut   et    il   suffit  que   les  n  séries 
Bull   des  Sciences  mathém.,  2«  série,  t.  XXXIX.  (Sept.  igiS.)  K.;) 
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des  coordonnées  convergent  absolument,  autrement  dit  que  la  série 

ItoI  +  Iti  !+••• 

soit  convergente  :  on  dit  alors  que    la    série   est  absolument  convergente,  et  la 
somme  est  indépendante  de  Tordre  des  termes. 

m.  Ensembles  coin'cxes.  —  Un  ensemble  de  points  Z  est  Aw.  convexe  s'il  jouit 
de  la  propriété  de  contenir,  en  même  temps  que  deux  points  a  et  jî,  tous  les 
points  situés  entre  a  et  jî. 

A  tout  ensemble  Z  on  peut  faire  correspontlre  un  plus  petit  ensemble  Z 
contenant  tous  les  points  de  Z. 

L'ensemble  dérivé  Z' d'un  ensemble  convexe  Z  est  encore  convexe  ;  l'ensemble 
dérivé  Z  du  plus  petit  ensemble  convexe  contenant  Z  est  le  plus  petit  ensemble 
convexe  fermé  contenant  Z. 

Les  multiplicités  linéaires  sont  des  ensembles  convexes  fermés. 

Un  ensemble  convexe  Z  est  dit  à  /•  dimensions  si  la  plus  petite  multiplicité 
linéaire  contenant  Z  est  à  /•  dimensions. 

Si  Z  est  un  ensemble  convexe  fermé,  •;  un  point  n'appartenant  pas  à  Z,  il 
existe  un  demi-espace  contenant  Z  sans  contenir  y. 

Si  Z  est  totalement  non  borné,  Z  contient  tous  les  points  de  l'espace  :  dans 
le  cas  contraire,  Z  est  formé  des  points  communs  à  tous  les  demi-espaces  qui 
contiennent  Z.  On  peut  encore  dire  que  Z  est  le  plus  grand  ensemble  qui 
admet  les  mêmes  plans  d'appui  (orientés)  que  Z. 

IV.  Séries  convergentes.  —  Étant  donné  un  ensemble  dénombrable  de  nom- 
bres complexes  T.  l'auteur  désigne  par  r^  l'ensemble  des  sommes  obtenues  en 
ajoutant  un  nombre  fini  d'éléments  de  T;  l'auteur  fait  rentrer  o  dans  A,. 
L'ensemble  r  est  dit  somniable  si  l'une  au  moins  des  séries  dont  les  termes 
sont  tons  les  éléments  de  T  est  convergente.  L'ensemble  sommable  r  est  dit 
inconditionnellement  sommable  si  toutes  les  séries  formées  avec  les  éléments 
de  r  sont  convergentes,  conditionnellement  sommable  dans  le  cas  contraire. 
Le  domaine  des  sommes  d'un  ensemble  sommable  F  est  l'ensemble  de  toutes  les 
sommes  des  séries  convergenles  formées  avec  les  éléments  de  P. 

Pour  qu'un  ensemble  dénombrable  C  de  nombres  réels  soit  im  onditionnelle- 
ment  sommable,  il  faut  et  il  suffit  que  rensembic  C»  soit  absolument  borné; 
dans  ce  cas,  l'ensemble  des  sommes  se  réduit  à  un  seul  noml>re,  qui  est  la 
somme  de  la  borne  supérieure  et  de  la  borne  inférieure  de  (1^. 

Pour  qu'un  système  F  de  nombres  complexes  soit  inconditionnellement  som- 
mable, il  faut  et  il  suffit  également  que  le  système  I\  des  sommes  partielles 
soit  absolument  borné.  Dans  ce  cas,  le  domaine  des  sommes  se  compose  d'un 
seul  nombre  a,  et  k  point  z  est  le  centre  unitjuc  du  ]ilus  petit  ensemble  con- 
vexe et  fermé  3l\  contenant:  3  1'^. 

Le  théorème  plus  général  qui  résume  toute  la  théorie  est  le  suivant  : 

Pour  que  le  système  dénombrable  V  soit  sommable,  il  /ont  et  il  suflit 
que  l'ensemble  F  admette  la  limite  unique  o  et  que  le  système  l\  des  sommes 
partielles  soit  à  extension  symétrique.  .S'/'/  en  est  ainsi,  et  si  r  est  la  classe 
de  .V,,  l'ensemble  ■?.l\  possède  des  centres  qui  forment  une  multiplicité 
linéaire  à  r  dimensions.  Cette  multiplicité  représente  le  domaine  des  sommes 
de   F. 
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Les  conditions  indiquées  sont  évidemment  nécessaires.  Le  théorème  est  vrai 
pour  /•  =  0,  cas  où  I\  est  absolument  borné.  Le  cas  générai  se  ramène  assez 
facilement  au  cas  de  /•  =  n.  Tout  revient  donc  en  somme  à  démontrer  que,  si  r 
a  pour  unique  limite  o  et  si  T ^  est  totalement  non  borné,  tout  nombre  com- 
plexe peut  être  regardé  comme  somme  d'une  série  formée  de  tous  les  élé- 
ments de  r. 

L'auteur  range  pour  cela  les  nombres  de  r  dans  un  ordre  déterminé 

To>       Yl'        ■  •  •  ■>       T;.J        •  •  ■  ■ 

il  désigne  par  g^  la  borne  supérieure  de  l'ensemble 

on  a  par  hypothèse 

\\mg^=o. 

Cela  posé,  soit  s  un  nombre  arbitrairement  donné;  il  résulte  d'un  lemme  pré- 
cédemment démontré  qu'on  peut  trouver  une  somme  partielle  -^  contenant  y» 
€t  satisfaisant  à 

I  -0— -l=«s'u; 

on  peut  ensuite  trouver  une  somme  partielle  -,  formée  des  éléments  de  F  qui 
n'entrent  pas  dans  z,,,  contenant  le  premier  de  ces  éléments  et  satisfaisant  à 

et  ainsi  de  suite.  La  série 


est  évidemment  convergente  et  a  pour  somme  7.  Il  résulte  en  outre  d'un  autre 
lemme.  démontré  précédemment,  qu'on  peut  ranger  les  éléments  de  F  qui 
entrent  dans  Zj.  dans  un  ordre 

Tu.    r«,     •■■>    yf-Pk^ 
tel  que  l'on  ait 

lrH-^T».^---+Twl=^''»'-'         (/  =  >. a,. ..,/>,). 

Il  résulte  de  là  qu'en  explicitant  chaque  somme  partielle  -^  dans  l'ordre  indiqué, 
on  obtient  une  série  formée  des  éléments  de  F  et  qui  a  pour  somme  le  nombre 
donné  î.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

{A  suivre.  ) 

IVeyl  (U.).  —  Stir  le   problème  des   valeurs  ati\   limites  dans  la 
théorie  des  radiations  et  sur  les  lois  asyinploliqiies  du   spectre 

(177-202). 

1.  Dans  une  Note  parue  dans  le  même  journal   (t.  CXLI,  p.    iG3;   voir   Bul- 
letin, 2*  série,  t.  WXVII,  1910,  p.  iiSg).   l'auteur  s'est  occupé    de    l'intégration 

de  l'équation 

AU  4-  AU  =  o  (a  =  const.  ) 

dans  un  domaine  .1    de    l'espace,  U  désignant  un    champ  de   vecteurs    inconnu 
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satisfaisant  sur  les  parois  C"^  de  .)  à  l'un  des  deux  systèmes  de  conditions 

,  ,  ,   (hi  .  , 

(i)  U  normal,  —  tansentiel; 

à\l 
(2)  U  tanL'entiel,  — -  normal. 

an 

Il  a  comparé  ces    deux  problèmes,  d'une  part  avec  le  problème  de    la   mem- 
l>rane  à  trois  dimensions 

Am  -h'ku  —  o  dans  J  ;         w  =  o  sur  les  parois, 
d'autre  part,  avec  le  problème  acoustique 

Am  +  Ait  =  o  dans  J  ;        .-r—  =  0  sur  les  parois. 
an 

et  a  démontré  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Le  problème  (i)  admet,  au-dessous  d'une  /imite  donnée, 
au  moins  trois  fois  autant  de  nombres  fondamentaux  X  que  le  problème  de 
la  membrane  à  trois  dimensions. 

TuKORi'-;.ME  II.  —  Le  problème  (2)  admet,  au-dessous  d'une  limite  donnée, 
au  plus  trois  fois  autant  de  nombres  fondamentaux  X  que  le  problème 
acoustique. 

Ces  résultats  mathéinaliques  sont  à  l'abri  de  toute  objection.  Mais  Fauteur 
avait  cru  à  tort  que  les  problèmes  (i)  et  (2)  étaient  identiques  aux  problèmes 
qui  se  posent  dans  l'étude  des  radiations  à  l'intérieur  d'une  cavité.  Suivant  une 
remarque  de  M.  Levi-Civita,  il  n'en  est  rien.  Le  problème 

(i^)         Aè  -f-  X»l^  =  o,  dans  J  ;         *L"  normal,         div  vL"  =  o  sur  les  parois, 

où  le  vecteur  C  désii;ne  l'intensité  du  cliamp  électrique,  comporte  des  condi- 
tions aux  limites  qui  ne  sont  pas,  comme  l'auteur  l'avait  cru.  éiiuivalentes  aux 
conditions  (i). 

L'auteur  reprend  le  problème  (i^^)  et,  sans  avoir  besoin  de  le  comparer  au 
problème  acoustique,  ii  retrouve  essentiellement  les  mêmes  résultats.  En  parti- 
culier, le  problème  (i^)  admet  une  infinité  dénonibrable  de  nombres  fonda- 
mentaux 7-  qui  sont  tous  positifs  à  ^exception  de  h  d'entre  eux  qui  sont 
nuls,  si  l'on  suppose  la  cavité  i  limitée  par  A -f- i  surfaces  séparées.  Déplus 
il  y  a,  au-dessous  d'une  limite  donnée,  au  moins  trois  fois  autant  de  nom- 
bres •s,^  que  de  nombres  fondamentaux  pour  le  problème  de  la  membrane. 
Enfin,  on  a  la  loi  asymptotique 


n—  00      :,  \    J     / 


Des  résultats  analogues  peuvent  s'établir  pour  le  problème   relatif  au  cliamp 
nagnétique 

(2,)       aOIL -t- XrllL  =  o;         .'Te  tanj^entiel,  curi  '^W.   normal,  sur  les  parois. 
L'auteur  démontre  (pic,  si  le  domaine  J  est  convexe,  le  problème  (;>,)  admet. 
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au-dessous  d'une  limite  déterminée,  au  plus  trois  fois  autant  de  nombres  fon- 
damentaux que  le  problème  acoustique. 

Pour  traiter  le  problème  (i^),  l'auteur  s'appuie  sur  une  identité  qui  présente 
une  certaine  analogie  avec  une  des  formules  de  Green  et  qu'on  peut  écrire 

/    (  curlu  curlu -;- divu  divu -t- u  .iu)  ^«  = —  /    (  [  n,  u  J  curl  d -i- «/    divo  )  f/o, 
Ji  J(-} 


où  dp  désigne  l'élément  de  volume  de  J  et  do  l'élément  de  surface  de  O.  Il  est 
fait  usage  des  notations  vectorielles,  le  produit  géométrique  (intérieur)  de 
deux  vecteurs  u  et  u  est  désigné  par  u.  d,  le  produit  extérieur  par  [u,  d],  le  tour- 
billon du  champ  de  vecteurs  u  par  curi  u,  la  projection  normale  de  u  par  m„; 
enfin  on  a  posé 

(Jti^        àUy        du, 

ôx         ôy         <)z 


divu 


Dans  le  cas  du  problème  (i^;),  les  conditions  aux  limites    peuvent  être  rem- 
placées par  les  suivantes  : 

o  normal,     — K  c-  tangenliel, 

fjn 

en  désignant  par  K  le  double  de  la  courbure  moyenne  de  la  surface  0. 


"2.  L'auteur  passe  à  la  démonstration  des  théorèmes  annoncés.  La  détermina- 
tion du  signe  des  nombres  fondamentaux  du  problème  (i^)  repose  sur  la  rela- 


./ 


[(curI  vJ  )--(-  (div»L"  )-- 


dp 


les  nombres  a  sont  positifs  à  moins  que  J  ne  soit  limité  par  plusieurs  surfaces, 
auquel  cas  un  certain  nombre  des  X  pourrait  être  nul. 

Le  problème  (i^)  se  ramène  à  une  équation  intégrale  dont  le  noyau  est  un 
certain  tenseur  de  Green 


r  =  v{p,p')  = 


G^.^ 

^..>- 

t%: 

G,,. 

'\r 

G,, 

= 

G,,. 

G^, 

c,„ 

-T- A, 


où  G  est  la  fonction  de  Green  relative  au  problème  de  la  membrane  et  A  une 
certaine  matrice  dont  chaque  colonne  peut  être  déterminée  comme  solution 
d'un  problème  analogue  à  (i»),  mais  où  la  divergence  du  vecteur  inconnu,  au 
lieu  d'être  nulle  sur  les  parois,  est  égale  à  une  fonction  connue.  Le  noyau  V  est 
symétrique.  La  connaissance  du  tenseur  r  permet  de  résoudre  le  problème  non 
homogène 

par  la  formule 


L'application  du  théorème  de   Hilbert  au    noyau    symétrique    V  est  possible, 
»ràce    à   des    inégalités   qui   expriment  que    chacun  des  éléments  des  matrices 
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A  (/?, /?')  et  r{p,p')  est  inférieur  en  valeur  absolue  au  rapport  d'un  facteur 
constant  à  la  distance  des  points  p.  p  .  Les  nombres  fondamentaux  a,  forment 
donc  une  suite  discrète. 

Le  théorème  d'après  lequel  il  y  a,  au-dessous  d'une  limite  donnée,  au  moins 
trois  fois  autant  de  nombres  fondamentaux  pour  le  pi'oblème  (i,)  que  pour  le 
problème  de  la  membrane  est  une  consé([uence  du  théorème  d'après  lequel  les 
nombres  fondamentaux  a  du  noyau  A  sont  tous  positifs.   Or,  l'égalité 

u  (  /?  )  =  a   /  \{p,  p)\i{p')dp' 
entraine  la  suivante  : 

/    [  (  curl  u  )^  -t-  (  d i  V  u  )-  ]  f//?  =  4  ~ 31  /    ""  dp. 

3.  L'auteur  complète  les  résultats  précédents  dans  le  cas  où  le  domaine  J  est 
limité  par  plusieurs  surfaces. 

Le  développement  du  noyau  A  (/?,  p')  suivant  les  fonctions  fondamentales 
normales  lui  permet  alors  de  démontrer  facilement  une  inégalité  de  la  forme 

>  1      »     ■ 
*"=  C  log«' 

celte  inégalité  prouve  que  —  décroit  infiniment  plus  vite  que  n    ■*  et  par  suite 

que  l'addition  de  A  au  tenseur  r„  ne  change  pas  la  loi  asyniptotique  des  nombres 
fondamentaux;  les  résultats  obtenus  dans  la  iNote  précédente  de  l'auteur  sont 
ainsi  justifiés. 

4.  L'auteur  démontre  par  continuité  que,  si  Ion  passe  des  conditions  aux 
limites  du  problème  (2)  à  celles  du  problème  (2^).  la  quantité  des  nombres  fon- 
damentaux inférieurs  à  une  limite  donnée  ne  cesse  pas  d'être  au  moins  égale  à 
celle  des  nombres  fondamentaux  du  problème  acoustique.  Mais  la  démonstra- 
tion suppose  le  volume  J  convexe. 

5.  L'auteur  démontre  que,  si  l'on  désigne  par  x,,  le  «ifnie  nombre  fondamental 
du  problème  de  la  membrane,  on  a  pour  a,,  la  valeur  asyniptotique 


m' 


,<  1      •  •  ■      11        •  I      log  « 

et  que  Terreur  relative  commise  est  de  1  ordre  de  • 

Dans  le  problème  acoustique   et    le   problème   des   radiations,    la    méthode 
actuelle  de  l'auteur  donne  des  résultats  un  peu  moins  précis;  elle  conduit  pour 


limite  supérieure  de   l'erreur  relative  à  une  expression  de  l'ordre  de 


6.  Les  résultats  précédents  s'étendent  à   l'équation    dillércnlicllc,  identique  à 
son  adjointe, 

A«  —  (]U  -i-  X/.«  =  o, 

où  A(>o)  et  y  sont  des  fonctions  données  continues  dans  J. 
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D'abord,  si  l'on  prend  pour  q  deux  fonctions  difTérentes  <]'  et  q",  la  diffé- 
rence W,i—^îi  entre  les  niâmes  membres  fondamentaux  correspondants  reste 
constamment  comprise  entre  deux  limites  (ixes,  le    minimum    et  le   maximum 


de 


q  -q 


A- 

Si  alors  on  prend  ^  =  o,  et  si  l'on  désigne  par  «(*>  (  L  )  le  nombre  des  nombres 
fondamentaux  inférieurs  à  L,  on  a  la  loi  asymptotique 


n'^HL)^  ^^vJ^{A{p)ydp. 


Hohr  [Harald).  —   Sur  la  convergence  uniforme  des  séries  de 
Dirichlet  (2o3-:>.  i  i). 


Soit 
une  suite  de  nombres  réels  et  soit 


(JL'".'"  =  ") 


une  série  de  Dirichlet   possédant  un  domaine  de  convergence.  11  existe  quatre 
droites  importantes,  d'abscisses  A,  B,  C,  D,  associées  à  cette  série. 

La  droite  t  =  A  est  caractérisée  par  cette  propriété  que  la  série  est  conver- 
gente quand  la  partie  réelle  s  de  5  est  supérieure  à  A,  divergente  quand  s  est 
inférieur  à  A.  De  même,  la  série  est  absolument  convergente  pour  3  >  B,  non 
absolument  convergente  pour  5<B.  La  série  est  uniformément  convergente 
dans  le  demi-plan  7  >  C -1- £,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  s,  et 
non  uniformément  convergente  dans  le  demi-plan  3  >  C  —  e.  Enfin,  si  /(s  'i  est 
la  somme  de  la  série,  la  fonction /(s)  est  régulière  et  bornée  pour  s  >  D  H-  e, 
mais  pas  pour  s  >  D  —  s. 

On  a  évidemment 

A  I  C  ^  B. 

1.  L'auteur  suppose  d'abord  que  la  suite  des  7v,  satisfasse  à  la  condition  qu'il 
existe  un  nombre  fini  l^o  tel  que,  pour  chaque  valeur  positive  de  0,  on  ait 

i_^  =0(eV'-^^'). 

S'il  en  est  ainsi,  et  si  la  série  de  Dirichlet  possède  un  domaine  de  conver- 
gence, on  a 

C=  D. 

2.  L'auteur  suppose  ensuite  que  la  série  des  X,  satisfasse  à  la  condition 

,.       Iog« 

Il  m    — :- —   =  o. 
,.  —  ^     /^.. 
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Cette  condition  est  équivalente  à  la  suivante    :    la  largeur  de  la  bande  de  con- 
vergence non  absolue  est  nulle,  c'est-à-dire  A  =  B  =  C. 

S'il  en  est  ainsi,  la  valeur  commune  de  A,  B  et  C  est  égale  à  D.  On  généra- 
lise ainsi  une  propriété  bien  connue  de  la  série  de  puissances  qui  correspond 
au  cas  particulier  de  a„  =  n. 

Horn  (J.).  —  Sur  la  manière  dont  les  intégrales  d'une  équation 
dilTérentielle  linéaire  du  premier  ordre  se  comportent  au  voisi- 
nage d'un  point  d'indétermination  (212-2Î0). 

Dans  deux  articles  précédents  (même  journal,  t.  CXX  et  CXXII),  l'auteur 
avait  considéré  réquatit>n  différentielle 

dr 

où  A  est  un  entier  positif,  g  {x)  un  pol)'nome  entier  de  degré  A", 
g{x)  =  i^t- a^x -\-. .  .-^  a^x", 

et    h  {x)    une    série  entière    convergente.  Cette  équation  est  vérifiée  formelle- 
ment par  une  série  entière,  en  général  divergente. 


«=2 


r„  X". 

n  —  O 


Il  existe  alors  A  intégrales  t,,„  de  l'équation  différentielle  dont  chacune  est 
représentée  asymptotiquement  par  la  série  précédente  au  voisinage  de  l'origine, 
mais  à  l'intérieur  d'un  secteur 


\m~ ho  ■.!  «i  T  H S 


A 


(w  =  o,  1 A  —  1), 


0  désignant  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  veut. 

L'auteur  se  propose  de  compléter  ces  résultats  en  s'inspirant  de  rocherclies 
récentes  de  Watson  sur  les  séries  asymptoti(iues  {Pliilosophical  Transactions, 
1911), 

1.  L'auteur  démontre  d'abord  que  les  coefficients  de   la  série  S  satisfont  à  la 

condition 

1 

|c„||A(«!)Mi-+-c-)". 

où  A  et  î  sont  des  nombres  positifs  indépendajits  de  «,£  étant  aussi  petit  qu'on 
veut. 

On  peut  alors  poser 

•f,„_  =  c, -f-  C,a;  -(-.  .  .-H  C„.r''-l-  vj^'n^j;"-"  (  m   =  (),  I,  .  .  .,  A    -   l)  ; 

ce  qui  est  intéressant  c'est  de  trouver  une  limite  supérieure  du  coefficient  y^/"'. 
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Désignons  pour  cela  par  /•  un  nombre  inférieur  au  rayon  rie  convergence  de  la 

....  ,  .3-  .. 

série  entière  h  (x).  par  o  un  angle   compris  entre  o    et    — ,    par   5'   un    angle 

positif  inférieur    à    la    fois  à  i  el  à   t:.  Si,  dans  ces  conditions,  x  satisfait  aux 
inégalités 

\x\  ~r  v^sinô', 


ini—  -^ 

<            <                   2 

—  0 

_arga7  = 

ItL-'UkC»!)*  (17=) 


où  B  et  c  scnl  des  nombres  positifs  indépendants  de  /(.  le  nombre  e  étant  aussi 
petit  qu'on  veut. 

Dans  le  cas  particulier  A=i,  on  peut   mettre    les   résultats  précédents  sous 
une  autre  forme.  On  a,  sous  les  mêmes  hypothèses, 

|c„|i.l^(|a|+i)..-(|a|-f-«-i), 

lTJ  =  l'''(l«l  +  ')...(|«|-l-«)(sine')-", 

où  eId  et  Vi\i  sont  indépendants  de  n.  et  où  a  est  le  coefficient  de  x  dans  g{x). 

l.  L'auteur  suppose  dans  ce  paragraphe  k  =  i.  L'intégrale  t,  dont  il  est  ques- 
tion plus  haut  peut  se  déduire  facilement  de  la  fonction 

Vc„t" 

n  =  0 

associée  par  Borel  à  la  série  S.  La  théorie  de  Watson  montre  en  elïet  qu'on  a, 
dans  un  certain  domaine  du  plan  de  la  variable  x, 


~r 


i-  e    ■'  dt. 


L'auteur  démontre  directement  celte  formule.  La  fonction  v  satisfait  à  l'équa- 
tion difTérentielle 

71=  1 

elle  n'admet  à  distance  finie  que  le  point  singulier  t  = — i.  Dans  le  secteur 

|arg/||--6        (..<6<T), 


dy 
dt 


"  I  ~       \ sm6 / 


où  c  est  un  nombre  positif  arbitrairement  choisi,  7' un  nombre  plus  grand  que 
l'inverse  s  du  ravou  de  convergence  de  la  série   h(x).  K  un   nombre  suffisam- 
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ment  grand  indépendant  de  n  et  de  <.  L'intégrale  de  Laplace 


T,  =  -    /       V  e     '■  cit. 


étendue  à  la  demi-droite  d'argument  oj  (  w  <  x),  est  convergente  dans  le  cercle 
défini  par  l'inégalité 

partie  reelie  —  >  z: 

X 

les  intégrales  de  Laplace  correspondant  aux  valeurs  de  u  comprises  entre  —  — 
et  -I-  -  représentent,  dans  la  partie  du  plan  formé  des  aires  des  cercles  corres- 
pondants, l'intégrale  t,  de  l'équation  donnée. 

3.  L'auteur  revient  au  cas  général  pour  lui  appliquer  les  résultats  précédents. 

•2  71/ 

Soient  a=  e  *  et  ç  =^x^.  Les  intégrales  t,„,  peuvent  s'exprimer  au  moyen  de 
A  fonctions  »  (ç)  par  les  formules 

A-l 

p  =  0 


valables  pour 

On  a,  pour 

I  ?  I  -/•*  sinS 
la  formule 
avec 


3- 

2 
-HTSX  =  


I  argS  I  =  —  —  0  |o  <  o'-  :  T,  o  <  ô<  -^,  S'<6y 


Les  fonctions  associées  de  Borel 

I'     jL      ni 

n  =  0 

satisfont  aux  équations  didérentielles 

{kt^\)r  -f.(q^-4-^)»   +«,       ''-'^■■. 
dl  '  dt 

'   dt  i>+     '   i  '   '   c+i      ^^  ^,j  —  ,  j  ? 

(/>    =    '>,    '.    •',    ...,/.—!)• 

Klles  n'ont  à  distance  finie  que  le  point  singulier  t  =  —  -;  dans  le  secteur 
|arg<|f---0         (o<0<z), 
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d"v., 


L'intégrale  de  Laplace 


I   di'    I  "       \     sin'J     / 


étendue  à  la  demi-droite  d'argument  w  (compris  entre  — ii  et  +7:),  est  con- 
vergente  quand  la  partie  réelle  de  —  est  supérieure  à  7,  et  y  représente  la 
fonction   '■?(?), 

4.  Il  est  possible  de  développer  les  intégrales  t,,„  en  séries  convergentes  de 
facultés,  en  s'appuyant  sur  des  théorèmes  de  Watson  {Rendiconti  di  J'alermo, 
t.  XXXIV).  C'est  ainsi  que,  dans  le  cas  A"  =  i,  on  a  un  développement  de  la 
forme 

C.. 


•^.=y 


Me" 

n  =  0  ' 


\         /  M  e-  \ 


valable  à  l'intérieur  du  cercle  de  centre  -  e""  et  de  rayon  -•    On    a    des  déve- 

2  ■'2 

loppements  analogues  pour  »  (^  et  par  suite  pour  les  t,„,  ,  dans  le  cas  où  /.est 
quelconque. 

Stu/'ni  (Rudolf).  —  Détîionstralioiî  de  l'existence  du  point  dont 
la  somme  des  distances    à  quatre    points    donnés    est    mininia 

(241-249)- 

Dans  ce  même  journal  (t.  XGVII,  188^,  p.  f^j),  l'auteur  s'est  occupé  du  pro- 
blème du  minimum  de  la  somme  des  distances  d'un  point  variable  à  quatre 
points  donnés.  Il  a  démontré  que  ce  minimum  a  lieu  pour  l'un  des  sommets 
du  tétraèdre  formé  par  ces  quatre  points  si  Vexcès  de  ce  sommet  (c'est-à-dire 
la  dill'érence  entre  la  somme  des  faces  du  trièdrc  formé  par  les  arêtes  issues  de 
ce  sommet  et  180")  est  au  moins  égale  à  180°.  Si  les  excès  des  <)uatre  sommets  sont 
tous  inférieurs  à  180°,  le  point  M,  s'il  existe,  qui  correspond  au  minimum, 
jouit  des  propriétés  suivantes  : 

Il  est  à  l'intérieur  du  tétraèdre;  de  plus,  les  quatre  demi-droites  a,  b.  c,  d 
qui  le  joignent  aux  quatre  points  donnés  A,  B,  C,  D  sont  telles  que  l'angle  de 
deux  quelcon(|ues  d'entre  elles  est  égal  à  l'angle  des  deux  autres,  que  les  bis- 
sectrices de  ces  deux  angles  égaux  sont  dans  le  prolongement  l'une  de  l'autre 
et  que  les  trois  droites  indéfinies  qui  portent  les  bissectrices  des  six  angles  des 
quatre  demi-droites  a,  h,  c,  d,  prises  deux  à  deux,  sont  deux  à  deux  rectangu- 
laires. 

La  ligure  formée  par  les  quatre  demi-droites  a,  6,  c,  d  contient  ainsi  quatre 
trièdres  d'excès  égal  à  180°  et  ces  quatre  trièdres  sont  superposables. 

S'il  existe  un  point  M  jouissant  des  propriétés  précédentes,  il  réalise  le 
minimum  cherché.  Le  présent  article  est  consacré  à  la  démonstration  de  l'exis- 
tence de  ce  point.  L'auteur  s'appuie  sur  la  considération  du  lieu  des    points    P 
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tels  que  le  trièdre  obtenu  en  joignant  le  point  P  à  trois  points  fixes  A.  B,  C 
ait  un  excès  égal  à  iSo". 

Remak  (/?•).  —  Calcul  de  la  solution  de  l'équation  de  Pell,  en 
s'appujant  sur  la  démonstration  d'existence  de  Dirichlet  (ajo- 
254). 

Dirichlet  a,  sans  faire  appel  à  la  théorie  des  fractions  continues,  démontré 
l'existence  d'une  solution  non  triviale  de  l'équation  de  Pell 

/-  —  Du-  =  I  : 

mais  on  ne  peut,  de  sa  démonstration,  tirer  aucune  méthode  directe  pour  cal- 
culer la  plus  petite  solution  positive  T.  L.  L'auteur  montre  qu'on  peut  pré- 
senter la  démonstration  de  Dirichlet  de  manière  que  la  possibilité  de  ce  calcul 
s'en  déduise. 

A  chaque  nombre  entier  positif  m  on  peut  facilement  faire  correspondre, 
parmi  tous  les  couples  de  deux  entiers  positifs  a,  b.  le  second  étant  au  plus  égal 
à  m,  le  couple  a,„,  b,n  pour  lequel  a,„  —  b„i  ^'D  est  le  plus  petit  possible  en 
valeur  absolue.  On  a  l'inégalité 

|a;„-*/«D  i|[v/4D], 

en  désignant  par  [x]  la  partie  entière  de  x. 

Si  nl^  est  un  entier  donné,  on  peut  d'autre  part  déterminer  un  entier  ni^  tel 
que  bm^y-  b,n,-  Il  suffit,  pour  cela,  que  Ton  ait 

En  prenant  alors  m,^— i.  rn,=  {\_\/^^^  +')^>  on  a 

biiiii+i  1>  bi/i^. 

Soit  A  =  2  [^/4D]^.  Les  A-hi  nombres  bm„.  ...,bni  donnent  au  moins 
[v4  D]^  4- 1  fois  la  même  valeur  pour  a',n,  —  bm^D  ;  soit  A  celte  valeur. 
Parmi  les  [y4D]^  +  i  couples  {a,  b)  correspondants,  il  y  en  a  au  moins  deux 
(a',  b')  et  (a",  b")  qui  sont  congrus  (mod  A).  Dans  ces  conditions,  on  peut 
poser 

ia'—  b'  v^D)  {a"+b"  y'T))  =  k{l  H-  ii  y/î)). 

t  et  u  étant  entiers,  et  l'on  a 

P—  Du-=i. 
On  a  du  reste 

/<([v/4l^]-^0^"'. 

Ostrows/u  (A .).  —  Sur  quelques  questions  de  la  tliéorie  générale 
des  corps  (255-284). 

1.   Dans  un  article  récent  (  même  journal,  t.  (".\L1I,  p.    "ii),  .M.  Kiirsch^ik    u 
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introduit  dans  la  théorie  des  corps  une  nouvelle  notion,  celle  de  valorisation. 
Valoriser  un  corps  K  c'est  faire  correspondre  à  chaque  nombre  a  de  ce  corps  un 
nonnbre  réel  positif  ||  a  ||,  nul  si  a  est  nul,  de  telle  manière  que  l'on  ait 

Il  H-a||<i  +  ||a||, 
Wa.bW  =  liai!  .i|6||. 

Un  corps  valorisé  est  dit  parfait   lorsque    toute  suite    infinie   fondarnentale 

admet  une  limite  :  la  suite  est  dite  fondamentale  lorsque  H  a„_^  — a,J|  peut 
être  rendu  aussi  petit  qu'on  veut  pour  n  suffisamment  grand,  q  étant  quel- 
conque; la  suite  est  dite  admettre  la  limite  A  lorsque  ||  A  —  a„|l  tend  vers  zéro 
pour  n  infini. 

Kurschâk  a  démontré  que  tout  corps  valorisé  peut,  par  l'adjonction  d'élé- 
ments nouveaux  convenablement  choisis,  être  prolongé  en  un  corps  valorisé, 
algébriquement  fermé,  parfait;  un  corps  est  dit  algébriquement  fermé  lorsque 
tout  polynôme  algébrique  est  décomposable  en  un  produit  de  facteurs  linéaires 
(dont  les  coefficients  appartiennent  au  corps).  Kurschâk  valorise  le  prolonge- 
ment algébrique    d  un    corps   K    en  donnant  à  chaque  nombre  x  du  corps  pro- 

1 
longé  la  valorisation  llc/|l",  où  a  est  le  terme  constant   de  l'équation,  irréduc- 
tible en  K  : 

X" -\-. .  .-\-  a  =  o, 

à  laquelle  satisfait  a. 

Il  peut  arriver  que  le  plus  petit  prolongement  algébriquement  fermé  dun 
corps  K  ne  soit  pas  parfait;  kurschâk  pose,  en  particulier,  la  question  de  savoir 
s'il  en  est  ainsi  pour  le  corps  K  des  nombres  rationnels  /?-adiques.  L'auteur 
démontre  dans  cet  article  que,  pour  que  le  pluspelt  prolongement  algébrique- 
ment fermé  d'un  corps  parfait  K  soit  parfait,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  prolon- 
gement soit  fini  par  rapport  a  K.  .Mais  avant  de  démontrer  ce  théorème 
général,  il  démontre  directement  que  le  plus  petit  prolongement  algébriquement 
fermé  du  corps  des  nombres  rationnels  /j-adiques  nest  pas  parfait. 

A  cet  effet,  il  forme  une  série 


\    aepef)^.. 


où  les  a,,  sont  pris  parmi  la  suite  des  entiers  o,  1,  ...,/>  — 1,  et  où  les  jj^  sont 
définis  comme  racines  des  équations  irréductibles 

Pc     —  P-> 
les  m^.  étant  des  entiers  qui  satisfont  aux  inégalités 

La  suite  des  sommes  partielles  de  la  série  considérée  est  fondamentale,  mais 
la  limite  de  celte  suite,  si  elle  existe,  ne  satisfait  à  aucune  équation  algébrique 
dans  le  corps  K  (/>)  :  c'est  un  nombre  /;-adique  transcendant. 


ii8  SECONDE   PARTIE. 

"2.  Pour  démoiilrer  son  tliéorcme  général,  rauteur  va  s'appuyei-  sur  la  notion 
de  peimutation.  Étant  donnés  un  premier  corps  K  et  un  second  corps  iK  con- 
tenant K,  on  dit  qu'on  a  une  perinulalion  de  K  lorsqu'on  a  fait  correspondre  à 
tout  nombre  de  K  un  nombre  de  ^,  celte  correspondance  respectant  les  opéra- 
tions de  l'addition,  de  la  soustiaction,  de  la  multiplication  et  de  la  division. 
Toute  permutation  laisse  invariants  les  nombres  rationnels. 

Étant  donnés  un  corps  K  et  un  de  ses  prolongements  A.  on  peut  étudier  les 
permutations  <l  du  corps  A  qui.  appliquées  aux  éléments  de  K,  produisent  le 
même  effet  qu'une  permutation  donnée  .f  de  K  :  ces  permutations  à  sont  dites 
des  multiples  de  ». 

A  ce  point  de  vue,  Tauleur  s'occupe  d'abord  du  cas  où  A  est  un  prolongement 
fini  àe  première  espèce  :  on  entend  par  là,  avec  Steinitz,  que  l'équation,  irré- 
ductible dans  K,  à  laquelle  satisfait  un  nombre  quelconque  de  A,  a  ses  racines 
toutes  distinctes.  Dans  ce  cas,  il  existe  des  permutations  6  multiples  de  9  et 
leur  nombre  est  égal  à  l'ordre  de  A  par  rapport  à  K.  Si  9  est  la  permutation 
identique,  les  corps  ^1>  (  A)  sont  les  conjugués  de  A  par  rapport  à  K. 

Le  prolongement  fini  de  première  espèce  A  est  dit  normal  s\  A  co'incide  avec 
ses  conjugués,  ou  encore  si  toute  équation  algébrique  irréductible  dans  K  et 
admettant  une  racine  dans  A  a  son  premier  membre  décomposable  dans  A  en 
un  produit  de  facteurs  linéaires.  Cette  dernière  propriété  peut  servir  de  défini- 
tion aux  prolongements  normaux,  même  in/inis. 

Cela  posé,  Tauteur  démontre  d'une  manière  générale  que  si  le  corps  U  est  un 
prolongement  algébrique  normal  infini  de  première  espèce  du  corps  K,  et 
si  »  est  une  permutation  de  K,  il  y  a  au  moins  une  permutation  ^J^  de  U  qui 
soit  multiple  de  9.  II  y  en  a,  du  reste,  une  infinité.  Ce  théorème  est  démontré 
en  utilisant  les  axiomes  de  Zermelo. 

11  est  complété  par  l'examen  du  cas  d'un  prolongement  quelconque. 

Une  conséquence  particulière  des  résultats  obtenus  permet  de  répondre  à  une 
question  posée  en  1900  par  Dedekind  sur  l'existence  de  certaines  permutations 
du  corps  des  nombres  réels  :  c'est  ainsi  qu'on  peut  affirmer  l'existence  d'une 
infinité  de  permutations  du  corps  des  nombres  réels  changeant  -i-  v'â  en  —  \i^. 

3.  L'auteur  arrive  maintenant  à  la  recherche  des  prolongements  algébrique- 
ment fermés  des  corps  parfaits.  Il  démonlrc  d'abord  trois  lemmes  : 

1°  Tout  prolongement  fini  de  première  espèce  d'un  cor/)s  parfait  est  par- 
fait; 

■?.°  Tout  prolongement  algébrique  infini  de  première  espèce  d'un  corps 
parfait  n'est  pas  parfait  ; 

3°  Si  le  plus  petit  prolongement  algébriquement  fermé  M  d'un  corps  par- 
fait K  est  infini,  il  existe  un  corps  .N  contenu  dans  M  et  prolongement  algé- 
brique infini  de  première  espèce  de  K. 

Ces  trois  Icinmes  démontrent  le   tliéi)rème  général  annoncé  : 

Pour  que  le  plus  petit  prolongement  algébriquement  fermé  d'un  corps 
parfait  soit  parfait,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  fini. 

Les  démonstrations  supposent  eS'^cnticllcMicnt  que  les  i)r<)li>ngcment>  d'un 
corps  valorisé  K  sont  valorisés  suivant  le  procédé  de  Kurschnk,  ou  tout  au 
moins  que  deux  éléments  qui  satisfont  à  la  même  éi|uation  irréductible  dans  K 
fjnt  la  mètiie  valorisation. 
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Koschmieder  i Lolhar).  —  Application  des  équations  intégrales 
à  lin  problème  de  thermo-élasticité  (280-293). 

L'équation  linéaire  de  la  propagation  de  la  chaleur  de  Fourier  fournit 
l'exemple  physique  le  plus  simple  dune  équation  intégrale  homogène  à  noyau 
symétrique.  Si  l'on  admet  que  les  molécules  entrent  en  vibration,  on  obtient 
le  problème  linéaire  de  Duhamel,  qui  fournit  l'exemple  physique  le  plus  simple 
d'une  équation  intégrale  homogène  à  noyau  dissymétrique,  et  qui  soulève  le 
problème  du  développement  correspondant  d'une  fonction  arbitraire. 

Le  problème  de  Duhamel  est  défini  par  les  équations 

f)\  _     ^(f-\  (Pu 

r)t    ~        ()x-  ()X  (Jt 

»\  ,  Ô-  Il    _ 

ilX  <)x-  ' 

avec  les  conditions  aux  limites 

vr-'  =  o, 

du 

f)X 


=  o; 


X  désigne  la  distance  à  l'origine  de  la  barre  supposée  de  longueur  i,  t  désigne 
le  temps.  V  la  température  et  u  l'élongation  élastique. 

On  obtient  des  solutions  particulières  du  problème  en  posant 

\    =C   e       i'->-(2       n-c-i\nn-x 
"         "  (/j  =1.  2,  3,  ...). 

n-  f-n-7:- 

M„=:C„e       i'--^r-      (,  —  cos/i-o;) 

Si  l'on  se  donne  l'étal  initial 

Vl'=»=M(a:).         u\'="-\{x). 

il  s'agit  de  développer  les  deux  fonctions    M  {x)   et  .N  {x)  en  séries  procédant 
respectivement  suivant  les  termes  V„  et  «/„. 

La  fonction  X„  satisfait  à  l'équation  intégrale,  à  noyau  dissymétrique, 

\Jy)=\f    \,,{x)W{x,y)dx        (\,=  n'r.-), 

où  l'on  a  posé 

K(x,  y)  =  X —  r— ^,         x  <y, 

\\{x.  y)  =  '—>         x> y. 

La  fonction  conjuguée  .\„  =  —  C„cos/iT: /•,  satisfait    de  son  côte   à   l'équation 
intégrale 


\,_  (y  )  =  \    r    .\,. {x)W (V,  X )  dx. 


2b  SIÎCONDE  PAirriE. 

Toute  fonction  <t>  (y)  continue,  admettant  une  dérivée  première  continue  et 
une  dérivée  seconde  continue  sauf  en  un  nombre  fini  de  points,  est  représen- 
table  sous  la  forme 


'ï'(r)  =  /     \<{x,y)/{x)dx. 


De  même  toute  fonction  ^'  {y)  jouissant  des  mêmes  propriétés,  mais  telle  qu'on 
ait  en  outre 


r-- 


(  a  )  f/ot  =  0, 


est  représentable  sous  la  forme 

^^'iy)=  I      K{y,x)gix)  dx. 

Dans  ces  conditions,  les  deux  fonctions  sont  développables  en  séries  de  fonc- 
tions fondamentales.  Pour  avoir  ces  fonctions  fondamentales,  lauteur  calcule 
le  noyau  résolvant  Y  {x,  y)  de  K(a:,  y);  on  obtient 

cos  \/\ ( I  —  x^  —  cos  \i\x  ces  \j\ ( I  —  V ) 

Y{x,y)=  ^-^ ^-^= ^— ^ —^  x<y, 

\  A  sin  ^  A 

'  —  cos  v'a  y  x-  , 

I  {x^  y)  =  — ;; —^  cos  v  A  (  I  —  a:  ) ,  xy-  y. 

\  A  sin  y  >> 

En  décomposant  cette  fonction  méromorplie  do  A  en  élément  simples,  on  trouve 
facilement 

1-  «  - 

^  —  y/a  cosinzx  v^2  (i  —  cos,n~y) 
T{x,y)-2_^  „.^2_^ ' 


d'où,  en  particulier  pour  >v  ^  o, 

1,»         ,-  ,-  i.«  — 

>  _  V''  —  V^  cos«- j;  V"  (•  —  cos«-  }')  _  ■^  X„(a;)  X„(^) 


avec  les  fonctions  fondamentales  \„{x),  X„  {y)  qui  forment  un  système    bior- 
thogonal  normal. 

/^<il  [Julius).  —  Sur  l'existence  d'une  courbe  de  Jordan  .r  =  'sp(i), 
y:=i<l{^t),  potir  une  fonction  '^{t)  donnée  (■>()4-:u)9). 

Soit  -^{t)  une  fonction  définie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  l  et 
admettant  la  période  air.  Existe-t-il  une  fonction  "i^it)  définie  et  continue,  de 
période  27:,  telle  que  les  équations 

.r=-f(0,        .r='l'{0 

définissent  une  courbe  de  Jordan  (fermée,  sans  point  double)  ? 

L'auteur  donne  d'abord  un  exemple  de  fonctions  <o  {t)  pour  laquelle  le  choix 
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de  la  fonction  complémentaire  -^  [l)  est  impossible;  il  suffit  de  supposer 

et  la  fonction  9(0  linéaire  dans  chacun  des  intervalles 

(?-).  (=•")•  (¥'4 


">-  ' 


L'auteur  introduit  la  notion  de  «  pont  ».  Étant  donnée  une  fonction  f(t) 
définie  et  continue  dans  l'interviille  (a,  b),  l'intervalle  (  a,  ?  )  est  dit  un  pont 
S'/(^)  prenfl,  aux  deux  extrémités  de  cet  intervalle,  sa  valeur  minima  et  sa 
valeur  maxima,  sans  qu'elle  prenne  entre  a  et  |j  aucune  de  ces  deux  valeurs 
extrêmes. 

Cela  posé,  il  est  facile  devoir  que  la  fonction  o{t)  ne  peut  admettre  de  fonc- 
tion complémentaire  '^  (  f  )  que  si,  dans  tout  intervalle  (  ç,  ç  -1-  2  -  ),  il  n'y  a  pas 
plus  de  deux  ponis.  L'auteur  démontre  ensuite  rigoureusement  que  cette  con- 
dition est  suffisante. 

Zer^'os  {P-)-  —  Sur  l'intégration   de  certains  systèmes   indéter- 
minés d'é(|iiations  didérentielles  (3oo-3i2). 

Dans  un  paragraphe  de  son  article  Sur  la  notion  de  classe  d'équations 
différentielles  (Jubilé  Heinrich  ^^'eber,  5  mars  1912),  Hilbert  a  démontré  qu'il 
n'existe  pour  l'équalion 

d±  ^  fd-^yV 

dx       \  dx"-  ) 
aucune  solution  ayant  la  forme 

X   =    -Sit,   H-,  «■,,    .  .  .,    (V^)'         y   —    't'(^'    "'•   "'l-    •  •  •'   "'r)>  -    =    "/.(  ''    "■'  "'l>    •  •  ■•   "'r)> 

otj  par  w  on  désigne  une  fonction  arbitraire  de  t  et  par  «',  la  dérivée    de  cette 
fonction  de  l'ordre  i. 

L  En  s'appuyant  sur  l'analyse  de  Hilbert,  l'auieur  démontre  la  même  pro- 
priété négative  pour  les  équations  plus  générales 

il  indique  en  outre  d'autres  généralisations  des  propositions  de  Hilbert. 

H.  L'auteur  étudie  ensuite  certains  systèmes  de  Mongc.  auxquels  on  peut 
appliquer  la  méthode  d'intégration  donnée  par  ^L  (îoursat  dans  son  Mémoire 
sur  le  problème  de  .Monge  {Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France. 
t.  XWIII,  1901). 

E.  Carton. 


Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2'  série,  t.  X.WIX.  (Octobre  1913.)  K.io 
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Tome  \J,  1897  (  •  ).  (i'*  Parlie  :  Me/no/ie  e  Coinniunicazioiii.) 

lliiinbcrt  {O')-  —  Sur  une  <^éiiératioa  géométrique  de  la  surface 
de  Kummer  (i-i  i  ). 

L'uiUeur  se  propose  d'étaitlir  la  proposition  suivante  :  Les  quadriqiies  <) 
quadrilangentes  à  deux  qiiadriques  données  A  et  B  et  passant  par  un  point 
donné  ont  pour  enveloppe  une  sur/ace  de  Kummer.  Cet  énoncé  suppose  d'ail- 
leurs que  les  deux  génératrices  a^  et  «^  qui  font  partie  de  rintersection  de  O 
avec  A  et  les  deux  auires  analogues  pour  Q  et  B  appartiennent  sur  Q  à  des  sys- 
tèmes dill'érents.  Il  existe  alors  un  quadrilatère  gauche  inscrit  à  la  biquadra- 
lique  (AB)  et  formé  de  génératrices  de  A  et  B;  ceci  entraîne  une  relation  eiitie 
les  quadriques  A  et  B,  relation  facile  à  obtenir  au  moyen  de  la  représentation 
elliptique  de  (AB);  lorsqu'elle  est  vérifiée,  il  existe  une  indnilé  double  de  qua- 
driques Q. 

L'auteur  établit  ensuite  les  théorèmes  suivants  :  L  Les  quadriques  A  =  o, 
B  =  0  doivent  être  telles  que  le  produit  AB  soit  décomposaOle  en  une  somme 
de  quatre  can  es.  —  il.  Les  quadriques  Q  sont  conjuguées  par  rapport  à 
deux  droites  fixes  (d'où  la  relation  A0-=  AH"  entre  les  invariants  des  deux 
formes  A  et  B).  —  IIL  Les  génératrices  de  A  et  B  appartiennent  à  un  /nême 
complexe  linéaire.  Le  travail  de  M.  Humbert  se  termine  par  la  démonstration 
du  théorème  fondamental,  l'établissement  de  sa  réciproque  et  la  détorniination 
géométrique  des  éléments  singuliers  de  la  surface  de  Kummer. 

De  Fraiicliis  {M.).  —  Sur  la  courbe  lieu  des  contacts  d'ordre  A" 
des  courbes  d'un  faisceau  avec  les  courbes  d'un  sjslènie 
linéaire  x'^  (second  Mémoire)  (12-42). 

Ce  Mémoire  constitue  la  suite  d'un  travail  antérieur  du  même  auteur  sur  le 
même  sujet  (-).  Considérons,  dans  un  plan  -,  un  faisceau  linéaire  de  courbes  (C) 
et  un  système  linéaire  v.''  de  courbes  [!']*;  appelons  12^^  la  courbe  lieu  des 
contacts  d'ordre  k  des  courbes  C  avec  les  courbes  F;  l'auteur  se  propose  d'ap- 
pliquer des  résultat»  qu'il  a  obtenus  précéilemmenl  sur  ii^p.  Un  premier  Cha- 
pitre est  consacré  à  l'élude  des  points  multiples  d'une  série  linéaire  appartenant 
à  une  courbe  algébrique;  la  considération  de  la  courbe  Qjjp  permet  d'établir, 
sans  sortir  du  plan  -,  des  théorèmes  obtenus  moyennant  des  considérations 
kyperspaliaies  j)ar  lirill,  Castelnuovo,  Segre,  Guccia.  Soient  P  un  point  /'''•  de  C, 
K  une  branche  de  C,  d'origine  P  et  n'ayant  en  P  aucun  contact  avec  les 
autres  branches  de  C;  et  soit  g'!,  une  série  linéaire  d'ordre  v,  de  dimension  /i, 
appartenant  à  C.  Imposons  à  une  série  g\~'  contenue  dans  g\  le  point  P  comme 


(')  Voir  Bull,  des  Se.  matli.,    I.   WWill  .  nji  |,   p.   i3b-i^<j.  —  Le    Tome  X, 
iSyO,  sera  analy>é  ultérieurement. 
{')  liendiconti  del  Cire.  Mu/,  di  l'alernio,  t.  \,  |).  iiS-ijj. 
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point  liHse  d'ordre  ï,  aussi  élevé  que  possilde  (en  général  on  aura  ?,=  /):  nous 
dirons  (|ue  la  série  g'!,  possède  en  P  la  caraclérisli(|ue 

[iT,„  a,,  ...,    3j]  (o^  J.<  !J,<    ..<<ïj^v  —  /.•). 

L'auteur   est    alors   conduit    à    donner    une   définition    géométrique  des   cycles 

d'ordre  >>  (qn'il  développera  dans  un  autre  Mémoire  du  même  Tome  des  Ftendi- 

conti);  puis  il  retrouve  des  résultats  obtenus  par  divers  géomètres,  notamment 

de  Jonquiéres  et  Segre. 

Le  second  Chapitre  étudie  la  décomposition  de  fi'j-  et  le  lieu  des  points  sex- 

lactiques    des    courbes    d'un    faisceau  (d'ordre/»  >2);  plus    généralement,    il 

reclierclie  le  lieu   des  points  où  les  courbes  d'un   faisceau  (d'ordre  n)  ont  des 

...        ni(ni-{-ô)  ,  ,  ,.1  ,        ,  ^      \     r^    n 

contacts  d  ordre  avec   les  courbes  d  ordre   m{2  <,  m  <^  n).   bnlin, 

l'auteur  étudie  les  contacts  des  courbes  d'un  faisceau  avec  celles  d'un  système 
linéaire,  les  contacts  devant  avoir  lieu  en  des  points-base,  et  il  conclut  en 
recherchant  les  points  où  les  courbes  (C)d'un  faisceau  ont  un  contact  d'ordre  4 
avec  les  courbes  d'un  réseau  :  ceci  permet  notamment  d'énumérer  les  points 
d'onduhition  tles  courbes  (C). 

Amici  [N.).  —  Sur  la  lésolulion  de  la  congiueiice 

57-'=  b         (mod/»') 
(43-57). 

L'auteur  ramène  le  problème  au  suivant  :  Résohitinn  de  la  congriience 

a?-*  =  b        (  modyj) 

{ p,  nombre  entier  impair).  Puis,  trois  cas   sont  à  distinguer  suivant  qu'on  a 

p  =  l'h  4-1         avec  /.  =  s,  A  >  5  ou  /.  •<  s. 

Dans  le  premier  cas  la  congruence  n'est  possible  (itie  si  l'on  a 

^''  —  I  (  mod/>  )  ; 

s'il  en  est  ainsi,  l'auteur  montre  (|u'on  obtient  toutes  les  racines  de  la  con- 
gruence, et  chacune  une  fois  seulement,  au  moyen  de  la  formule 

x,_2  =  ±  *"  ~"'^ 3 ""'"""' "'^'•••^"'"'''-'■' "'""'■"'         {moàp), 

où  l'on  a  £  =  o  ou  i  ;  g  est  un  non-résidu  de  p:  l'entier  q  est  racine  de  l'équa- 
tion —  h  3.  -h  2' q  =  i  (2.  entier  ).  Il  existe  des  formules  analogues  dans  les  deux 
autres  cas. 

Pieri  {M.).  —  Sur  l'ordie  de  la  variélé  engendrée  par  des  sys- 
tèmes linéaires  honiograpliiinies  (58-6,3). 

L'auteur  donne   une  démonstration  directe  d'un  théorème  de  K.  Th.  ^'ahlen 
sur  l'orilrc  de   la    variété    lieu    géométrique  des   intersections  de  k  variétés  va- 
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riables;  ces  variétés  sont  situées  dans  un  espace  S„  ;  elles  ont  n  —i  dimensions; 
leurs  ordres  sont  «^  ...,  Hj  ;  les  systèmes  linéaires  auxquels  elles  appartiennent 
dépendent  linéairement  de  i  paramétres  variables;  enfin,  on  suppose  ces  ^ariélés 
assujetties  à  des  relations  homographiques.  L'ordre  cherché  est  la  somme  des 
combinaisons  de  classe  A  —  ;  des  nombres  /r,  chacune  étant  considérée  comme 
le  produit  de  ses  éléments. 

Biu-ali-Forli  {C).  —   La  niélliode  de  Grassmanii  en  Géométrie 
projective  (seconde  Note)  (64-82). 

Cette  Note  est  la  suite  d'une  Note  antérieure  insérée  aux  Rendiconti  (t.  X, 
p.  177-195). 

L'auteur  se  propose  d'étudier  les  propriétés  des  homographies  qui,  à  toute 
forme  P  de  première  espèce  (au  sens  de  Grassmann),  font  correspondre  une 
forme  de  première  espèce,  fonction  linéaire  de  P  et  d'une  forme  fixe  A\  ,  de 
première  espèce;  une  telle  homographie  est  dite  collinéaire,  et  la  forme  \V 
s'appelle  une  forme-centre.  Le  principe  de  dualité  permet  d'étendre  les  ré- 
sultats aux  formes  de  troisième  espèce.  Pour  des  valeurs  particulières  attribuées 
aux  constantes  des  transformations,  on  est  amené  à  étudier  et  à  classer  succes- 
sivement :  1°  les  collinéations ;  2"  l'homologie  (y  compris  l'homothétie,  la 
congruence  et  la  translation);  3°  la  projectivilé  (y  compris  la  projection  cen- 
trale). Après  l'étude  détaillée  de  ces  transformations,  l'auteur  énonce  des  théo- 
rèmes importants  pour  l'application  aux  problèmes  métriques  de  la  Géométrie 
descriptive. 

Volterra  (V.).  —  Sur  le  principe  deDiriclilet  (83-86). 

La  Note  de  M.  Volterra  apporte  un  complément  essentiel  à  la  démonstration 
de  Ncumann.  Considérons  le  cas  du  plan.  Soient  U  une  fonction  finie  et  continue 
sur  le  contour  et  P  son  adjointe;  la  méthode  de  Neumann  repose  sur  l'inégalité 

oscill.  P        . 

-ri     n    <  A  <ï) 

OSClll.  U 

OÙ  la  constante  \  ne  dépend  que  de  la  forme  du  contour.  Or,  une  telle  démon- 
stration n'est  rigoureuse  que  lorsqu'il  est  possible  de  découper  sur  le  contour 
un  nombre  fini  d'arcs  tels  que,  en  chacun  de  leurs  points,  U  soit  supérieur  à 
sa  valeur  moyenne  et  tels  que  sur  le  reste  du  contour  U  soit  inférieur  ou  égal 
à  cette  valeur.  Mais,  déjà  dans  le  cas  du  potentiel  logarithmique,  la  circonstance 
opposée  peut  fort  bien  se  présenter  :  par  exemple,  lorsque  la  fonction  continue  U 
possède  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  minima.  I^a  méthode  de  M.  N'olterra 
a  pour  but  tle  supprimer  cette  objection  ;  elle  consiste  à  regarder  toute  fonc- 
tion finie  et  continue  comme  limite  d'une  fonclion  possédant  un  nombre  limité 
de  maxima  et  de  minima,  et  tendant  uniformément  vers  la  première. 
Supposons  qu'il  s'agisse  du  problème  dans  le  plan.  L'équation 

y  =  V  (x)        (a'^x  ^  b) 

représente    une   ligne    L  dans  le  plan   {x,  y);   divisons  {ab)  en  /»,  parties  de 
telle  sorte  que  l'oscillation  de  Ll(a;)  correspondant  ù  chacune  d'elles  soit  inlé- 
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rieiire  à  »/  ';  prenons  les  points  de  L  qui  correspondent  à  celle  subdivision 
comme  sommets  d'une  ligne  brisée  d'équations  y=f(x)  et  considérons  la 
série 

U.  =  /.-/._„        ./•„=o. 

Celle  série  sera  uniformément  convergente,  comme  celle  des  fonctions  ad- 
jointes P,,  et  l'on  aura,  quel  que  soit  «, 

n 

oscill.  y  P. 


oscill.  y  U. 

1 
d'où 

oscill 
oscill.  P 


î". 


oscill.  U  " 

oscill.  >    U. 


La  méthode  s'étend  au  cas  de  l'espace;  elle  s'applique  à  d'auties  problèmes 
et  fournil  notamment  une  démonstration  intuitive  du  théorème  de  \\'eierslrass 
sur  la  représentation  des  fonctions  continues  pur  des  séries  de  polynômes. 

Ba^f^era  (G.).  —   Sur  la  construction  du  groupe  de  l'icosaèdre 

(87-89). 

La  Note  a  pour  but  de  rectifier  une  erreur  du  Lehrbuch  der  Algebra  de 
H.  Weber. 

Bucca  (f.)-  —  '*^nr  le  développement  d'une  foncliomini  forme  de 
variable  complexe,  possédant  des  singularités  isolées,  en  série  à 
caraclérisli(|ues  séparées  (90-10:)). 

Une  fonction  f{x),  méromorplie  dans  tout  le  plan,  et  possédant  aux  piMes 

o,     a^.     ...,«,,..., 
les  parties  principales 

«■(î)-    '■■■Cj^)'    ■■■•    «'(.F^) 

peut  se  développer,  suivant   le  théorème  de   ^\.  Miltag-Lefller,  on  une  série  de 
la  forme 

où  Ks  Vi{x)  sont  des  polynômes  en  x.  Si  l'on  recherche  les  polynômes  P,  les 
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plus  généraux  possible  qui  rendent  convergente  la  série  précédenle  (les  G, 
étant  donnés),  cette  série  représentera,  non  pA>  /{x),  mais  une  autre  fonction 
méromorplie  F{x)  telle  qu'on  ait 

g{x)  étant  une  fonction  entière,  en  général  non  identii|uement  nulle.  I-e 
travail  de  ÎM.  Bucca  a  précisément  pour  objet  la  détermination  explicite  de  cette 
fonction  entière.  S'appuyant  sur  le  théorème  de  Cauclij^  il  montre  qu'on  peut 
écrire 


g{x)  =  y  a:"^  («?..+.,/+  A,_,J 


"/(  —  I 


avecP,  =   >    A, .  ar"  et  a.^^.,  ,  désignant  le  résidu  en   a,  de  x''-^  f{x).  Lorsque 


v  =  o 
f{x)  est  d'ordre  fini  m.  on  a 


/(•r)  = 


V  —  m      /  =  0  /=0  L  V  =  0  J 


ce  que  l'auteur  appelle  le  développement  principal  de  f{x).  Il  établit  que, 
lorsqu'on  peut  trouver  un  entier  /■  tel  qu'on  ait  \x~^~'^ f{x)\<,^\  sur  des 
cercles  C;,  de  ra3ons  indéfiniment  croissants,  ne  passant  pas  par  les  «,  (et  M  ne 
dépendant  pas  de  A),  la  fonction  f{x)  admet  un  développement  principal 
d'ordre  /*;  il  termine  par  une  application  à  la  fonction  cot^c,  et  par  une  com- 
paraison de  ses  résultats  avec  ceux  d'Hermite. 


De  Franchis  (M.).  —  Sur  une  théorie  géométrique  des  singula- 
rités d'une  courbe  algébrique  plane  (io4-iy'^>). 

Ce  Mémoire  a  p'jur  objet  d'exposer  la  théorie  des  singularités  d'une  courbe 
algébrique  plane  au  moyen  de  la  théorie  des  séries  linéaires  appartenant  à  la 
courbe;  il  sappuie  sur  les  résultats  obtenus  par  l'auteur  dans  son  Mémoire 
précédent,  paru  au  même  Tome  des  Bendiconti.  Dans  un  premier  Chapitre, 
l'auteur  rappelle  la  définition  qu'il  a  donnée  d'un  cycle;  il  iMuiiic  linlerscction 
d'un  cycle  avec  une  courbe  algébrique,  ce  qui  le  comluit  à  retrouver  des 
résultats  d'Halphen.  Le  Chapitre  II  recherche  l'eflVt  d'une  transformation  qua- 
dratique sur  les  singularités  d'une  courbe  algébrique;  l'auteur  retrouve  la  théorie 
de  Nœther  sur  l'abaissement  du  genre  dû  à  la  présence  d'un  point  singulier.  Le 
cas  des  cycles  d'ordre  égal  à  la  classe  est  particulièrement  délicat;  l'auteur 
l'étudié  en  détail  et  définit  l'indice,  l'hyperclasse  et  les  combinaisons  caracté- 
ristiques d'un  tel  cycle;  à  la  notatifm  près,  ces  combinaisons  co'incident  avec 
celles  d'Halphen.  Les  deux  derniers  Chapitres  ont  pour  objet  la  construction  de 
cycles  à  caractéristi(|u<s  données,  l'inlersectiim  de  deux  cycles,  le  calcul  de 
l'abaissement  produit  sur  le  genre  par  une  singularité  (|uelconquc,  et  les  défi- 
nitions de  singularités  ésales  et  de  siiiL'ularités  >cml>lables. 
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Buiali'Forli  (C).  —    Une  queslion    sur  les   nombres  transfinis 
(i  54- 164). 

Dans  celle  Noie,  M.  Bnrali-Forli  se  propose  rie  démontrer  l'exislence  effecli%e 
de  nombres  iransfinis  (ou  types  d'ordres)  a,  b,  tels  que  a  n'esl  ni  égal,  ni 
inférieur,  ni  supérieur  à  b.  L'auteur  se  sert  des  notations  symboliques  du  For- 
mulaire de  la  Bh'ista  di  Mateinatica,  ainsi  qu'il  l'avait  déjà  fait  dans  un 
travail  analogue,  paru  au  Tome  VIII  du  même  Hccueil.  Il  débute  par  un  résumé 
de  quelques  définitions  et  lliéorémes  établis  anlérieuremenl  par  >L  G.  Canlor 
et  par  lui-même.  Les  points  de  départ  des  deux  auteurs  ne  sont  d'ailleurs  pas 
exactement  les  mêmes;  M.  G.  Canlor  appelle  classe  bien  ordonnée  toute 
classe  u  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

a.  Il  existe  dans  u  un  piemier  élément. 

b.  Tout  élément  de  u,  qui  est  suivi  par  d'autres  éléments,  en  posséda  un 
immédiatement  consécutif. 

c.  Soit  î<i  une  classe  contenue  dans  u  el  telle  qu'il  existe  dans  u  des  éléments 
supérieurs  à  ceux  de  »,;  il  doit  exister  dans  u  un  élément  a  tel  qu'il  n'en 
existe  aucun  autre  inférieur  à  lui  et  supérieur  à  ceux  de  «/,. 

Telle  est  la  forme  que  M.  G.  Canlor  donnait  à  sa  définition  dans  un  Mémoire 
du  Tome  XLIX  des  Matheniatische  Annalen  paru  en  même  temps  que  l'article 
actuel  de  M.  Burali-Forli  ;  or,  ce  dernier  article  envisage  comme  classe  bien 
ordonnée  (au  sens  de  M.  G.  Canlor),  toutes  celles  qui  satisfont  aux  conditions  a 
et  b  seulement,  et  il  introduit  en  outre  le  concept  de  classe  parfaitement 
ordonnée  (classe  satisfaisant  à  a,  b  el  k  une  troisième  condition).  L'auteur 
considère  donc  les  classes  parfaitement  ordonnées  comme  des  cas  particuliers 
des  classes  bien  ordonnées,  ce  qui  est  inexact.  M.  Burali-Forti  rectifiera  lui- 
même  son  assertion  dans  une  Noie  insérée  à  la  fin  du  Tome. 

Pincherle  {S.).  —   .Sur  les  séries  procédanl  suivant  les  dérivées 
successives  d'une  l'onction  (i<35-i-5). 

Les  séries  ordonnées  suivant  les  dérivées  successives  d'une  fonction  sont  très 
importantes  dans  les  applications  au  Calcul  fonctionnel;  elles  sont  très  ma- 
niables et  rappellent  par  plus  d'un  point  les  séries  de  Taylor.  M.  .'^.  Pincherle 
commence  par  établir  un   théorème  général   sur  la  convergence  de  ces  séries  : 

Soit  T  une  région  simplement  connexe  du  plan  complexe  {x)\  définissons 
en  tout  point  de  T  une  fonction  uniforme  p(x),  continue,  réelle  et  positive; 
enfin,  soit  a„(a;)  («  =  o.  i,  ...)  une  suite  infinie  de  fonctions  holomorphcs 
dans  T  et  satisfaisant  à  la  condition  \  xjx)  \  <  ?"{x).  On  peut  déterminer 
dans  T  une  aire  T,  telle  que  l'expression 

-t-  » 

Y^  a„(x)  d"  -J  (  J  ) 

n  =  0 

OÙ  -six)  est  une  fonction  holomorjihe  dans  T,,  représente  une  série  absolu- 
ment et  uniformément  convergente  dans  T,.  L'ensemble  des  fonctions  r(~«) 
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qu'on  pourra  choisir  s'appellera  le  cli;inip  fonclionncl  de  convergence  de  la 
série  (a). 

Comme  application,  M.  Pinclierle  envisage  l'équation  non  homogène 

où  -p  ....  TT,,,,  !p  sont  holomorphes  dans  T;  il  montre  comment  on  peut  repré- 
senter la  solution  de  celle  équation  [soit  4i  =  F-'('^)]  au  mojen  d'une 
série  (a).  Enfin,  il  lermine  pur  une  application  aux  équations  à  coefficients 
constants. 

Morera  (G.).  —  Sur  les  polvnomes  de  Legendre  (i'j6-i8o). 
Établissement  des  propriétés  fondamentales  de  ces  polynômes. 

Laiiricella  (G.).  —  Sur  les  températures  siatlonnaires  (189-192). 

Dans  son  Mémoire  Sur  les  équations  de  la  Physique  mathématique  (§9), 
inséré  dans  ce  Recueil  (t.  VIII,  iS^g^),  M-  H.  Poincaré  substitue  à  l'équation 
au  contour 

dv        , 

h  /U'  =  o 

an 

une  autre  équation  qu'il  appelle  condition  modifiée.  M.  G.  Lauricella  montre 
qu'on  peut  éviter  ce  détour,  et  obtenir  les  résultats  de  M.  H.  Poincaré,  en  uti- 
lisant les  théorèmes  établis  par  ce  dernier  sur  la  convergence  uniforme  de 
certaines  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  d'un  paramètre. 

Poincaré   (//•)•    —   Sur    l'intégration    algébri(|ue    des    équations 
différentielles  du  premier  ordre  et  du  premier  degré  (i()3-239). 

Le  Mémoire  de  M.  H.  Poincaré  constitue  la  suile  d'un  travail  de  l'auteur  sur 
le  même  sujet,  inséré  au  Tome  V  (1891)  des  Hendiconti;  dans  le  présent  Mé- 
moire, l'auteur  généralise  quelques-uns  de  ses  anciens  résultats,  mais  il  a 
surtout  pour  but  de  mettre  en  lumière  toute  la  difficulté  du  problème.  En 
général,  il  est  impossible  de  décider  au  bout  d'un  nombre  fini  d'opérations 
rationnelles  si  une  équation  du  premier  ordre  (et  du  premier  degré)  est  inté- 
grable  algébriquement.  Ce  problème,  abordé  par  M.  C.  Darboux  dans  un  travail 
magistral,  fut  ensuite  étudié  simultanément  par  M.  Autonne,  M.  Painlevé  et 
M.  II.  Poincaré.  Dans  son  Mémoire  couronné,  ainsi  que  dans  les  Leçons... 
professées  à  Stockholm,  M.  Painlevé  montrait  que  «  la  question  ne  peut  faire 
aucun  progrès  nouveau  si  l'on  n'introduit  pas,  d'une  manière  ou  d'une  autre, 
des  conditions  (distinctes  de  celles  que  nous  possédons  déjà)  pour  exprimer 
que  l'intégrale  est  irréductible  ».  Et  il  ajoutait  :  «  On  prévoit  que  dans  dételles 
recherches  l'expression  uniforme  des  coordonnées  il'un  point  d'une  courbe  en 
fonction  d'un  paramètre,  soit  à  l'aide  des  fonctions  abélicnnes,  soit  à  l'aide  des 
fonctions  fuchsiennes,  doive  jouer  un  rôle  utile  :  en  eliel,  quand  les  coordon- 
nées sont  ainsi  exprimées,  l'écpiation   algél)ri(|uc  qu'elles  vérifient  est  irréduc- 
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lible  ».  C'esl  précisément  à  rinlrocluction  des  fondions  fuchsiennes  qu'est 
consacrée  la  fin  du  Mémoire  de  M.  H.  Poincaré. 

Je  rappellerai  d'abord  les  locutions  et  notations  du  |)remier  travail  de 
M.  H.  Poincaré  :  elles  sont  indispensal)les  pour  l'intelligence  du  Mémoire  actuel. 

Ecrivons  l'équation  did'érentielle  sous  la  forme  homogène  suivante  : 


(0 


dx    dv    dz 


L 


où  L,  M,  N  sont  des  polynômes  homogènes  en  x^y,  z^  de  degré  m.  Toute  la 


discussion   repose  sur  l'étude   de  (i)   dans   le  voisinage  de  m-- 
singiiliers,  {x-,  y^).  Considérons  l'équation  en  S 


ni  +  I  points 
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dont  les  coefficients  sont  calculés  avec  leurs  valeurs  au  point  {x-,  y^);  et 
soient  S,  et  So  ses  deux  racines.  Dans  le  voisinage  de  {x-,y-)  l'intégrale  géné- 
rale de  (i)  peut  s'écrire  X*'X7*2=  const.,  où  X,  et  X,  sont  deux  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  de  z^x  —  xz^  et  z-y — yz-;  pour  que  l'intégrale 
générale  soit  algébrique,  il  est  nécessaire  que  Sj  :  S„  soit  rationnel.  Lorsque  ce 
rappori  est  positif,  le  point  est  dit  un  nœud  ;  lorsque  ce  rapport  est  égal  à  i, 
l'intégi-ale  n'est  plus,  en  général,  de  la  forme  précédente  :  elle  contient  un  loga- 
rithme; si  ce  dernier  terme  est  absent,  on  dit  que  le  nœud  est  dicritique. 
Lorsqu'on  j  S|S2<o,  le  point  est  dit  un  col.  Soit  S,  :  85=  [x  :  v,  les  entiers  (jl 
et  V  (premiers  entre  eux)  sont  les  entiers  caractéristiques  du  point  singulier. 
Soit  /-t-C'f  =  0  l'intégrale  générale  de  (i);  pour  certaines  valeurs  de  C, 
dites  valeurs  remarquables  de  la  constante,  /  -h  Cy  est  décomposable  en  un 
produit  tel  que  «^> ...«"' ;  M.  H.  Poincaré  répartit  les  valeurs  remarquables 
en  cinq  espèces;  dans  les  deux  premières  tous  les  a.  sont  premiers  entre  eux; 
il  n'en  est  plus  ;iinsi  quand  C  est  de  la  troisième,  quatrième  ou  cinquième  es- 
pèce. Enfin  le  degré  de  la  courbe  /-)-  Cf  sera  appelé  p,  son  genre  étant  q;  le 
degré  du  facteur  tr  sera  //,;  les  ordres  de  multiplicité  de  (a;^.  y-)  pour /h-  Cj 
et  u^  seront  1  et  a,.  Le  problème  de  l'intégration  algébrique  sera  considéré 
comme  résolu  lorsqu'on  aura  réussi  à  limiter  supérieurement  l'entier/?.  Tout 
ceci  rappelé,  arrivons  au  Mémoire  de  M.  H.  Poincaré  que  nous  diviserons  en 
trois  parties  : 

Prkmikre    Pautik    (p.   i94-Jo5).   —  Extension   de   résultats   antérieurs.  — 
Supposons /-i- C-p  décomposable  de  deux  façons,  soit 

/--C'f  =.««....  «rr.^.«:. ..<•«; 

(avec  i'  =  u''',  (x,=  /«,«.'):  M-  '1-  Poincaré  établit  les  formules 

(Sljis)         (^a.«,x,)   =  Sav(  ^a.a:..^)  -  ^[^a-a^  1!,^  J^.  -  J^i)". 
Bull    des  Sciences  niatliém.,  ->•  série,  t.  XXXLX.  (Nov.  igiô.)  R.ii 


i3o  SECONDE   PARTIE. 


dans  lesquelles  V  indique   une  sommation  par  l'apport  à  /,  ^^,  par  rapport 

à  i   et  /.,   et  S  une  sommation   étendue  à   tous   les   nœuds;  x^  et  x^  sont  deux 
indéterminées;  H,n  désigne  le  nombre  des  points  d'intersection  des  courbes 


situés  en  des  cols;  t,(,  \[,  H(j  ont  des  significations  analogues  pour  les  v. 

D'autre  part,  soient  B  le  nombre  (connu)  des  cols  et  A,  les  nombres  (inconnus) 
des  valeurs  remarquables  de  l'espèce  i ;  on  a 

A,+ A,-+-A3+A,^B, 
et,  d'après  un  théorème  d'Halphen, 

Aj+A^H-Ajga  ; 

on  ne  peut  donc  faire  qu'un  nombre  limité  d'hypothèses  sur  le  nombre  des 
valeurs  remarquables;  s'il  n'en  existe  aucune  des  trois  dernières  espèces,  les  a, 
sont  eux-mêmes  connus  et  le  problème  est  résolu  ;  sinon,  on  ne  connaît  que  les 
rapports  a^  :  a.  :  a^  :  ... . 

Etudions  ce  dernier  cas;  M.  H.  Poincaré  montre  qu'on  peut  encore  limiter  p 
si  le  nombre  des  valeurs  remarquables  n'excède  pas  2;  dans  le  cas  contraire, 
soient  C,,  ...,  C  ces  (/Oa)  valeurs,  K  le  nombre  des  facteurs  relatifs  à  C^  ; 
appelons  a^  <  a| -<...<  a^,  n',  ...,  n^  les  valeurs  (inconnues)  des  a  et  des/) 
correspondant  à  C^.  On  envisage  les  inégalités 

et 

(8)  1 h.  ..H <(7  —  2. 


Si  la  première  n'a  pas  lieu,  l'équation  n'est  pas  intégrable  algébriquement;  si 
l'inégalité  (  5),  seule,  est  vérifiée,  on  peut  limiter  sûrement  le  nombre  des  essais; 
si  (5)  et  (8)  ont  lieu  simultanément  la  méthode  ne  donne  plus  rien.  .Mais  les  a 
sont  inconnues  :  néanmoins,  M.  H.  Poincaré  montre  qu'on  peut  tirer  parti  de  (  î  ) 
et  (8)  pour  limiter  p  dans  des  cas  étendus.  Enfin  l'auteur  adjoint  à  (  .'•  )  et  (8) 
des  relations  qu'il  obtient  en  étudiant  les  nœuds  et  qui  renferment  les 
nombres  >>,,  [x,  v  relatifs  à  chaque  nœud.  Or  les  )>,  et  les  n,-  sont  liés  par  les  équa- 
tions (3)  et  {'ibis):  on  peut  donc  se  demander  si,  lors  même  que  les  inéga- 
lités (5)  et  (8)  auraient  lieu,  on  ne  pourrait  pas  profiter  de  cette  interdépen- 
dance pour  limiter  le  degré  /*  :  à  ce  sujet,  M.  11.  Puincaro  se  borne  à  annoncer 
que  la  discussion  qu'il  a  tentée  par  (-elte  voie  conduit  à  la  résolution  d'une 
équation  de  Peil  (ou  d'une  autre  analogue);  et  l'équation  de  Pell  admet  une 
infinité  de  solutions. 

L'existence  de  valeurs  caractéristiques  de  troisième,  quatrième  ou  cinquième 
espèce  complique  donc  profondément  le  problème  :  or  ce  fait  se  présentera  tou- 
jours tant  qu'on  ne  saura  pas  exprimer  que  l'intégrale  est  mise  sous  forme 
irréductible. 
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Dklxiéme  Partie  (200-219).  —  Étude  d'un  cas  particulier. —  Soit  m  =  4;  'I 
y  aura  21  points  critiques;  M.  H.  l'oincaré  suppose  que  9  de  ces  points  sont  des 
uœuds  dicritiques,  le  reste  étant  des  cols.  Par  les  9  nœuds  faisons  passer  une 
cubique;  on  prouve  que  la  courbe  /-f-  C  9  =  o  coupe  la  cubique  en  ces  9  nœuds 
seulement.  Appelons  Mp  ....  Wg  les  arguments  elliptiques  de  ces  nœuds; 
l'expression  S  f/  étendue  aux  9  nœuds  doit  être  une  partie  aliquote  (soit  a''°"  ) 
d'une  période,  et  l'on  aura  p  =  3  a.  Puis,  par  une  di-cu>sion  algébrique  appro- 
fondie, ainsi  que  par  l'étude  de  l'équation  au  voisinage  des  nœuds,  l'auteur 
montre  qu'on  a  nécessairement  'k  —  \\  le  faisceau  /-i-  Cç  se  réduit  à  un  fais- 
ceau de  cubiques,  et  l'équation  est  ainsi  intégrée  algébriquement.  Mais  ce 
résultat  a  exigé  l'application  du  théorème  d'.Abel;  les  méthodes  de  Géométrie 
énumérative  usitées  dans  la  première  Partie  n'auraient  pas  suffi  pour  loblenir. 

I  ROisiÈME  P.\RTiK  (219-209).  —  Introduction  des  fonclioiis  fuchsicnnes.  — 
Dans  le  voisinage  du  point  (a^j  :  2,,,  y\  :  z^)  l'intégrale  générale  peut  se  mettre 
sous  la  forme/,  :  a,=  const.,  avec /,  =  z~i' f^  et  'f ,  =  z-Pi.  Si  le  point  est  un 
nœud  dicritique  l'intégrale  peut  aussi  s'écrire  \,  :  N;=  const.;  donc/,  :  »,  est 
une  fonction  de  X,  :  X.,  et,  par  suite,  ne  change  pas  quand  on  multiplie  .\,  et  \.. 
par  une  constante  k\  on  en  déduit,  en  ordonnant  par  groupes  homogènes, 

/_  k'A-^... 


d'où,  faisant  tendre  A  vers  o, 

/  _  /) 


ainsi  /  ;  f  est  le  quotient  de  deux  poijnomes  en  .\,,  X„.  homogènes  et  rl'ordre  /.. 
Movennant  quelques  modilications.  cette  conclusion  sétcnd  a  tous  les  nœuds. 
Par  contre,  dans  le  cas  d'un  col,  on  a/:  a  =.A/'  :  fC^  ./i  et  ■i^  étant  des  séries 
en  X,,  X.,.  En  défniitive,  nous  sommes  conduits  à  aborder  le  problème  par  la 
méthode  suivante:  soient  Xl,  et  X',  les  séries  associées  aux  nœuds  .M, («=i  et  2); 
posons 

(|X;=i=:v,  pour  un  nœud  dicritique);  pour  que  l'intégration  algébrique  soit 
possible,  il  faut  qu'une  fonction  rationnelle  de  Z,  coïncide  avec  une  fonction 
rationnelle  de  Z,.  la  valeur  commune  de  ces  fonctions  étant  justement/:  .;  : 
mais  la  méthode  du  prolongement  analytique  ne  nous  permellra  pas  de  con- 
clure au  bout  d'un  nombre  fini  d'opérations. 

C'est  ici  que  .M.  H.  Poincaré  introduit  les  fonctions  fuchsiennes.  Considérons 
d'abord  le  cas  d'un  nœud  dicritique  et  supposons  que  l'on  connaisse  les  valeurs 

remarquables  C, C  ,  les  nombres  a,  ....  a,,  ...,2, relatifs  au  nœud. 

.\ppelons  Mj  un  multiple  commun  des  a,  (correspondant  à  la  valeur  C^)  et  for- 
mons le  polygone  fuchsien  Rj  de  la  première  famille  et  du  piemier  genre,  pré- 
sentant iq — 2  sommets  répartis  en  q  cycles,  le  premier  e{  le  dernier  formés 
chacun  d'un  seul  sommet  (A,  et  \  ),  les  autres  en  comprenant  chacun  deux. 
La  somme  des  angles  au  A'"""  cycle  sera  ir.  :  Mj  et  il  y  aura  une  fonction  fuch- 
sienne  F(^)  prenant  la  valeur  C^  au  point  \i  :  posons  F(l^)=  —  /  :  ?• 
M.  H.  Poincaré  montre  que  X  est  une  fonction  fuchsienne  de  X-  Pnis,  formant 


i3i  SECONDIi   PARTIR. 

le  polygone  fuchsien  S,,  en  associant  convenablement  ')^  polygones  Rj,,  ...,  R^  , 
congruents  à  R„,  l'auteui-  montre  que  le  genre  de  S,,  est  nul,  et  que  le  nombre 
de  ses  côtés  est  2X(^  —  2) -1-2.  Ce  polygone,  dont  l'existence  est  assurée,  ne 
peut  être  construit  que  d'un  nombre  fini  de  manières.  M.  H.  Poincaré  étend 
cette  conclusion  à  tous  les  nœuds;  puis  il  termine  en  étudiant  le  groupe  fuch- 
sien r  obtenu  de  la  façon  suivante  :  soient  G  et  ^  les  groupes  fuchsiens  engen- 
drés par  Rp  et  S„;  le  groupe  g  est  un  sous-groupe  de  G,  d'indice  >..  \  chacun 
des  nœuds  correspond  un  groupe  g;  V  sera  le  groupe  formé  par  les  substi- 
tutions communes  à  tous  les  sous-groupes  g.  Supposons,  par  exemple,  que  le 
polygone  V„  correspondant  à  P  est  de  genre  0;  il  existe  une  fonction  fuch- 
sieune  ;  telle  que  les  Z-  et  y  :  j  soient  fonctions  rationnelles  de  :. 


Faiio  (G.).  —  Un  Lliéorème  sur  les  surfaces  algébriques  avec  une 
infinité  de  transformations  piojectix es  eu  elles-mêmes  (240-246). 

Dans  une  Note  antérieure  (même  recueil,  t.  \,  p.  i  et  suiv.),  l'auteur  avait 
caractérisé  les  surfaces  algébriques  admettant  un  groupe  continu  transitif  de 
transformations  projectives  en  elles-mêmes.  M.  Gino  Faiio  revient  sur  celte 
question  et  détermine  effectivement  les  surfaces  algébriques*  d'un  espace  quel- 
conque admettant  un  groupe  continu  de  transformations  projectives  en  elles- 
mêmes. 

S'appuyanl  sur  ses  propres  résultats  et  sur  ceux  de  S.  Lie,  et  procédant  par 
récurrence,  il  établit  le  théorème  suivant  : 

Les  seules  sur/aces  algébriques  d'un  espace  quelconque,  qui  acimetten(  un 
groupe  continu  primitif  de  transformations  projectives,  sont  les  sur/aces 
d'ordre  n'  appartenant   à   un   espace  S,,;,,^,,,  et  qui  peuvent  se  représenter 

sur  le  plan  de  telle  façon  qu'à  leurs  sections  hyperplanes  correspondent  les 
courbes  d'ordre  n. 

Felrovitcli  (M.).  —    QueUiues   foimules  générales  relatives  au 
calcul  des  intégrales  définies  (  247-259)- 

En  séparant  la  partie  réelle  el  la  partie  imaginaire  d'une  série  de  Tayior, 
l'auteur  obtient,  par  multiplication  et  inlégration,  des  formules  utiles  dans  le 
calcul  di;s  intégrales  définies.  Donnons,  par  exeinple,  la  formule 


X 


X  sin  z  ~r  sin  .:: 

arc  tang —  dz  —  tt  log  (x  -h  i). 


i—>xcoiz-^z-  1 -f- or  cos 


Il  termine  par  des  applications  aux  fonctions  ^  d'une  sariable. 

/iu/ali-Foili  {C.  ).  —  Sur  les  cl;isses  l)i<n  ordonnées  (260). 
Voir  l'analyse  de  sa  Note  dans  ce   l'ume,  p    127. 
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Tome  XII.   1898.  (  i"  Partie  :  Mrmorie  e  Comniunicazioni.  ) 

Vii'anti    {G.).    —    Sur    les    trirnsforinations     inlinilésimales    qui 
laissent  invariante  une  équation  de  Pfafl  (1-20). 

Considérons  l'cquatioii  de  PfafT 

n 


et  la  transformation  iniinilésiinale 


■v=i:t.^; 


M.    Vivanti    se    |jro|jose  de   rechercher  toutes  les  transformations   \    qui  con- 
servent (  I  ).  A  cet  ellel,  posons 

ôx,,         ûx  "  »m*  '"  ôx 

les  X    doivent  «atisfaire  au   svstéme 


/.  =  l 

où  a  est  une  fonction  à  déterminer  ultérieurement.  Le  problème  revient  à  la 
discussion  de  ce  système  linéaire;  or  son  déterminant  A  est  symétrique 
gauche,  ce  qui  conduit  l'auteur  à  approfondir  la  théorie  de  ces  déterminants. 
Puis  il  envisage  successivement  deux  cas,  suivant  la  parité  de  n;  lorsque  n  est 
pair,  W  doit  satisfaire  à  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles;  celte 
équation  une  fois  intégrée,  on  en  déduit  aisément  X,  au  moyen  de  formules 
qui  contiennent  (pour  \  ^0)  la  fonction  arbitraire  p.  Lorsque  n  est  impair, 
\V  peut  être  prise  arbitrairement  et  la  transformation  \  s'obtient  immédiate- 
ment sous  forme  explicite.  Enfin,  dans  ce  dernier  cas,  l'auteur  vérifie  direc- 
tement ses  résultats,  et  il  recherche  quelle  est  la  fonction  W  correspondant 
à  la  transformation  (\,X.,i/.  où  X,  et  X,  sont  définies  au  moyen  des  deux  fonc- 
tions W,  et  W;. 


Gegenbauer  (L.).  —  Généralisation  de  (juelques  relations  conte- 
nues dans  la  Note  du  professeur  Morera  Sur  les  polynômes  de 
Le  gendre  [•^\-2-i). 


— 

-ht  v/3 

2 
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L'auteur  étend  des  formules  données  par  M.  Morera  (')  aux  fonctions  C^^ix) 
définies  par  l'équation 

-t-  oc 

(  I  —  aaa: -r  x=)-'' =   7    Cj(ar)a''. 


Gerbaldi   (F.).    —   Sur  le  groupe    simple  de    36o    collinéations 
planes  (i''"  Partie)  (23-94 V 

Le  groupe  G  de  36o  collinéations  planes,  étudie  par  H  Valentiner  et  A. 
Wiman,  peut  être  défini  très  simplement  au  moyen  d'un  système  remar- 
quable S  de  six  coniques  ;  ce  système  avait  été  trouvé  par  l'auteur  avant  la 
découverte  de  G.  Le  Mémoire  de  M.  Gerbaldi  a  précisément  pour  objet  de 
rattacher  l'étude  de  G  et  de  ses  sous-groupes  à  celle  de  S;  il  doit  être  suivi 
d'une  seconde  Partie  relative  à  la  réduction  de  l'équation  du  sixième  degi'é. 

Considérons  le  système  S  formé  par  les  six  coniques  suivantes  : 

(1)  X\ -i-  £   xl -h  l- Xl  —  O, 

(2)  x]-h  s-xl-h  S  xj  =0, 

(3)  x]-h  xl-h  xl-\- 2k  {      vC;  jjj-f- a;j  oC, -r- ^1  jTn)  =  o, 

(^  i^  j      ^i  "•      "^2  ~'      ^À  "■       2  A    (^  tZ^ry  tC-j «J/-»  tZ/ 1  iZ7i  ^2  )   '~~    *'  î 

(5)  xi-\-  x?,-i-  xl-{-  2  k  (  —  x^x^-h  x^Xi  —  x^x.)  =  o, 

(6)  x]  -h  xl  +  xj.  ■'-  2 k  {  —  x^x^ —  -2^3 -^1  -r-  x^x„)  =  o. 

Deux  quelconques  des  six  coniques  précédentes  ont  leurs  invariants  simul- 
tanés identiquement  nuls;  on  dit  qu'elles  forment  un  système  en  involution,  ou 
sextuple  de  coniques.  Appelons  ajîySEÎ;  une  permutation  quelconque  des 
six  chillres  1,  2,  3,  4,  3-  6;  il  y  a  une  homologie  harmonique,  soit  O^^p  .^^^.qui 
produit  sur  les  six  coniques  les  permutations  (a|î)et  (yS).  De  même,  on  définit 
une  collinéation  cyclique,  d'ordre  3,  soit  S/(,j  ^  qui  permute  cycliquemcnt  a^y  et 
conserve  5,  a  et  v  Ecrivons 

Le  groupe  G,  d  ordre  36o,  engendre  par  les  substitutions  précédentes  est  le 
groupe  de  collinéations  le  plus  général  qui  conserve  S;  il  est  holoédriquement 
isomorphe  au  groupe  alterné  de  permutations  de  six  lettres,  et  peut  être 
défini  à  partu  de  T  et  Z  comme  substitutions  fondamentales.  Four  en  simpli- 
fier l'élude,  l'auteur  fait  le  changenjent  de  coordonnées 

x^=  X  -Jr  y  -^  cz.,      x^=  ix  +  a"  y  -1-  cz,      x^—  t"-  x  -\-  zy  -'r  cz     (c  =  i  -t-  A-)  ; 

les  équations  des  six  coniques  deviennent /,  =  0.  Appelons  T„,  la  conique  par 
rapport  à  laquelle  S^  et  S,  sont  polaires  réciproques,  et  remarquons  qu'il  existe 
encore  un  sextuple  S'  (et  un  seul)  distinct  de  S  et  invariant  par  les  transfor- 
mations de  G.  Nous  désignerons  par_//=  o  les  équations  des  coniques  de  S'  et 


(')  RendicontL  del   Circolo  malcniatico  di  l'alernio.   t.  \I,  1897,  P-  '7'i-»*^o- 
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pav  T'  le  système  des  coniques  T  ,,  jouant  pour  S'  le  même  rôle  que  les  co- 
niques Tjjo  pour  S. 

Tout  ceci  établi,  l'auteur  envisage  successivement  :  i°  les  4^  liomolo- 
gies  0(„^)(^j;  2"  les  80  collinéations  S,,^^  )  et  S^  --,4^^^  dont  les  dernières 
permutent  cycliquement  chacun  des  groupes  a^y  et  oîZ;  3°  les  90  colli- 
néations Yf^o^j  qui  produisent  les  permutations  circulaires  (apyo)  et  (eÇ); 
4"  les  i44  collinéations  Z-^,  ^,,  qui  eiïectuenl  la  permutation  circulaire  (apySs). 
Dans  chaque  cas,  l'auteur  calcule  les  valeurs  prises  par  les  formes  /■  et  /'/  au" 
points  remarquables  des  substitutions  :  elles  permettent  d'approfondir  l'étude 
de  G.  Associons  à  un  point  du  plan  tous  ses  transformés  par  G;  on  obtient 
ainsi  un  ensemble  de  «i  points.  En  général  m  =  56o:  pour  certaines  positions  du 
point,  ce  nombre  s'abaisse  et  l'on  a  m  =  36o  :  n.  On  a  ainsi  des pô/es  d'ordre  n, 
n  pouvant  prendre  les  valeurs  2,  4.  i»  6,  8,  10;  on  définit,  de  même,  des  axes 
d'ordre  n. 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'étude  de  la  configuration  formée  par  les  élé- 
ments définis  plus  haut,  ainsi  que  par  l'énuméraiion  des  sous-groupes  de  G  : 
ces  sous-groupes  (y  compris  G  )  sont  au  nombre  de  5oo  et  se  répartissent  en 
plusieurs  catégories  :  groupes  cycliques  et  diédriqucs  d'ordres  ia  et  2a 
(  ijL  =  2,  3,4)  â)i  groupes  hessiens  d'ordre  9.  18,  36,  groupes  tétraédriques, 
octaédriques  et  icosaédriques. 

Viterbi  {^A .).  —  Sur  le  prolongement  analytique  des  fonctions 
monogènes  uniformes  représentables  par  la  méthode  de  Miltag- 
Leffler  (90-1  10). 

Considérons  une  fonction  f(x),  holomorphe  en  tous  les  points  d'un  con- 
tinuuni  G  et  présentant  des  singularités  (essentielles  ou  non)  aux  divers 
points  de  la  frontière  R  du  continuum;  imaginons  cette  fonction  développée 
suivant  la  méthode  classique  de  M.  Mittag-Leffler  et  faisons  varier  les 
ensembles  G  et  R  qui  deviendront  G  et  R.  M.  Viterbi  recherche  sous  quelles 
conditions  on  peut  construire  une  fonction  analytique  uniforme  qui  représente, 
pour  les  nouveaux  ensembles  G  et  R,  le  prolongement  analytique  de  la  pre- 
mière (ou,  plus  exactement,  n'en  diffère  que  par  une  fonction  analytique  uni- 
forme, holomorphe  en  tous  les  points  de  G). 

Uuiali-Forli  (yC .).  —  Sur  quelques  questions  de  Géométrie  diflé- 
rentielle  (i  1  i-i32). 

Cette  N<jle  a  pour  but  d'exposer,  suivant  les  notations  de  H.  Grassmann,  tout 
le  programme  de  Géométrie  infinitésimale  des  cours  de  licence.  L'emploi  des 
notations  vectorielles  permet  de  condenser  les  formules  d'une  façon  très  élé- 
gante. 

Weber  (^E.  von).  —  Sur  les  transformations  infinitésimales  qui 
laissent  invariante  une  équation  de  l^fa(ï'(i33-i4o). 

L'auteur  reprend  le  problème  traité  pur  M.  G.  \  ivanli  au  début  de  ce  Tome 
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Le  géomètre  italien  avait  employé  une  méthode  synthétique  directe,  reposant 
sur  la  théorie  des  déterminauls  symétriques  gauches.  M.  von  Weber  retrouve 
les  mêmes  résultats;  en  outre,  il  obtient  des  formules  valables  quel  que  soit  le 
rang  du  déterminant  A;  mais,  pour  cela,  il  doit  s'appuyer  sur  les  travaux  de 
Clebsch,  Frobenius,  Engel,  et  notamment  sur  la  théorie  de  la  réduction  des 
expressions  de  Pfaff. 

Monaco-Aprile  (L.  lo).  —  Sur  une  courbe  gauche,  lieu  de  cer- 
tiiins  points  paraboliques  d'un  réseau  de  surfaces,  oénéral.  et  de 
Tordre  n  (i4  i-  162). 

S'.Mt  [l"]  un  réseau  linéaire  de  surfaces  algébriques  d'ordre  n;  le  lieu  des 
points  doubles  des  surfaces  de  ce  réseau  est  une  courbe  gauclie  J,  dite  la  jaco- 
bienne  du  réseau;  son  ordre  est  6(/i  —  i  )^,  et  M.  G uccia,  dans  son  cours  litho- 
graphie de  Palerme  de  l'année  1895-1896,  en  a  donné  divers  modes  de  généiation, 
comme  le  rappelle  l'auteur.  A  toute  droiie  E  faisons  correspondre  la  surface  iEi 
d'ordre  3/1 — 2.  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  aux  surfaces  de  [F] 
menés  par  E  ;  l'auteur  étudie  l'allure  des  surfaces  ïe  dans  le  voisinage  des  points- 
base  du  réseau.  Puis,  il  considère  le  réseau  [M]  correspondant  à  l'ensemble  des 
droites  d'une  gei'be  [  E]  de  centre  P;  soit  ilt  sa  jacobienne;  elle  possède  les  pro- 
priétés suivantes  :  i"  c'est  le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  menés 
par  chaque  rayon  de  [E]  à  la  surface  ïf  correspondante;  a"  c'est  le  lieu  des 
points  q  répondant  aux  conditions  que  voici  :  q  est  parabolique  pour  une  sur- 
face F:  le  plan  tangent  à  F  en  q  pusse  par  P  et  la  droite  osculatrice  à  F  en  9 
est  tangente  à  toutes  les  surfaces  F  passant  par  q. 

Franchis  [M.  de).  —  Sur  la  réduction  des  intégrales  étendues  à 
des  variétés  (i63-i8^). 

Ce  travail  a  pour  but  de  transformer  une  intégrale  étendue  à  une  variété  V  , 
fermée,  à  p  dimensions  et  appartenant  à  un  espace  S„(7î  > p)  en  une  intégrale 
étendue  à  une  variété  k  p -\- j  dimensions  qui  admet  V  comme  frontière.  La 
formule  id)tenue  généralise  celles  de  Riemann  et  de  Stokes;  elle  comprend 
comme  cas  particuliers  les  formules  de  Betti  (  n  =  />-f- 1)  et  celles  où  l'on  a  />=  1  ; 
elle  permet  enfin  de  retrouver  les  conditions  d'intégrabilité  données  par 
M.  H.  Poincaré  dans  son  Mémoire  sur  les  résidus  des  intégrales  doubles. 

L'auteur  débute  en  rappelant  des  définitions  et  des  théorèmes  lïAnalysis 
situs;  il  étudie  les  variétés  au  moyen  de  représentations  paramétriques.  Cette 
méthode  introduit  des  déterminants  fonctionnels  dans  les  intégrales  proposées  : 

les  propriétés  de  ces  déterminants  et  l'intégration  sous  le  signe  /  fournissent, 
moyennant  quelques  transformations,  la  formule  cherchée.  Le  travail  se  ter- 
mine par  l'étude  des  conditions  d'intégrabilité  pour  les  variétés  appartenant  à 
un  domaine  représentable  point  par  point  et  avec  continuité  sur  l'intérieur  d'un 
parallélépipède. 

Medolaghi  {P.).  —  Sur  les  grotipes  isomorphes  au  groupe  de 
totUes  les  transformations  à  une  variable  (i88-.jioc)). 

Le  plus  simple  de  tous  les  grDUjii-s  inlinis  est  leliii  i|ui    est  fuiiné    par  toutes 


lUiVUlî  I)I<:S  PUBLICATIONS.  i37 

les    Iransformalions   à    une    variable;    soil  î(x)-7— le   svmljole  de  ce   j;roupe. 

Ox  ~ 

L'auteur  se  propose  d'éludier  les  groupes  à  un  nombre  quelconque  de  variables 

qui  lui  sont  isomorphes.  Moyennant  des  changemenls   de  variables   simples  il 

obtient,  pour  les  transformations  infinitésimales  do  ces  groupes,  les  expressions 

suivantes  : 

et 


ï /?, -i- ç' ;r ,,/?,-)- ^"  a;,  7^3  +  ^  ç(')  X ;, 


avec  ?(')  =  -f—.  \{x^),  p-=  —-,  et  le  symbole  \,  pouvant  recevoir  cinq  formes 

canoniques  dilVérentes.  M.  Medolaghi  se  borne  à  étudier  les  deux  premières  qui 
sont  xV'^Pj  et  jjj'  i^iP-i'^  ^3/^3)  ;  cette  recherche  lui  fournit  notamment  tous 
les  groupes  de  l'espace  ordinaire  isomorphes  au  groupe  du  début.  Quant  aux 
groupes  des  trois  dernières  catégories,  leur  étude  détaillée  doit  faire  l'objet  d'un 
Mémoire  ultérieur. 

BiugallL  {P-).   —  Sur  les  niëlhodes  d  intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  à  deux  variables  indépendantes  (210-22 1). 

L'auteur  retrouve  les  diverses  méthodes  employées  pour  l'intégration  des 
équations  aux  dérivées  partielles  à  deux  variables;  il  montre  qu'on  peut  les 
considérer  comme  résultant  de  l'application  d'un  même  artifice  :  la  recherche 
d'un  facteur  intégrant.  Ce  point  de  départ  lui  permet  de  rattacher  ensemble 
les  méthodes  de  Lagrange,  de  Monge-.\mpére  et  de  M.  Darboux.  Ainsi,  pour  la 
première  de  ces  méthodes,  écrivons  l'équation  sous  la  forme 

(•)  V  =  p+f{x,  y,  z,q)=o 

et  cherchons  à  réaliser  l'identité 

où  0,  u,  V  sont  des  fonctions  inconnues  de  x^  }\  z,  q  et  où  les  symboles  entre 
parenthèses  indiquent  des  dérivations  totales  par  rapport  à  y  et  à  x.  Si  celle 
identité  est  vérifiée,  toutes  les  intégrales  de  (i)  seront  des  intégrales  de  «  =  4'(  *') 
où  <l{  est  une  fonction  arbitraire.  Or,  en  écrivant  que  (2)  est  vérifiée,  on  retombe 
sur  les  équations  des  caractéristiques;  et,  d'autre  part,  l'équation  ;/  =  i}(tj)  for- 
mant avec  (  I  )  un  système  complètement  intégrable,  on  retrouve  les  intégrales 
générales  de  la  théorie  classique. 

Knriqiies  (F-)-  —  Sur  les  hypothèses  (|iii  permettent  rinlrodiic- 
lion  des  coordonnées  dans  une  variété  à  plusieurs  dimensions 

(222-23(j). 

Le  Mémoire  de  >L  Enriques   a  pour  but  d  élucider  une  question   d'Anafysis 
Bull,  des  Sciences  mathem.,  Y  série,  l.  \X\IX.  (  Décembre  içjii.)        H  i:> 
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sitiis  que  les  géomètres  avaient  jusqu'alors  négligée  :  la  discussion  rigoureuse 
des  postulats  qui  pernfiettent  linlroduclion  des  coordonnées  dans  une  variété 
à  n  dimensions.  .M.  Enriques  se  limite,  d'ailleurs,  au  cas  de  «  =  2  ;  mais,  comme 
il  le  montre  lui-même,  l'extension  de  ses  résultats  ne  comporte  aucune  diffi- 
culté. Sa  méthode  repose  essentiellement  sur  deux  définitions  et  un  postulat. 
Nous  appellerons  variété  v,  à  une  dimension  (ou  ligne),  une  classe  d'éléments 
à  laquelle  appartiennent  deux  ordres  continus,  sans  éléments  extrêmes  et 
inverses  l'un  de  laulre.  Définissons  encore  les  variétés  f,  à  deux  dimensions; 
nous  appellerons  ainsi  une  classe  d'éléments  qui  contient  deux  systèmes  de 
variétés  v^.  a  et  b,  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

1"  Tout  élément  de  v^  appartient  à  une  variété  a  et  à  une  variété  b. 

2'  Deux  variétés  a  et  b  ont  toujours  en  commun  un  élément  (dans  lequel 
elles  se  rencontrent). 

3°  Si  a,  et  a,  sont  deux  variétés  du  premier  système,  et  si  l'on  considère 
plusieurs  éléments  consécutifs  de  a,  et  les  variétés  b  qui  les  contiennent,  ces 
dernières  rencontrent  a,  suivant  autant  d'éléments  consécutifs:  et  vice  versa 
pour  les  variétés  b.  On  dit  alors  que  les  variétés  a  et  b  forment  deux  faisceaux. 

Les  deux  définitions  précédentes  permettent  déjà  de  démontrer  divers  théo- 
rèmes sur  les  variétés  à  deux  dimensions;  mais  ils  ne  suffisent  pas  pour  en 
établir  des  représentations  planes.  Pour  obtenir  ce  résultat,  il  suffit  de  s'ap- 
puyer sur  le  postulat  suivant  : 

«  Sur  la  variété  v^_.  il  e.\iste  un  troisième  faisceau  c  de  variétés  t',,  distinct  des 
deux  premiers  a  et  b.  » 

Considérons  alors  les  lignes  a  et  c  qui  passent  par  un  point  quelconque 
dune  ligne  (variable)  b;  elles  coupent  une  ligne  (fixe)  6„  en  deux  points  P 
et  Pp  doii  une  correspondance  [PPJ  variable  avec  b  et  qui  joue  un  rôle 
capital  dans  la  méthode  de  M.  Enriques.  L'étude  de  cette  correspondance  lui 
permet  d'établir  notamment  le  théorème  suivant  :  Soient  sur  6„  quatre  points 
situés  dans  l'ordre  P.\BM;  on  peut  construire,  quel  que  soit  n,  n  —  i  points 
appartenant  au  segment  PM  ef  tels  qu'on  ait 

[PM,]  =  [M,M,]=...=  [M_,M]. 

De  plus,  il  est  toujours  possible  de  trouver  un  entier  m  tel  que,  pour  n  >  m, 
l'un  des  points  M,  soit  à  l'intérieur  de  AB. 

Ce  théorème  et  ses  corollaires  conduisent  alors  sans  peine  à  la  représentation 
paramétrique  cherchée. 

Cordone  (G.).  —  Sur  un  problème  fondamental  de  la  théorie  des 
fractions  continues  algébriques  j^^énéralisées  (240-20-). 

L'auteur  s'est  proposé  le  problème  suivant  :  «  Élantdonnées  «séries  S,,  ...,S„ 
de  la  forme 


S.= 


-r-  X 
%^   A'. 


déterminer  par  récurrence  n  polynômes  en  a:,  P',", .. .,  P;;'.  de  degrés/?, p'/'^ 
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n 

et  tels  que  l'expression  \   S.Pf'  commence  par  un  terme  de  degré 

p'I^-h-.-.-^-p^-p  +  n 

en  a;-',  p  étant  le  plus  grand  des  entiers  /?',",  . . . ,  p^-  »  Les  relations  de  récur- 
rence doivent  être  de  la  forme 


p;"+"=2|*/«(^)pr^; 


/  =  0 

elles  généralisent  évidemment  celles  de  la  théorie  des  fractions  continue*. 

La  difficulté  du  problème  réside  essentiellement  dans  la  détermination  des 
degrés  des  polynômes  ci.-'„i{x)  et  P"^"*"";  à  cet  égard,  l'auteur  énonce  le  résultat 
suivant  :  il  existe  n  —  i  algorithmes  possibles;  l'un  quelconque  d'entre  eux 
s'obtient  en  laissant  fixes  les  degrés  de  /i  —  l  des  n  —  i  polynômes  P,,  . . .,  P„_i> 
et  en  augmentant  alternativement  et  successivement  les  degrés  de>  polynome^ 
restants.  Suivant  la  valeur  de  /,  un  Tableau  indique  le  degré  en  x  de» 
polynômes  a^„(x),  degré  qui  ne  peut  dépasser  l'unité.  Pour  la  démonstration, 
l'auteur  se  borne  au  cas  de  /?  =  3. 

Berzolarl  {L.).  —   Stir  les  transvectanls  ("ormes  avec  les   puis- 
sances d'une  forme  binaire  quadratique  (aoS-aSg). 

Dans  un  Mémoire  des  Mathematische  Annalen  (t.  XXXL  p.  568-569). 
.M.  Gordan  avait  donné  l'expression  du  deuxième  transvectant  formé  avec  deux 
puissances  F*  et  l>  d'une  forme  quadratique  F,  de  discriminant  A;  il  n'avait 
pas  indiqué  l'expression  du  transvectant  d'ordre  20  qui  est,  comme  le  montre 
M.  Berzolari, 

(px    Fi^)-?=  2?  ^^'  \^  '^ 1 L  A?F^+i^-=?. 

/2A\/2jJ.\/2p\ 


\2p/\2p/\    p    / 

Bucca  (F.).   —   Sur  certaines  intégrales  et  certains  développe- 
ments en  séries  (260-2--). 

L'auteur  étudie  l'intégrale    /   F(x,  z)  dx  où  F  est  holi^morplie  en  ;  lorsque, 

X  variant  sur  le  contour  fermé  c,  z  appartient  à  une  aire  connexe  E,  et  oft  F"  est 
intégrable  par  rapport  à  x  lorsque  z  prend  une  va'eur  (|uelr<>nque  de  E  II 
démontre  que  c'est  une  fonction  de  z,  holomorphe  dans  E,  et  dont  on  obtient 

la  dérivée  en  appliquant  la  règle  de  différentiation  sous  le  signe    /  .  A  l'aide  de 

ce  théorème,  il  étudie  le  développement  d'une  fonction  holomorphe  en  série  de 
fonctions  holomorphes,  la  convergence  ayant  lieu  soit  à  l'intérieur,  soit  à  l'exté- 
rieur d'une  aire  donnée.  Puis  il  compare  ses  résultats  à  ceux  de  NNeierstrass  et 
termine  par  des  applications  de  la  formule  donnée  par  M.  Painlevé  pour  repré- 
senter une  fonction  en  série  de  polynômes. 
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Guidice  {F.).  —  Introduclion  aux  coordonnées  triangulaires  et 
tétraédriqiies  (2^8-3o6). 

Ce  travail  contient  l'exposé  des  principales  relations  métriques  relatives  aux 
coordonnées  trilinéaires  et  tétraédriques;  il  laisse  de  côté  les  relations  angu- 
laires. L'auteur  envisage  le  cas  des  coordonnées  de  droites  et  de  plans;  il  géné- 
ralise la  relation  de  Stewart  et  fait  des  applications  au  cercle,  à  la  sphère,  au 
triangle  (et  au  tétraèdre)  pédal  d'un  point  donné. 

Puglisi  {M.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une 
surface  de  révolution  (3i2-32i). 

La  Note  a  pour  but  de  simplifier,  par  des  changements  de  variables,  la 
démonstration  d'un  théorème  dû  à  O.  Staude  {Acta  mathematica ,  Bd  XI). 

Penia  {A.).  —  L'imaginaire  i  et  les  nombres  alternants  /,  y",  k 
dans  rétude  de  la  déformation  infinitésimale  des  courbes  planes 
et  des  courbes  gauches  (Ssa-Sao). 

M.  Perna  applique  les  imaginaires  et  le  calcul  symbolique  de  H.  Grassmann 
pour  obtenir  rapidement  et  sous  forme  condensée  les  formules  de  la  déforma- 
tion infiniment  petite  des  courbes  planes  et  gauches;  il  prend  comme  point  de 
départ  des  relations  dues  à  Cesàro. 

Gordan  (P.).  —  Extrait  d'une  lettre  à  M.  L.  Berzolari  (326-328). 
Dans  sa  Note  analysée  plus  haut,  M.  L.  Berzolari  s'était  appuyé  sur  la  formule 


X"^  .  /  2  C 


i  /  (  ).  —  0  !  (  !J-  —  0  !  (  >>  —  2  ?  +  «  )  !  (  !J^  —  2  p  -+-  i  )  ' 


A  !  u  !  (  X  —  p  )  !  (  ix  —  p  )  !    ' 


en  se  bornant  à  dire  qu'on  peut  la  vérifier  par  récurrence.  M.  Gordan  on  donne 
une  démonstration  directe  basée  sur  l'introduction  de  variables  auxiliaires. 

René  Garkikr. 
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ATTI  DEL  R.  ISTITUTO  VENETO  DI  SGIE.NZE,  LETTEKE  ED  ARTI  (i). 
T.  LX  (t.  III  de  la  8*  série),  1900-1901. 

Zanon  (G. -A.).  —  [S4^]  Cas  parlicnliers  de  la  condensation  de 
la  vapeur  avec  augaientalion  dénergie  (4'^-5i)* 

Lorenzoni  {G.).  —  [U]  Sur  les  librations  apparentes  de  la  Lune. 
Notes  et  éclaircissements  histoiiques  (91-140). 

DelC Agnola  (C.-A.).  —  [D  \  b  réf.  D4]  Sur  les  séries  de  po- 
lynômes (i-i-i  80). 

Antoniazzi  (A.).  —  [U]  Passage  des  bords  de  la  Lune  et  posi- 
tions du  cratère  ^lœssing;  A,  observés  au  cercle  méridien  de 
Padoue  en  1897  et  1898  ([  i  ]-[54]). 

Picciali  (G.).  —  [Rie]  La  fonction  de  Weierstrass  dans  la 
cinématique  du  quadrilatère  articulé  (3oi-3o9). 

M.  Darbou.v  avait  trouvé  les  expressions  des  fonctions  trigonométriques 
des  angles  du  quadrilatère  au  mojen  des  fonctions  elliptiques.  L'auteur  trouve 
ces  mêmes  expressions  au  moyen  de  la  fonction  p  et  de  sa  dérivée. 

Favaro  {A.).  —  [^7]  ■^^t'  'c^  lunettes  construites  et  employées 
par  Galilée  (o  i  ^-342,  2  planches). 

Palatini  {F.).  —  [N,  i  réf.  Q2]  Sur  les  systèmes  linéaires  de 
complexes  linéaires  de  droites  dans  l'espace  de  cinq  dimen- 
sions (3^  1-383). 

Solution  du  problème  suivant  :  Étant  donné  en  S^  un  système  linéaire  de 
complexe  dans  lequel  il  y  ait  x^  complexes  doués  de  droite  centrale,  trouver 
le  nombre  de  droites  centrales  satisfaisant  à  un  groupe  quelconque  de 
conditions  caractéristiques  (dans  le  sens  de  Schubert),  la  dimension  de 
ce  groupe  étant  égale  à  la  dimension  du  système  formé  par  ces  droites. 

Favai'o  [A .).  —  [V7]  Sur  l'apparence  de  Saturne  observée  par 
Galilée  en  août  de  161 6  (4 1 5-432). 

Boggio  [T.).  —  [H  lody.]  Sur  certaines  fonctions  harmoniques 
(')  Voir  Bull,  des  Se.  math..  njoG,  2'  Partie,  p.  17  (-179. 
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ou  bihatmoniques  dans  un  champ  elliptique  ou    ellipsoïdique 

(433-442). 

L'auteur  construit  une  fonction  harmonique  dans  une  aire  elliptique  <r,  pre- 
nant au  contour  les  valeurs  d'un  polynôme  donné  de  degré  n.  En  suppo- 
sant 


=(S-^p-0'^"'^^' 


et  en  déterminant  les  coefficients  de  \  au  moyen  de  la  condition 

S^v  =  P  {x,  y), 

il  obtient  d'abord  une  fonction  v  prenant  au  contour  la  valeur  zéro  et  dans 
l'aire  elliptique  les  valeurs  du  polynôme  P{x,y);  puis^  en  posant 

u  =  q  —  v, 

et  en  déterminant  v  comme  dans  le  cas  précédent,  il  obtient  la  fonction  u 
cherchée,  qui  est  aussi  un  polynôme  de  degré  n.  Après,  il  résout  le  même 
problème  pour  une  aire  a'  représentable  conformément  sur  l'aire  elliptique  s 
au  mo)'en  de  polynômes.  Les  courbes  limitant  ces  aires  î'  sont  des  épicycloïdes 
allongées. 

Il  vient  ensuite  à  déterminer  la  fonction  v,  régulière  en  a  et  satisfaisant 
aux  équations 

A2  A- 1'  =  P  ; 

dans  a  on  a 

V  —  —  =0 
On 

au  contour.  Une  telle  fonction  est  un  polynôme  du  degré  n-t-4-  Ces  résultats 
sont  ensuite  étendus  au  cas  de  trois  variables  (champ  ellipsoïdique). 

Puis  il  étudie  la  déformation  d'une  membrane  elliptique  isotrope,  ensuite 
celle  d'un  ellipsoïde  élastique  isotrope,  en  supposant  que  des  forces  agissent 
au  contour  et  que  les  composantes  du  déplacement  prennent  au  contour 
les  valeurs  de  deux  (ou,  respectivement,  de  trois)  polynômes  donnés. 

Malipiero  {A.).   —  [f^^^]  ^"J'"  ^^s  Iransformalions  de  la  Dyna- 
mique (469-485). 

Étant  donnés  deux  systèmes  dynamiques  à  liaisons  indépendantes  du  temps 
pt  avec  même  degré  de  liberté,  et  soumis  à  des  forces  indépendantes  des  vi- 
tesses, établir  une  triinsformaiion  de  variables  au  moyen  de  laquelle  les  n  —  i 
intégrales  du  premier  système  (  tr.ljt■cu)ire^  )  coïnciilent  avec  ceux  du  second. 
Ce  problème,  qui  revient  à  la  repré-enlation  .Évec  conservaiion  des  géndésiques, 
u  été  traité  par  M\L  Ap|)ell  {Cre/le,  t.  lUJ,  1892),  Painlevé  {Journal  de 
FÂouville,  5*  série,  t.  X,  iSgi)  et  Levi-Civita  {Annali  di  A/atematica,  série  a», 
l  \.KIV,  i.Sjjft).  L'auteur  traite  le  cas  où  l'on  suppose  que  les  deux  systèmes 
ne  diiveui  pa^  avoir  toutes  les  trajectoires  en  commun,  mais  seulement  une 
lawuile  de  ao-("-"-*  trajectoires.  Dans  le  cas  des  forces  nulles,  le  problème 
é>juivaut.  au  suivant  : 


REVUE   DES   PUBLICATIONS.  i4i 

Déterminer  toutes  les  variétés  V„  représentables  uniquement  sur  une  \ ^ 
de  manière  qu'une  famille  de  x'("-''~^  géodésiques  de  V,i  ait  pour  image 
une  famille  de  x-'t-'-o-i  ^g  celles  de  V„.  Le  cas  considéré  par  l'auteur  est 
celui  de  />  =  i.  Il  trouve  les  équations  différentielles  qui  lient  les  coefficients 
des  expressions  des  forces  vives  des  deux  systèmes  (c'est-à-dire  aussi  les 
coefficients  des  expressions  de  l'élément  linéaire  de  V'„  et  de  V^  ),  et  donne 
à  ces  équations  une  forme  invariantive  au  moyen  de  la  dérivation  covariante 
de  .\L  Ricci. 

Fubini  [G.).   —  [()  i  cref.  No]   Sur  une  classe  remarquable   de 
surfaces  dans  l'espace  ellijdiqne  (  56i-565). 

Surfaces  pour  lesquelles  il  existe  un  plan  par  rapport  auquel  les  lignes 
d'équidistance  forment  un  système  isotherme.  La  détermination  de  ces  surfaces 
conduit  aussi  à  une  propriété  remarquable  des  congruences  d'Appell  dans 
l'espace  euclidien. 

Cipolla   {F.).    —    [^   i]   Sur  la  quautilé  intînitésimale  et   sur  le 
zéro  mathéinatique.  Pensées  (^56--5-3). 

Boggio  (T.).    —   [Hiot/a]  Intégration   de  l'équation    A-A-=o 
dans  une  aire  elliptique  (ogi-ôog). 

Levi-Ciiita  (T.).  —  [^^4]  Sui-  la  forme  du  développement  de  la 
fonction  perturbatrice  (653-66 1). 

Détermination  a  priori  des  caractères  analytiques  du  développement. 

DairAcqua  [A  .-F.).  —  [No  i  réf.  O  (j  k]  Sur  certaines  déforma- 
tions des  congruences  normales  (663-672). 

Une  congruence  de  rayons  est  supposée  en  correspondance  univoque  avec  les 
points  dune  surface,  et  tout  rayon  de  la  congruence  invariablement  lié  au 
plan  langent  de  la  surface  au  point  correspondant.  .Mors  à  une  flexion  de  la 
surface  correspond  une  déformation  de  la  congruence.  L'auteur  détermine 
les  conditions  sous  lesquelles  la  congruence  étant  normale  reste  normale 
pour  toute  flexion  de  la  surface.  Lorsqu'on  suppose  que  les  déformées  des  sur- 
faces orthogonales  aux  rayons  restent  normales  après  la  déformation,  les  seuls 
cas  possibles  sont  le  cas  de  Beltrami  (tout  rayon  passe  par  le  point  correspon- 
dant) et  celui  de  Ribaucour  (tout  rayon  est  situé  dans  le  plan  tangent  au 
point  correspondant).  Mais,  lorsqu'on  suppose  seulement  que  la  congruence 
reste  normale  après  la  déformation,  il  y  a  d'autres  cas  que  l'auteur  étudie 
dans  cette  Note.  Ce  sont  les  cas  des  surfaces  applicables  sur  des  surfaces  de 
rotation,  c'est-à-dire  dont  l'élément  linéaire  est 

ds-  =  dx\  -I-  E  (  Xi  )  dxl. 
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Si  la  surface  est  aussi  à  courbure  constante,  on  a  aussi  d'autres  solutions  qui 
dépendent  de  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  deuxième 
ordre  et  d'une  du  premier.  Si  la  surface  est  développable,  les  solutions 
s'expriment  toutes  par  une  fonction  harmonique  arbitraire.  Le  cas  où  tout 
rayon  est  parallèle  au  plan  tangent  au  point  correspondant  est  Iraité  séparé- 
ment dans  un  Mémoire  analysé  ci-dessous. 

Razzaboni  (A.).  —  [O'^]  Un  théorème  de  M.  Demarlres  généra- 
lisé {'jo'^-'jdS). 

Ce  théorème  est  dans  les  Comptes  rendus  de  1888  (  n°  15)  et  donne  une 
construction  pour  déduire  d'une  courbe  de  lîertrand  un  nombre  infini  de  ces 
courbes. 

Kantor  (-5.).  —  [M)  h  réf.  P4'?]  Une  nouvelle  interprélalion  des 
formules  de  Pliicker  et  de  Veronese  et  d'autres  formules  de 
Géométrie  (769-773). 

Étant  X,  y,  z  l'ordre,  le  nombre  des  points  doubles  et  celui  des  rebrousse- 
ments;  x',  y',  z'  la  classe,  le  nombre  des  tangentes  doubles  et  celui  des 
inflexions,  l'auteur  interprète  les  formules  de  Pliicker  comme  une  transforma- 
tion des  variables  x,  y,  .z  en  x' ,  y' ,  z'.  Cette  transformation  est  biralionnelie  et 
involutive,  et  le  système  homaloïdique  de  la  transformation  est  constitué  par 
des  surfaces  F*.  Propriétés  de  cette  transformation.  La  quadrique 

{x  —  j  )  ( X  —  ■i)  —  ■3y  —  2Z  =  r> 

est  changée  en  elle-même  (le  premier  membre  est  le  double  du  genre). 

Observations  analogues  pour  les  formules  de  Cayley  relatives  aux  courbes 
gauches. 

Indication  d'une  généralisation  qu'on  peut  faire  relativement  aux  formules  de 
Veronese  pour  les  courbes  de  S^  et  aux  formules  de  Salmon  pour  les  surfaces 
de  S3  et  à  celles  de  Schubert  pour  les  surfaces  de  S^. 

Dali'  Acqua  (A  .-F.).  —  [X.j  i  réf.  06^']  Sur  un  cas  de  déforma- 
lion  des  oongruences  normales  (92i-9;'t3). 

Cette  Xote  vient  compléter  celle  de  la  page  f)(i3.  L'auteur  traite  le  cas  où  lout 
rayon  est  parallèle  au  plan  tangent  au  point  correspondant.  La  surface  est 
encore  applicable  sur  une  surface  de  rotation;  et,  sur  les  méridiens  de  celte 
surface  est  applicable  la  congruence  enveloppée  par  les  parallèles  aux  rayons 
de  la  congruence  menées  par  les  points  correspondants  de  la  surface.  Ces  paral- 
lèles aussi  forment  une  congruence  normale. 

h/i/ù/ues  (-/*'•).  —  [K;mJ  Sur  la  seconde  solution  de  Laplac^c  du 
problème  des  trois  corps  (957-95<)). 

lixtrait  d'une  lettre  à  M.  Levi-Civila. 
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T.  LXI,  1901-1902. 

Cattaneo  (P.)-  —  [NoS]  Sur  les  congruences  de  lignes  dans  un 
espace  plan  de  trois  dimensions  (4i-Jo). 

I.  Expression  des  courbures  des  lignes  d'une  congruence.  Conditions  pour 
que  la  congruence  soit  formée  par  des  droites  ou  par  des  lignes  planes  ou  par 
des  cercles. 

En  considérant  sur  un  pian  une  congruence  de  lignes  et  en  faisant  tourner 
le  plan  autour  d'une  de  ses  droites,  les  congruences  qu'on  obtient  ainsi  sont  les 
seules  qui,  avec  les  directions  principales  relatives  à  tout  point  de  l'espace, 
déterminent  un  système  triple  orthogonal  de  surfaces. 

II.  Application  des  résultats  précédents  à  l'étude  des  trajectoires  orthogo- 
nales des  familles  de  plans  ou  de  sphères. 

La  méthode  de  recherche  est  \e  Calcul  différentiel  absolu  de  M.  Ricci. 

Antoniazzl  (A.).  —  [U]  Observations  de  planètes  et  de  comètes, 
faites  en  1899  et  1900.  Conlributions  de  l'Observatoire  astrono- 
mique de  l'Université  royale  de  Padoue  ([i]-[58]). 

Lorenzoni  (G.).  —  [U]  Observations  d'occultations  et  d'éclipsés. 
Contributions  de  l'Observatoire  astronomique  de  l'Université 
royale  de  Padoue  ([59]-[86]). 

Arcais  (F.  cV ).  —  [Hart]  Sur  une  démonstration  de  l'unicité  des 
intégrales  d'un  système  d'équalions  diflérentielles  du  premier 
ordre  (35i-355). 

La  démonstration  donnée  par  l'auteur  dans  son  Corso  di  Analisi  infinitési- 
male est  celle  de  M.  Peano,  qui  emploie  la  propriété  que  si  u{x)  a  une 
dérivée  u' [x],  la  valeur  absolue  |M(a;)|  a  aussi  une  dérivée  \u{x)\'  et  l'on  a 
toujours  \u{x)  \' ^u' {x).  Cette  propriété,  suivant  une  observation  de  M.  Bianchi, 
peut  ne  pas  avoir  lieu.  Par  cela  l'auteur  modifie  ici  la  démonstration  de  manière 
à  éviter  cette  objection. 

Rossi  {L.-V.).  —  [T2a]  A  piopos  des  expériences  de  M.  L.  Hart- 
mann sur  la  distribution  des  déformations  dans  les  métaux 
soumis  à  des  efforts  (Soj-S^S). 

Boi'diga  (G.).  —  [K?.2«]  Les  niéihodes  de  la  Géométrie  desciip- 
tive  (389-400),  (609-618,  une  planche). 
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Les  méthodes  de  représentation  de  l'espace  sur  un  plan  peuvent  se  distinguer 
de  la  manière  suivante  : 

1°  Représentation  au  mo3en  de  couples  de  points: 

2°  De  couples  de  droites; 

3°  De  groupes  de  trois  points; 

4°  De  groupes  de  trois  droites. 

De  la  première  l'auteur  déduit  la  projection  stéréoscopique,  les  plans  cotés 
et  les  projections  orthogonales.  De  la  deuxième,  la  projection  centrale,  de  la 
troisième  l'axonométrie  et  de  la  quatrième  les  projections  tricentriques. 

Picciati  (G.).  —  [R8c]  Sur  les  mouvements  stalionnaires  de 
systèmes  liolouomes  soumis  à  des  forces  conservatives  dans 
des  cas  particuliers  (4o5-4i"). 

I.  Mouvement  d'un  point  sur  une  surface  de  rotation,  lorsqu'il  existe  un 
potentiel  ayant  une  valeur  constante  sur  les  parallèles. 

II.  Mouvement  d'un  point  libre  soumis  à  une  force  conservalive  pour  laquelle 
existe  une  intégrale  des  aires. 

III.  Mouvement  d'un  solide  de  lotation  pesant  sur  un  plan  horizontal  lixe 
sur  lequel  il  glisse  sans  frottement. 

L'auteur  emploie  la  règle  donnée  par  M.  Levi-Civita  dans  \&%  ftendiconti  dei 
Lincei,  1901,  \"  semestre. 

Viterbi (A.).  —  [Sac]  Sur  une  classe  de  mouvements  tourbillon- 
haires  permanents  (449-464)- 

Mouvements  dans  lesquels  la  congruence  des  lignes  de  courant  et  celle  des 
lignes  tourbillonnaires  (dont  les  tangentes  sont  les  axes  de  rotation  des  parti- 
cules fluides)  sont  des  congruences  normales.  Les  cas  possibles  se  réduisent  à 
deux.  Dans  l'un,  les  lignes  de  courant  sont  des  droites  parallèles  sur  chacune 
desquelles  la  vitesse  du  fluide  est  constante.  Dans  l'autre,  les  lignes  tourbillon- 
naires sont  des  cercles  ayant  même  axe. 

L'auteur  emploie  le  Calcul  dijj'éientiel  absolu  de  M.  Ricci.  Une  addition  à 
cette  Note  se  trouve  dans  le  Tome  L\II,  à  la  page  17.5. 

BoL;gio  (T.).  —  [Tar^o]  Sur  l'équilibre  des  membranes  élas- 
tiques planes  (GiQ-OSô). 

Problème  déjà  traité  par  l'auteur  (Atti  de  Turin,  t.  WXV,  1900  et  Nuoi'o 
Cimenta,  4*  série,  t.  XII,  1900)  en  supposant  que  la  membrane  soit  soumise  au 
contour  à  des  forces  agissant  dans  le  plan  de  la  membrane,  que  l'on  connaît  en 
tout  point  du  contour  les  composantes  du  déplacement  et  que  l'aire  soit  repré- 
sentable  uniformément  sur  un  cercle  au  moyen  de  polynômes.  Ici,  il  suppose 
que  la  représentation  de  l'aire  sur  le  cercle  ait  lieu  au  moyen  de  fonctions 
rationnelles.  Lz  solution  est  exprimée  (comme  dans  l'autre  cas)  par  des  inté- 
grales définies. 

Favaro  {A.).  —  [V7]  Amis  et  corresj)ondanls  de  Galilée.  —  IV. 
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Atlexandra  Bocchineri.  —  V.  François  Pvasi.  —  VI.  Jean  Fran- 
çois Buonamici  (665-'yOi), 

Favaro  {A.).  —  [^7]  I-e^  documenls  du  procès  de  Galilée  {"J^'j- 
806). 

T.  LXII,  1902-1903. 

Cassant    (P.).    —    [K22rt]    Sur    la    projection    sléréoscopique 
(35-43). 

Une  addition  à  celte  Note  se  trouve  à  la  page  iir>3. 

Favaro  (A.).   —  [^^7]  Amis  et  correspondants  de  Galilée.   — 
VII.  Jean  Ciampoli  (91-145)- 

Andreini  {A.).  —  [Ri4]  Recherches  sur  les  polyèdres  et  sur  les 
réseaux  autocorrélatifs  (147-173,   i  planche). 

Première  Partie. 

L'auteur  étend  la  notion  de  polyèdre,  en  admettant  des  faces  courbes  et  en 
considérant  des  faces  nionolatérales  et  bilatérales  et  des  angles  solides  à  une  ou 
à  deux  arêtes.  L'ordre  d'une  face  est  le  nombre  de  ses  côtés,  en  tenant  compte 
de  la  multiplicité  que  peut  avoir  un  sommet;  Vordre  d'un  angle  solide  est 
défini  d'une  manière  analogue.  Deux  polyèdres  sont  corrélatifs  lorsqu'à  un 
angle  «i-édre  de  l'un  correspond  une  face  /»-latère  de  l'autre  et  réciproque- 
ment. Ils  sont  complètement  corrélatifs  lorsqu'à  toute  arête  (/>,  q)  [r,  s\  du 
premier  (qui  est  commune  à  deux  faces  /?-latére  et  ^-latère  respectivement  et 
unit  les  sommets  de  deux  angles  r-èdre  et  5-èdre  respectivement),  correspond 
dans  le  second  polyèdre  une  arête  [p,  g],  (r,  s).  Un  polyèdre  est  autocorré- 
latif si  le  nombre  et  l'ordre  des  faces  sont  égaux  au  nombre  et  à  Tordre  des  angles 
solides,  et  l'on  peut  avoir  une  autocorrélalivité  complète  ou  partielle.  La 
détermination  des  polyèdres  complètement  aulocorrélatifs  dépend  de  la  résolu- 
tion en  nombres  entiers  et  positifs  du  système 


e,  -I-  e.  ■ 


le^-^-  le^-h. . .  +  pe^  =  2C, 

e,  étant   le   nombre  des   faces  (et  des  angles)  d'ordre  z,  et  C    le   nombre   des 
arêtes.  L'élimination  de  C  donne 


1 
et  de  là  l'auteur  déduit  tous  les  polyèdres  autocorrélatifs,  les  ayant  préalable- 
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mettt  distingués  en  classes,  suivant  qu'ils  contiennent  des  éléments  du  troisième 
ordre,  ou  des  éléments  du  deuxième  sans  en  contenir  du  troisième  ou  du  pre- 
mier ordre  sans  en  contenir  du  deuxième  et  du  troisième. 

Viterbi  {A.).   —  [S'^. c]  Addition  à  la  Note  Sur  une  classe  de 
mouvements  tourbillonnaires  permanents  (i^S-i^ô). 

La  Note  est  dans  le  Tome  LXI,  à  la  page  449-  Ici,  il  répond  à  une  objection,  en 
montrant  que  le  cas  du  mouvement  parallèle  à  un  plan  fixe  est  compris  dans 
le  second  des  mouvements  mentionnés  dans  la  Note. 

Varisco  (B.).  —  [Vi]  Les  mondes  semblables  et  la  relativité  de 
l'espace  (333-348). 

DEmilio  (/?.).  —  [J^e]  Illustrations  géométriques  et  mécaniques 
des  principes  des  moindres  carrés  (363-39^,  i  planche). 

Gomme  exemple  citons  la  propriété  suivante  :  Un  point  pesant  libre,  attiré 
par  les  points  qui  résultent  des  observations,  proportionnellement  aux  distances 
et  aux  poids,  tend  à  se  disposer  dans  la  position  du  point  qu'on  veut  déter- 
miner par  les  moindres  carrés;  et  l'équilibre  est  stable. 

Favaro  (A.).   —  [^7]  Vincent    Viviani    et   sa    Vie   de    Galilée 
(683-703). 

Andreini  [A .).  —  [K  j4]  Recherches  sur  les  polyèdres  et  sur  les 
réseaux  aulocorrélatifs  (729--64,  1  planche). 

Seconde  Partie. 
L'auteur  suppose 


et  considère  ainsi  des  polyèdres  corrélatifs  qu'il  appelle  uniformes.  L'équation 
de  la  première  Note  se  réduit  à  la  suivante  : 

II 
eV   (4_,.)  =  4 

I 
ou  bien 

étant 

n 

1 

La   quantité  I)  ne  peut  avoir  que   les  valeurs  0,  4i   2,  i;  et  ces  solutions  sont 
classifiées  en  les  divisant  en  deux  genres  : 
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I.  Polyèdres. 

II.  Réseaux  (constitués  par  un  nombre  infini  d'éléments),  et  en  subdivisant 
ces  genres  en  espèces  suivant  l'ordre  des  éléments  qu'ils  renferment.  Chaque 
espèce  est  étudiée  en  particulier,  en  déterminant  la  forme  correspondante. 

Severi  {F.).  —  [M-^/Ja]  Sur  la  forme  des  surfaces  réglées  cubiques 
(863-8'j9,  3  planches). 

Ces  surfaces  sont  classifiées  en  sept  types  au  point  de  vue  métrique,  suivant 
que  le  plan  de  l'infini  se  trouve  être  : 

a.  Sécant. 

b.  Tangent  de  première  espèce  (passant  par  une  génératrice). 

c.  Bitangent. 

d.  Tangent  de  deuxième  espèce  (tangent  en  un  point  de  la  ligne  double). 

e.  Tangent  de  troisième  espèce  (passant  par  une  génératrice  cuspidale). 

f.  Tangent  de  quatrième  espèce  (tangent  en  un  point  cuspidal). 

g.  Tangent  de  cinquième  espèce  (tangent  en  tous  les  points  dune  génératrice 
cuspidale  ). 

Les  cubiques  réglées  de  Cayley  (ayant  la  directrice  double  infiniment  rap- 
prochée de  la  directrice  simple)  sont  distinguées  en  quatre  types  suivant  que 
le  plan  de  l'infini  est  : 

a.  Sécant. 

b.  Tangent  de  première  espèce. 

c.  Tangent  de  deuxième  espèce. 

d.  Tangent  singulier  (tangent  en  tous  les  points  de  la  directrice  double). 

Ces  surfaces  sont  étudiées  au  moyen  de  leur  représentation  sur  le  plan.  Elles 
sont  en  général  des  surfaces  unilatérales. 

Finzi  {A.). —  [Ma 8 a  réf.  Qa]  Les  hypersurfaces  à  trois  dimen- 
sions qui  peuvent  se  représenter  conformément  sur  l'espace 
euclidien  (1049-1062). 

Conditions  de  représentabilité  obtenues  au  moyen  du  Calcul  différentiel 
absolu  de  M.  Ricci.  Transformation  de  ces  conditions,  en  introduisant  les  élé- 
ments intrinsèques. 

Magini  (/?.).  —  [l^^]  ^^r  les  accélérations  d'ordre  supérieur 
(io63-io8i). 

Exposition  analytique  des  propriétés  trouvées  géométriquement  par  Schell 
{Théorie  der  fiewegung  und  der  Kràfte).  Propriétés  nouvelles  concernant 
les  systèmes  plans  rigides. 

Favaro  (A.).  —  [V7]  Pour  l'Iiistoire  des  manuscrits  de  Galilée 
(io83-iio3). 
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Cassani  (P.).  —  [K22â!]  Addition  à  la  Note  précédente  Sur  la 
projection  stéréoscopirjue  (i  i  53-i  i54)- 

La  NoLe  est  à  la  page  35  de  ce  Tome. 

Viterbi  (^•).    —   [Saea]   Sur  les   mouvements    spontanés    d'un 
solide  plongé  dans  un  liquide  indéfini  ()283-i328). 

En  appliquant  une  méthode  donnée  par  M.  Levi-Civita  {Rend,  dei  Lincei, 
1901),  l'auteur  étudie  les  mouvements  stationnaires  d'un  solide  plongé,  dans  le 
cas  de  Clebsch  (Math.  Ann.,  t.  III),  SteklofT  (Math.  Ann.,  t.  XLII)  et  Lia- 
pounoff  {Kharkoff's  Gesellschaft,  iSgS),  dans  lesquels  le  problème  se  réduit 
aux  quadratures.  Dans  ces  cas,  outre  les  intégrales  de  la  conservation  de 
l'énergie,  du  mouvement  du  barycentre  et  des  aires,  on  connaît  une  autre 
intégrale  qui,  dans  le  premier  des  trois  cas  de  Clebscli,  est  linéaire;  dans  les 
deux  derniers  cas  de  Clebsch  ainsi  que  dans  ceux  de  Stekioff  et  de  Liapounoff, 
cette  intégrale  est  quadratique.  Dans  ces  cas.  où  l'intégrale  ultérieure  est  qua- 
dratique, l'auteur  trouve  de  nouveaux  types  de  mouvements  stationnaires,  et 
Fintégration  de  leurs  équations  dillérenlielles  se  fait  au  moyen  des  fonctions 
elliptiques.  Tous  les  mouvements  trouvés  satisfont  aux  conditions  de  stabilité. 

Dans  le  Tome  suivant,  à  la  page  S'jB,  il  y  a  le  développement  du  calcul  pour 
trouver  les  formules  relatives  à  ces  mouvements  au  moyen  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

T.   LXIII,  1903-1904. 

Favaro  {A.).    —   [^7]   A.niis  et  correspondants  de  Galilée.   — 

IX.  Jean-Camille  Gloriosi  (i-48). 

n Arcais  {F .).  —  [M,  2caref.  G  i  c]  Sur  le  théorème  de  Riemann- 
Roch  (9g-io3). 

Lorsqu'on  veut  construire  une  fonction  finie  qui  devienne  inTinie  seulement 
aux  points  d'un  groupe  donné,  il  peut  arriver  qu'on  trouve  la  valeur  zéro  pour 
quelques-unes  des  constantes  qui  doivent  multiplier  les  intégrales  abéliennes 
correspondant  aux  points  donnés,  et  que,  par  suite,  la  fonction  obtenue  ne 
devienne  infinie  qu'en  quelques-uns  des  points  donnés.  L'auteur  détermine  la 
condition  qui  doit  être  satisfaite  par  le  groupe  des  points  donnés,  afin  que  cola 
n'arrive  pas. 

Favaro  (A.).   —  [^7]  Amis  et   correspondants  de  Galilée.    — 

X.  Jean-Baptiste  Agucchi  (1G7-187). 

Zanon  (G. -A.).  —  [Sa]  Sur  la  cause  snj)p()séc  des  cavités  engen- 
drées par  l'hélice  dans  l'eau.  Théorie  et  applications  pratiques 
(239-264). 
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Favaro  (A.).  —  [V]  Sur  l'auteur  présumé  de  la  :  Arlis  me- 
trice  praclice  compilation  publiée  par  Maxiinilien  Cuttze 
(377-390). 

DelV Agnola  (C.-A.).  —  [D6a]  Nouvelle  démonstration  de  la 
continuité  des  fonctions  algébriques  (4  i  5-422). 

Cisotti  {U.).  —  [Sae]  Sur  le  paradoxe  de  d'Alembert  (423-420). 

La  conclusion  de  d'Alembert,  que  la  résistance  rencontrée  par  une  sphère 
qui  se  meut  uniformément  dans  un  fluide  indéfini  est  égale  à  zéro,  peut 
s'étendre  à  un  corps  de  forme  quelconque. 

Fubiiii  (G.).  — [04*^^^]  Sur  les  méiriques  définies  par  une  forme 
d'Hermite  (5oi-5i3). 

Dans  son  Mémoire  :  Sulle  forme  quadraticlie  ed  hermitiane  e  sui  sislemi 
di  tali  forme  {Mem.  délie  Accad.  Gioenia  di  Cataiiia,  1903  ),  l'auteur  a 
démontré  que,  semblableraent  à  ce  qui  arrive  pour  une  forme  quadratique 
réductible  au  type 

Sj   -^.  .  .-+-  2,i_i .„, 

au   groupe  G,  reproducteur  d'une  forme   hermitienne   réductible  à  la  forme 

£    SO  -t-  -I-    -  Z^  -^  Z     Z^ 

(z"  étant  la  (juantité  conjuguée  de  *,),  correspond  un  groupe  V  de  mouvements 
dans  une  métrique.  Cette  métricjue  et  le  groupe  r  correspomlant  se  définissent 
de  la  manière  suivante  : 
On  pose 

^  =  M,  =  x^+  iy^        (  t  =  I,  2,  ....  n  — i), 
Au  groupe  G  de  transformations  linéaires  sur  les  variables  homogènes 

correspond  un  groupe  projectif  sur  les  m,,  dont  toute  opération  est  déterminée 
lorsqu'on  donne  les  opérations  relatives  sur  les  x,,  y^.  Le  groupe  réel  sur 
ces  a;,,  y-  est  le  groupe  V  qui  transforme  en  elle-même  la  quadrique 


71—1 

Étant  donnés  deu.v  points  {x-y  y^),  (•^/".  J'I*')  et 

Wi=  ^,  +  iy,< 
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l'expression 


V„,^o±.V^,,,o 


A  = 


est  un  invariant  pour  toutes  les  transformations 

n  —  l 

( 2  )  u'  =  —^ (  A-  =  1 ,  2,  ....  n  —  l) 

à  déterminant  +i,  transformant  en  elle-même  l'équation  (i),  c'est-à-dire 
l'équation 

y  u^u''j  ±1  =  0. 

L'auteur  fait  une  étude  de  la  métrique  considérée,  c'est-à-dire  des  transforma- 
tions (2).  Les  propriétés  trouvées  auront  leur  application,  ainsi  que  l'auteur 
l'annonce  dans  un  Mémoire  de  l'Académie  de  Cataiiia.  Citons  la  définition  de 
distance  5  des  points  (a:,,  jk,),  (•Z'/\  J>'/")'  ^"'  ^^"^  donnée  au  moyen  de  1  in- 
variant A  par  la  formule 

I  ,     »/A^-  Jk  —  I 

2   %/Â_v/Â"~r 

Alessio  {A.).  —  [U]  Sur  les  circonslances  de  plus  petite  varia- 
lion  de  l'azimut  d'un  astre  par  rapport  au  temps,  à  latitudes 
difTérentes  (5  1 5-544,  3  Tableaux,  1  planches). 

Rossi  (L.-V.).  —  [T26]  Sur  une  loi  d'adaptement  graduel  à 
l'effort  et  de  solidarité  dans  la  résistance  entre  les  éléments  de 
certains  matériaux  de  construction  (55i-58i). 


S.    RlAUI 


»e^> 


ERRATUM. 


Page  36,  après  la  ligne  9,  ajouter  : 

Tome  VII,   ifiog-igio,  et  Suppli nient. 
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